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Vorwort

Dies ist das Skript zum zweiten Teil einer Vorlesung iiber Stochastische Prozesse, gehalten an der
Universitét Leipzig im Wintersemester 2005/06. Die beiden Themen sind Martingale in diskreter
Zeit und die Brown’sche Bewegung. Wir bringen zunéchst die allgemeine Theorie der Martin-
gale und etliche Beispiele und wenden dann diese Theorie an fiinf Beispielen aus verschiedenen
Teilgebieten der Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandter Gebiete an. Zum Schluss bringen
wir eine Darstellung der Brown’schen Bewegung und ihrer wichtigsten Eigenschaften.

Der Martingalteil dieses Skriptes basiert auf einem Skript von Peter Eichelsbacher (Bo-
chum), das wiederum auf einen Text von Erwin Bolthausen (Ziirich) zuriick geht, welches sei-
nerseits viele Anleihen in dem Buch von D. Williams macht. Ich danke allen hier Genannten
fir die Uberlassung des Textes. Der Skriptteil iiber die Brown’sche Bewegung stiitzt sich auf
das (leider vergriffene) Biichlein [Pa84] sowie auf die entsprechenden Kapitel des im Werden
befindlichen Lehrbuches [K106]. Ich bedanke mich bei Achim Klenke (Mainz) fiir die freundliche
Uberlassung einer vorldufigen Fassung von [K106].

Leipzig, im Dezember 2005






Kapitel 1

Theorie der Martingale

Eine der urspriinglichen Anwendungen und Motivationen fiir eine Beschiftigung mit Martin-
galen ist die formale Beschreibung eines fairen Gliicksspiels, genauer gesagt: des Gewinns in
einer Serie von fairen Gliicksspielen. Es stellte sich heraus, dass die stochastische Struktur einer
Vielzahl von stochastischen Prozessen der eines Martingals entspricht, so dass zusammenfas-
send eine Vielzahl von Situationen betrachtet werden kann. Eine sehr angenehme Eigenschaft
von Martingalen ist, dass sie unter sehr schwachen Voraussetzungen bei divergierender Zeit
fast sicher konvergieren. Das Interessante daran ist, dass diese Konvergenz nicht durch Borel-
Cantelli-Argumente (die iiblicher Weise fiir fast sichere Konvergenzaussagen verwendet werden)
bewiesen wird, sondern durch vollig andersartige. Unter nur wenig stédrkeren Voraussetzungen
liegt die Konvergenz auch im £P-Sinn vor. Daher ist die Theorie der Martingale zentral fiir die
Untersuchung der Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen.

Dem ganzen Kapitel liege ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) zu Grunde.

1.1 Definition und einfache Eigenschaften

Wir betrachten zunéchst eine Standardsituation:

Es sei (Y, )nen eine Folge unabhéngiger integrierbarer reeller Zufallsvariablen, und sei X,, :=
Yi+---+Y,. Offenbar gilt (X1, ..., X,) = o(Y1,...,Y,). DaY, 1 unabhéngig von o(Y7,...,Y;)
ist, also auch von o(X7y,...,X,), folgt

E(Yoi1|X1,.... Xn) =E(Yp41)  P-fast sicher.
Weiter gilt E(Y;|X1,...,X,) = Y; P-fast sicher fiir alle i = 1,...,n. Also folgt durch Summation
E(Xp41]|X1,. .., Xpn) = X + E(Yo41) P-fast sicher.
Sind alle Y;, zentriert, so folgt
E(Xp41]| X1, ..., Xpn) = X, P-fast sicher.
Gilt E(Y;,) <0 (bzw. > 0) fiir alle n, so folgt entsprechend

E(Xpi1|X1,.... Xpn) <X, (> X,) P-fast sicher,

3



4 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALE

jeweils fiir alle n € N.

Nun folgt eine Standardanwendung der Idee der Martingale, die uns als motivierendes Bei-
spiel dienen wird:

Beispiel 1.1.1 (Gliickspielserie). Die unabhéngigen Zufallsgrofen Y7, Ys, ... seien nun +1-
wertig mit P(Y,, = 1) = p und somit E(Y,,) = 2p — 1. Wir interpretieren Y,, als den Ausgang des
n-ten Spiels: Erfolg oder kein Erfolg. Der Spieler verfolge die folgende Strategie. Vor Eintritt
in das Spiel wéhlt er eine Folge (ey)nen von Abbildungen e,: {—1,+1}" — [0,00). Fir die
(n 4+ 1)-te Spielrunde leistet er den Einsatz e, (Y1,...,Y,), der also von den Ausgéngen aller
vorangegangenen Spiele abhéngt. Die erste Runde wird ohne vorherigen Einsatz gespielt. Der
Gegenspieler leiste keine Einsétze. Mit X,, bezeichnen wir den Gesamtgewinn des Spielers nach
der n-ten Runde. Also gelten

Xi=Y und Xny1=Xn + en(Yl, ce 7Yn)Yn+1-
Dann errechnet man leicht:

E(Xn—i—l‘yly ce ,Yn) =X, + en(Yl, ce 7Yn)E(Yn+1’Y17 ce ,Yn)
=X, + en(Yl, ce ,Yn)E(Yn+1)
=X+ 2p—Dey(Y,...,Y,).

Im Fall p = 1/2 folgt
E(Xp+1|Y1,...,Yn) = X, [P-fast sicher.

Im Falle von Chancengleichheit zwischen dem Spieler und der Bank (p = 1/2) spielt der Spie-
ler also ein faires Spiel, denn der erwartete Gewinn im né&chsten Spiel gegeben den gesamten
bisherigen Spielverlauf ist so grof§ wie der aktuelle gewonnene Betrag. Analog gilt fiir p < 1/2
bzw. p > 1/2:

E(Xpi1|Y1,...,Y,) < X, (> X,) P-f.s.

Wir nehmen diese Beobachtungen zum Anlass fiir die folgenden Definitionen.

Definition 1.1.2 (Filtrierung, Martingal). (i) Eine Filtrierung von F ist eine aufstei-
gende Folge (Fy,)n von Teil-o-Algebren von F (d. h. Fp, C Fy, fir alle m < n). Fine Folge
von Zufallsvariablen (X)), auf (Q, F,P) heifst (F,)n-adaptiert (oder angepasst), wenn X,
fiir jedes n € N F,,-messbar ist.

(i1) Sei (Xp)n eine (Fp)n-adaptierte Folge von integrierbaren Zufallsgrifien. (X,), heifft
o (F,)n-Martingal, falls E(X,|F) = X, P-fast sicher fiir alle m,n € N mit m <n
gilt.
o (F,)n-Submartingal, falls E(X,|F,,) > X, P-fast sicher fir alle m,n € N mitm <n
qgilt.

o (Fn)n-Supermartingal, falls E(X,|Fn) < X, P-fast sicher fir alle m,n € N mit
m <n gilt.
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Bemerkung 1.1.3. (i) Die kanonische Filtrierung fiir eine gegebene Folge X = (X, )nen

(i)

(iii)

von Zufallsgrofen ist definiert als (FX),eny mit Fo = o(X7,...,X,). Offensichtlich ist
(X)nen adaptiert an (FX)pen.

Um nachzupriifen, dass (X,,), ein Martingal ist, reicht es natiirlich zu zeigen, dass P-fast
sicher gilt:
E(Xp+1|Fn) = Xa, n € N.

Dies folgt aus der P-fast sicheren Gleichheit
E(Xnto|Fn) = E(E(Xn+2|]:n+1)|-7:n) = E(Xn+1Fn) = Xn.
Entsprechendes gilt fiir Sub- bzw. Supermartingale.

Das Wort ,,Martingal“ hat mehrere Bedeutungen. Es steht fiir ,,Hilfsziigel beim Zaumzeug*
eines Reitpferdes, welches zu starke Kopfbewegungen des Pferdes verhindert, aber auch
fiir ein die Takelage bei Segelschiffen absicherndes Seil. Vor allem bedeutet es aber wohl
eine Spielstrategie beim Roulettespiel, im Provenzalischen genannt ,jouga a la martegalo®.
Diese Strategie besteht in der jeweiligen Verdoppelung des beim vorausgegangenen Spiel
verlorenen Einsatzes, ein Spezialfall des in den Vorbemerkungen betrachteten Beispiels,
welches wir in Beispiel 1.1.4(7) genauer betrachten.

&

Bei der Wahl der kanonischen Filtrierung (FX), nennen wir die Filtrierung nicht extra.

Wir sammeln Beispiele:

Beispiel 1.1.4. (1) Die eindimensionale symmetrische Irrfahrt auf Z mit Zeitachse Ny ist ein

(2)

Martingal.

Sei (X,), die symmetrische Irrfahrt auf N mit Start in 1 und Absorption in 0. Also
Pii+1 = Diji—1 = 1/2 fir i € Nund pgo = 1. Also gilt fiir n € Ny fast sicher

E(Xni1|FE) = E(Xprtl X1, Xn) = > jox,5 = X
J€No

also ist diese Irrfahrt ein Martingal.

In den Vorbemerkungen haben wir schon die Verallgemeinerung von (1) gesehen: Seien
&1,&2,... unabhéngige und identisch verteilte, integrierbare Zufallsgrofen mit E(&;) =
0. Wir setzen Xy := 0 und X,, := Z;‘L:1 & fir n € N, und Fy := {0,Q} und F, :=
o(&1,...,&,). Dann ist (X)), ein (F,),-Martingal. Mit anderen Worten: Jede Irrfahrt mit
zentrierten Schritten ist ein Martingal beziiglich seiner natiirlichen Filtrierung.

(Levys Martingal) Es sei (F,), eine beliebige Filtrierung und X € £(Q, F,P). Dann ist
die Folge der bedingten Erwartungswerte

X, = E(X|F,), neN,
ein Martingal, denn es gilt P-fast sicher
E(Xpt1|Fn) = E(E(X|Fnt1)|Fn) = E(X|F).

Wegen der Einfachheit und leichten Handhabbarkeit dieses Typs von Martingalen fragt
man sich vielleicht, ob jedes Martingal in dieser Weise dargestellt werden kann. Dies ist
leider falsch, wie wir noch sehen werden (aber in einigen Fillen richtig).
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(5) (exponentielles Martingal) Die &1, &, ... und die Filtrierung seien wie in (3) gewihlt. Es
sei E¢; # 0 zugelassen. Es existiere ein A\g > 0, so dass die Momenten erzeugende Funktion
M () := E(e*%) endlich sei fiir |A| < A\g. Sei Xo = 1 und

X, = eXp()\Zn:fj)M()\)n . meN.
j=1
Dann ist (X,), ein (F,),-Martingal, denn es gilt P-fast sicher
B(XutlF) = MO) ™ exp (VY &) B |7,)
j=1
= M) exp (A i & E(er)
j=1

= M(\) "exp <)\i£]> =X,.
j=1

(6) Durch Differentiation nach A in A = 0 lassen sich aus Beispiel (5) neue Martingale gewin-
nen. Wir erinnern uns, dass M'(0) = E[¢;] und M"(0) = E[f?] gelten. Einmalige Differen-
tiation liefert Beispiel (3), und zweimaliges Differenzieren liefert fiir S,, := Zyzl &

d2

el = 52 — 2n.S,, M'(0) + n(n + 1)M’'(0)2 — nM"(0).

Die rechte Seite ist ein (F,,),-Martingal (Ubungsaufgabe).

(7) (Martingal- Wettstrategie) Sei (X, ), die Folge +1-wertiger unabhéngiger Zufallsgrofien mit
P(X; = 1) = 1/2. Der Spieler setzt eine Einheit Einsatz zu Beginn und verdoppelt seinen
Einsatz so lange, bis zum ersten Mal 1 erscheint, um dann aufzuhoéren. M,, bezeichne den
Gewinn nach n Wiirfen mit My = 0. Im Fall eines Gewinns hort der Spieler auf, also
P(My+1 = 1|M,, = 1) = 1. Erscheint n Mal stets —1, betrigt der Verlust 1+2+4+---+
2n—1 = 27 _ 1 Einheiten. Dann wird der Einsatz auf 2" verdoppelt. Es gilt:

1
P(Mpi1 =1M, =—-(2" = 1)) =P(Xpy1 =1) = 3

und .
I[D(ZMn—I—l = _(2n+1 — DM, = —(2" - 1)) =P(Xnt1=-1) = 2’

also 1 .
E(Mpt1|M, = —(2" 1)) =1- 5+ (=2t 4 1) 5= —2" 41,

also ist (M), ein Martingal beziiglich (F,,), mit F,, := o(Mop, X1,...,Xy).

Wir sammeln ein paar einfache, aber niitzliche Eigenschaften von Martingalen:

Lemma 1.1.5. Sei (X)), ein (Fp)n-Martingal (bzw. Submartingal).
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(1) Ist (By)n eine weitere Filtrierung von F mit By, C F, fir alle n € N und ist (X,,)n an
(Bn)n adaptiert, so ist (Xp)n auch ein (By,)n-Martingal (bzw. Submartingal)

(ii) Es gilt E(X,,) = E(X,,) (bzw. E(X,,) > E(X,,)) fir alle m,n € N mit m < n.

(i1i) Ist ¢ eine konvexe Funktion mit E |p(X,)| < oo, n € N, und (X,,)n ein (F,)n-Martingal,
so ist (¢(Xn)), ein Submartingal beziiglich (Fp)n.

Beweis. (i) und (ii) folgen leicht aus Definition 1.1.2. Fiir den Beweis von (iii) verwende man
die Jensen’sche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen. O

1.2 Stoppzeiten und Optional Sampling

Martingale beschreiben im Sinne der einfithrenden Beispiele faire Spiele. Beispiel 1.1.4(7) be-
schreibt eine Strategie, mit der in einem fairen Spiel Gewinn gemacht werden kann: Sei 7 =
inf{n > 0: M,, = 1} die Wartezeit auf den ersten Gewinn, dann gilt stets M, = 1, wihrend
My = 0 ist. Also hat man zu der zufélligen Zeit 7 einen Gewinn erzielt. Unter gewissen Ein-
schrankungen an eine zuféllige Zeit 7 werden wir aber sehen, dass man in einem fairen Spiel
keinen Gewinn zum Zeitpunkt 7 machen kann. Dies wird der Inhalt des sogenannten Optional-
Stopping- Theorems werden. Diejenigen Zufallszeiten, die wir betrachten werden, werden fast alle
die folgende Abhéngigkeitsstruktur aufweisen:

Definition 1.2.1 (Stoppzeit). Sei (Fy,)n eine Filtrierung von F. Eine Abbildung 7: Q —
NU {+o0} heifst Stoppzeit beziiglich (Fy)n, falls {T < n} € F, fir allen € N gilt.

Wir schreiben im Folgenden N = N U {+o00}.

Bemerkung 1.2.2. (i) 7: Q — N ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {7 = n} € F,, fiir alle
n € N gilt. Denn
{r=n}={r<n}\{r<n-1} e F,,

falls 7 eine Stoppzeit ist. Auerdem ist {7 < n} = {J,,_,{r = m} € F, fiir jedes n € N,
falls alle {7 = n} in F,, liegen.

(ii) Ist 7 eine Stoppzeit, so gilt

{r =00} = (U{TSM‘)CGa(U fn).

neN neN

Beispiel 1.2.3. (i) Konstante Abbildungen 7:  — N sind Stoppzeiten.

(ii) (X, )nen sei eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren Raum (E, &),
und F,, = o(X1,...,X,) sei die kanonische Filtrierung. Sei A € £, dann ist die Erstein-
trittszeit in A,

TA:inf{nGN: X, GA}.
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eine Stoppzeit, wobei wir wie iiblich inf () = co setzen, denn

{ra<n}=|J{XmeAleF,, neN.

m=1

Fiir jede Stoppzeit T setzen wir

Fr o= {Aw(%fn) (Am{Tgn}efn fiir aueneN}.

Anschaulich enthilt dieses Mengensystem diejenigen Ereignisse, deren Eintreffen oder Nichtein-
treffen mit der Information, die die o-Algebra F,, bis zum Zeitpunkt n = 7 enthélt, entschieden
werden kann. Man zeigt leicht, dass F, eine o-Algebra ist und dass F, = F, ist, falls 7 = n die
konstante Stoppzeit ist. Weitere einfache Eigenschaften von Stoppzeiten werden nun gesammelt:

Lemma 1.2.4. Es seien 7 und o zwei Stoppzeiten.
(i) Das Minimum 7 Ao = min{7, o} und das Mazimum 7V o := max{7,c} sind Stoppzeiten.
(i1) Gilt o(w) < 7(w) fir alle w € Q, so gilt Fy C F-.

(iii) T ist Fr-messbar.

(iv) Fir jedes A € F, liegt das Ereignis AN {oc < 1} in F, N Fr. Insbesondere liegt {o < 7}
m Fe N Fr.

(v) Ist 7': Q — N eine F,-messbare Abbildung und gilt T/ > T, so ist ' eine Stoppzeit.

(vi) T+ o ist eine Stoppzeit.

Beweis.

(i) Fiir jedes n € N gelten {r Vo < n} ={r <n}n{oc <n}und {r Ao < n} ={r <
n}U{oc <n}.

(ii) Sei A € Fy. Mit {r <n} C {o <n} und AN{o <n} € F, folgt AN{r <n} = (An{o <
n}) N{r < n} € F, fiir jedes n € N.

(iii) Fir n,m € N gilt
{T<n}n{r<m}={r<nAm} e Form C Fn.
Dies gilt fiir alle m, also {7 <n} € F; fir alle n. Damit ist 7 F--messbar.

(iv) Wir zeigen: AN{o < 1} € F,p, fiir alle A € F,. Mit (i) und (ii) ist Foar C Fo N Fr. Fiir
n € N ist

An{oc<tin{onT<n}=An{oc<7}n{oc <n}

=An{c<n}n O{Ugm}ﬂ{TZm}Efn,

m=1

denn AN{o <n}eF,und {oc <m}nN{r>m}eF, CF, Also AN{oc <71} € Fopr.
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(v) Firn € Ngilt {7/ <n} = {7 <n}n{r <n} e F,, da {r' < n} nach Voraussetzung in
F ist.

(vi)
{r+o<nt= [J {r<kin{o<i}eF.

k,leN:
k+i<n

0

Wir mochten gerne die Martingaleigenschaft X,, = E[X,, | F,,] (fir n < m) auch an Stopp-
zeiten an Stelle von n und m haben. Als einen ersten Schritt ersetzen wir n durch eine Stoppzeit:

Lemma 1.2.5. Sei (X,)nen, €in Martingal, T € N und T eine Stoppzeit mit 7 < T fast sicher.
Dann gilt X, = E[X7 | F;] und insbesondere E[X ;] = E[X].

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass X, messbar beziiglich F, ist. Wir miissen also nur noch
zeigen, dass fiir jedes A € F; gilt: E[ X1 4] = E[X,14]. Wir vergessen nicht, dass {T =n}NA €
F, fiir jedes n € N gilt, und errechnen

T T T

E[X 14 = Y E[X Apr_pyla] = > E[E[X7 | Fallrepynal = Y EX7rIal(_yy] = E[X714).
n=0 n=0 n=0

0

Nun kénnen wir die Martingaleigenschaft auch fiir Stoppzeiten erhalten:

Satz 1.2.6 (Optional-Sampling-Theorem). Es seien X = (Xp)nen, ein Martingal und
o < 1 zwei Stoppzeiten.

(i) Falls es ein T € N gibt mit 7 < T fast sicher, dann ist X, = E[X; | F,], also insbesondere
E[X,] = E[X,].

(i) Falls X, > 0 fir jedes n € Ny und 7 < oo fast sicher, so gelten E[X ;] < E[X(], E[X,] <
E[Xo] und X, > E[X; | F,| fast sicher.

Beweis. (i) Wir benutzen Lemma 1.2.5, erinnern uns daran, dass F, C F, gilt (siehe Lem-
ma 1.2.4(ii)), und sehen mit Hilfe der Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung, dass
fast sicher gilt:

EX. | 7] =E[E[Xr | F7] | Fo| = E[X7 | Fo] = X,

(ii) Fiir jedes n € Ny ist 7 A n eine Stoppzeit, also liefert (i) (mit o = 0), dass E[Xan] =
E[Xp] gilt. Da lim, o X;rn = X, fast sicher gilt, liefert das Lemma von Fatou die Aussage
E[X;] = E[limy,— 00 Xran] < liminf,, o E[X rn] = E[Xo]. Analog gilt E[X,] < E[X]. Fiir den
Beweis der letzten Aussage wihlen wir n,m € Ny mit n < m, wenden (i) auf die Stoppzeiten
o An <7 Am an und erhalten X pr, = E[X;am | Fornl. Fir A € Fy ist AN{o < n} € Forn,
also ist

E[XU]IAO{U<TL}] = E[XU/\n]lAﬁ{U<n}] = E[XT/\m]lAﬁ{U<n}]'
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Das Lemma von Fatou liefert

E[X, Lanoeny] < liminf E[X, amlan(oeny] = E[XoLangocny]-

m—0o0

Nun folgt die Aussage durch den Grenziibergang mit Hilfe des Satzes von der monotonen Kon-
vergenz. ]

1.3 Das Optional-Stopping-Theorem

Im Folgenden wollen wir das Beispiel 1.1.1 formalisieren. Wir erinnern uns an die Interpretation
von X, als der Gewinn nach dem n-ten Gliicksspiel, Y,, der Ausgang des n-ten Spiels und
en(Y1,...,Y,) als der Einsatz im (n + 1)-ten Spiel. Im Folgenden wird Y;, nicht mehr explizit
auftauchen, sondern statt dieser Folge werden wir eine Filtrierung (F,,)nen, von F betrachten,
die der ‘Vorrat’ von Ereignissen ist, die bis zu einem Zeitpunkt n € N eintreten koénnen.

Definition 1.3.1 (Vorhersehbarkeit, Martingaltransformation). (i) Eine Folge V :=
(Vi )nen von Zufallsgrafien heifit vorhersehbar beziiglich (Fp)nen,, wenn Vy, fir jedes n € N
beztiglich F,,_1 messbar ist.

(ii) Sind V und X = (X,,)nen, zwei Folgen von Zufallsgrifien, so definieren wir eine Folge
VeX = (Y,)nen, durch Yo =0 und Yy, :=> 1 Vi(Xy — Xp—1) fiir alle n € N.

Wenn X ein Martingal ist, so heifst V ¢ X die Martingaltransformation von X unter V,
siehe Lemma 1.3.2(i).

Die Zuwéchse (Martingaldifferenzen) X — Xj_1 spielen in Beispiel 1.1.1 die Rolle der Spiel-
ausginge Yz, die Gewichtungen V die der Einsétze e _1, die ja von der bisherigen ‘Geschichte’
bis zum Zeitpunkt k — 1 abhéngen.

Lemma 1.3.2. (i) Sei X = (X,,)nen, €in Supermartingal und V = (V,)nen ein vorhersehba-
rer Prozess mit Vi, > 0 und ||V, ||oc < 00 fiir alle n € N. Dann ist VeX ein Supermartingal.
Ist X ein Martingal, so auch V e X.

(i) In (i) kann die Voraussetzung ||V, ||co < 00 ersetzt werden durch ||Vy,|l2 < oo, falls || X, |2 <
oo fiir alle n € Ny gilt.

Beweis. Sei Vo X = (Y},)nen,. Fiir n € N folgt unter den Voraussetzungen in (i) oder (ii) die
Integrierbarkeit von Y,,. Weiter gilt P-fast sicher

E(Yn|-7:n71) = Ynfl + VnE(Xn - Xn71|-7:n71) < Ynfl .

Die letzte Ungleichung ist eine Gleichung, falls X ein Martingal ist. O

Wir untersuchen nun den wichtigen Spezialfall von Martingaltransformationen mittels einer
Stoppzeit 7. Fiir n € Nsei V7 = lg,<y. Da{n <7} = {7 <n—1}° € Fyq,ist VT = (V] )nen
vorhersehbar. Fiir jede Folge (X, )nen, gilt

TAN

(V7o X)n = Mooy (Xp — Xpm1) = D (Xp — Xpm1) = Xopn — X0 (1.3.1)
k=1 k=1
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Wir definieren den zur Zeit T gestoppten Prozess X™ durch X” = (X, np)nen. Also ergibt eine
Anwendung von Lemma 1.3.2 den folgenden berithmten Satz.

Satz 1.3.3 (Optional-Stopping-Theorem). Es seien X ein Supermartingal und T eine
Stoppzeit. Dann ist X ein Supermartingal. Ist X ein Martingal, so auch X7.

Am Anfang von Abschnitt 1.2 warfen wir die Frage auf, ob man in einem fairen Spiel zu
einer Stoppzeit einen Gewinn machen kann, d.h. unter welchen Umstédnden E(X;) # E(Xj)
gelten kann. Aus dem Optional-Stopping-Theorem folgt immerhin, dass E(X,,) = E(Xp) fiir
alle n € Ny gilt, wenn X ein Martingal und 7 eine Stoppzeit ist. Aber daraus folgt im Allgemeinen
nicht E(X,) = E(Xy), siche etwa Beispiel 1.1.4(7) oder das folgende.

Beispiel 1.3.4. X = (X, )nen, sei die symmetrische Irrfahrt auf Ny mit Start in 1 und Absorb-
tion in 0. Nach Beispiel 1.1.4(2) ist X ein (FX),en,-Martingal. Sei 7 = inf{n € Ng: X,, = 0} die
Riickkehrzeit zum Ursprung, dann ist 7 eine Stoppzeit beziiglich (FX)nen,. Wegen der Rekur-
renz der eindimensionalen Irrfahrt gilt P(7 < co) = 1. Es gilt E(X() = 1, also E(Xp,) = 1 fiir
alle n € Ny mittels Satz 1.3.3, aber offensichtlich ist E(X,) = 0. <&

Nun folgen hinreichende Kriterien fiir E(X,) = E(Xj).

Satz 1.3.5. Es seien 7 eine Stoppzeit und (X, )nen, €in Supermartingal (bzw. ein Martingal),
die eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) T ist beschrinkt,

(i) T ist P-fast sicher endlich und (Xp)nen, ist beschrankt.
(111) E(1) < 0o und sup,ey || Xn — Xn—1l|co < 00.
Dann ist X integrierbar und es gilt

E(Xr) <E(Xo)  (bzw. E(X7) = E(Xo)).

Beweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(X;r,) < E(Xo) (bzw. E(Xpn) = E(Xp)) fiir jedes n € N. Ist (i)
erfiillt, so ist 7 An = 7 fiir ein gentigend grofies n € N. Unter (ii) gilt lim,, oo E(X7nn) = E(X)
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Ist (iii) erfiillt, so existiert ein K > 0 mit
P(|X,, — Xn—1] < K) =1 fiir alle n € N. Also | X an, — Xo| < K7 fast sicher. Wegen E(7) < o0
folgt lim,, oo E(X;an) = E(X;) ebenfalls nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. [

Korollar 1.3.6. Seien (Xp)nen, €in positives Supermartingal und T eine endliche Stoppzeit.
Dann gilt E(X;) < E(Xj).

Beweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(X 1) < E(X() und mittels des Lemmas von Fatou folgt

E(X,) = E( lim XT,\n) < lim E(Xopn) < E(Xo). 0

n—oo n—oo
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1.4 Konvergenz von Martingalen

Es ist einer der groflen Vorziige von Martingalen, dass ihre Konvergenz unter sehr schwachen Vor-
aussetzungen bewiesen werden kann. Den fundamentalen Satz zu diesem Thema, den Doob’schen
Konvergenzsatz, stellen wir nun vor. Als Vorbereitung zum Beweis diskutieren wir zunéchst, wie
oft ein Martingal ein gegebenes Intervall aufsteigend iibersteigt.

Seien o = (ap)nen, eine Folge reeller Zahlen und a,b € R mit a < b. Fiir n € Ny ist
die Anzahl der aufsteigenden Uberschreitungen des Intervalls [a,b] durch die Folge o bis zum
Zeitpunkt n definiert durch

Upla,b)(e) ;== sup{k € N|es gibt 0 < s1 <t1 <sp<tg < <sp, <t <nm
mit ag;, < a <b< ay fﬁralleie{l,...,k}},

wobei sup () := 0 gesetzt wird.
Natiirlich ist Uy[a, b](a) < n, und U,[a, b](a) ist monoton steigend in n. Wir setzen

Usola, b](a) := 5;11%) Unla,b](a) € N.

Die Konvergenz einer Folge a kann man mit Hilfe von Ux|a, b](«) entscheiden:

Lemma 1.4.1. Eine Folge a = (au)nen, konvergiert genau dann in R, wenn Us[a, b](a) < oo
fiir alle a,b € Q mit a < b gilt.

Beweis. Wir argumentieren indirekt. Die Folge o konvergiert genau dann nicht, wenn gilt:
liminf, o ay < limsup,,_,., an. Dies ist genau dann der Fall, wenn es rationale Zahlen a < b
gibt mit liminf, .o, < a < b < limsup,,_,, o,. Die letzteren Ungleichungen sind aber
dquivalent zu Us[a, b](a) = oo. O

Also benétigen wir effektive obere Abschétzungen fiir Uy, [a, b](X), wenn X ein Martingal ist.
Eine solche lautet wie folgt. Wir setzen wie iiblich 7 := max{0, —z} fiir alle z € R.

Satz 1.4.2 (Aufkreuzungsungleichung). FEs sei X = (X, )nen, e€in Supermartingal und
a < b. Dann gilt fir jedes n € Ny:

E(Un[a, b)(X)) < E((X,—a)7).

b—a

Bevor wir den Beweis geben, ziechen wir Konsequenzen.

Satz 1.4.3 (Doob’scher Konvergenzsatz). Sei X = (X, )nen, ein L1-beschrinktes Super-
martingal (d. h. sup, ey, E|Xy| < 00). Dann ewistiert X, := limy, oo X, P-fast sicher und ist
integrierbar.

Beweis. Seien a < b zwei reelle Zahlen. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

(b— a)E(Uss|a,b](X)) = (b—a) lim E(Uy[a,b)(X)).

n—0o0
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Die rechte Seite kann mit Hilfe von Satz 1.4.2 nach oben durch

sup E((X, —a)”) < |a| + sup E|X,| < oo
neNg neNg

abgeschéitzt werden. Also ist P(Us[a, b](X) < 00) = 1, also

IP’( M {Usola, b(X) < oo}) =1.

a,beQ

a<b
Somit existiert nach Lemma 1.4.1 X = lim,_ o X, in R fast sicher. Nach dem Lemma von
Fatou ist

E|X| <liminf E|X,| < sup E|X,| < . O
n—0oo n€Ng

Korollar 1.4.4. Jedes nicht-negative Supermartingal (X, )nen, konvergiert fast sicher gegen
eine integrierbare Zufallsgrifie.

Beweis. Aus X,, > 0 folgt E|X,,| = E(X,,) < E(Xy), also sup,,cy, E|X,| < co. O

Bemerkung 1.4.5. Die Bedingung sup,,cy, E|X,| < oo reicht im Allgemeinen nicht fiir £1-
Konvergenz aus. Siehe dazu Beispiel 1.3.4: Dort gilt E[X,,] = 1 fiir alle n € N, X,, — 0 fast
sicher (siehe Korollar 1.4.4), aber die Erwartungswerte konvergieren nicht gegen Null, also liegt
keine £!'-Konvergenz vor. &

Beweis von Satz 1.4.2. Wir konstruieren eine Martingaltransformation Y = (Y},)nen, von
X. Mit Hilfe der nachfolgenden Regeln nutzt dabei Y alle aufsteigenden Uberschreitungen des
Supermartingals X, um méglichst weit nach oben zu gelangen:

(i) Starte mit Yp(w) = 0. Ist Xo(w) > a, benutze Regel (ii), andernfalls Regel (iii).

(ii) Warte so lange, das heifit, setze Y,,(w) = Y,,—1(w), bis X, (w) < a ist. Benutze dann fir
den néchsten Schritt Regel (iii).

(iii) Nutze die Zuwéchse, das heifit, setze Y, (w) = V-1 (w) + X (w) — Xp—1(w), bis X, (w) > b.
Benutze dann fiir den néchsten Schritt Regel (ii).

x ;(Xn—a)_

Pfad Ny 2 n — X,,(w) eines Supermartingals.
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®

Der zugehorige Pfad Ny 5 n +— Y, (w) der Martingaltransformation.

Da der Prozess Y jedes Mal mindestens die Hohe (b— a) gewinnt, wenn X das Intervall [a, b]
aufsteigend iiberschreitet, und Y seit der letzten Uberschreitung héchstens die Hohe (X, — a)~
verloren haben kann, gilt fiir jedes n € Ny

Y, > (b— a)Una, b)(X) — (Xp —a)" . (1.4.1)

Y ist eine Martingaltransformation von X: Der Prozess V = (V),),en mit

V. = H{X0<a} firn=1,
Ly, =1, 1<o}y T Ly 1=0,x, 1<ap flirn =2,

ist vorhersehbar, und es gilt

n

Y. :ka(Xk_Xk71)7 n € Ny.
k=1

Insbesondere ist Y ein Supermartingal nach Lemma 1.3.2(i). Mithin gilt E(Y,,) < E(Yy) = 0 fiir
jedes n € Ny, und dies liefert mit (1.4.1) die behauptete Ungleichung. O

Beispiel 1.4.6 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen R,, rote und S,, schwarze Kugeln
zum Zeitpunkt n € Ny. Im Zeitintervall (n,n + 1) wird die Urne gut gemischt, eine Kugel
zufillig gezogen und zusammen mit einer zuséitzlichen Kugel der gleichen Farbe zuriickgelegt.
Zum Zeitpunkt 0 sei Rg = Sp = 1. Dann ist ((Ry, Sn))nen, eine Markovkette mit Zustandsraum
N? und Ubergangswahrscheinlichkeiten p((r, s), (r +1,s)) =r/(r +s) und p((r,s), (r,s + 1)) =
s/(r + s) fiir (r,s) € N2. Man beachte, dass fiir jedes n € Ny gilt: R, + S,, = n + 2. Wir setzen
fn == O'((Rl, Sl), ey (Rn, Sn)) und

X, = , n € Ng.
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Dann ist (X, )nen, ein (Fn)nen,-Martingal, denn fiir jedes n € Ny gilt:

R, R, Ru+1 (m+2—-R,) R, R,
E(Xn+1\]-"n):E(n H‘(Rn, )) 44 )

n4+2n+3 n-+2 n+3:n+2:
Es gilt X, > 0, also existiert X, := lim,,_.,, X, fast sicher nach Korollar 1.4.4.

Etwas Kombinatorik fithrt zu P(R,, = j) = 1/(n + 1) fiir jedes j € {1,...,n + 1}. Ist
f:1]0,1] — R stetig, so gilt

n-

1 n+1

Ef(Xn) = n+1j;f(ni2>’

was fiir n — oo gegen fol f(x) dx konvergiert.

Andererseits folgt aus X,, — X, und dem Satz von Lebesgue von der majorisierten Kon-
vergenz

Also ist Ef (Xw) = fol f(x)dz. Dies gilt fiir jede stetige Funktion, und somit ist die Verteilung
von X das Lebesgue-Maf} auf [0, 1]. <&

1.5 L?-Konvergenz

Wir diskutieren nun die £2-Konvergenz von Martingalen. Wir werden sehen, dass £2-Beschrinkt-
heit ausreicht, um £2-Konvergenz zu erhalten. Dies ist also eine stérkere Eigenschaft als bei der
L'-Beschrinktheit, die ja nicht fiir die £'-Konvergenz hinreicht, siche Beispiel 1.3.4.

Definition 1.5.1. Ein Martingal (X, )nen, heifft £2-Martingal, wenn fiir jedes n € Ny die
Zufallsgrifie X, quadratisch integrierbar ist.

Satz 1.5.2. Sei X = (X,)nen, ein L£2-Martingal. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) SuanNo E(X?L) < 00,
(i1) 32p1 E((Xk — Xi-1)?) < o0,

(i1i) (Xp)nen, konvergiert P-fast sicher und in £2.

Beweis. Quadratisch integrierbare Martingale haben unkorrelierte Zuwéchse: Fiir alle m,n € Ny

mit m < n gilt
n

E((Xn— Xm)?) = Y E((Xk—X51)%). (1.5.1)
k=m+1

Wir zeigen (1.5.1) via Induktion nach n: Fiir n =m + 1 ist (1.5.1) klar und fiir n > m + 2 gilt

E((Xn — Xn)?) = E((Xn — Xp1)?) + E((Xn-1 — Xi)?)
+ QE((Xn - anl)(anl - Xm)) .

Fiir den dritten Summanden liefert das Einschieben eines bedingten Erwartungswertes:
E((Xn = Xn1)(Xn1 = X)) = E(B((Xn = Xp1)(Xo-1 = X)|Fa1) )
- E((Xn—l - Xm)E(Xn - Xn—l‘fn—l)) =0.
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Mit der Induktionsvoraussetzung fiir n — 1 folgt (1.5.1) fiir n.
Fiir jedes n € Ny folgt aus E(X,, Xo) = E(E(X,|F0)Xo) = E(X3) und (1.5.1):

n
E(X2) — E(X2) = E((X, — X0)?) = ZE((Xk — Xy-1)?),
k=1
also die Aquivalenz von (i) und (ii). (i) folgt aus der £2-Konvergenz in (iii).
Wir zeigen noch, dass (iii) aus (i) und (ii) folgt: Aus (i) folgt sup,,cy, E|X,| < co und somit
mit Satz 1.4.3, dass X := lim,,_, X, P-fast sicher existiert. Aus dem Lemma von Fatou und

(1.5.1) folgt

[e o]

E((Xeo — Xm)?) < linrriing((Xn — Xm)?) = Z E((Xk — Xk-1)?),
k=m+1
was nach (ii) fiir m — oo gegen Null konvergiert. O

1.6 L'-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit

Wir diskutieren nun, unter welchen Zusatzbedingungen neben der £!'-Beschriinktheit ein Mar-
tingal in £! konvergiert. Diese Untersuchung werden wir mit dem folgenden wichtigen Begriff
kombinieren.

Definition 1.6.1. Eine Teilmenge T von L' = L1(Q, F,P) heifit gleichgradig integrierbar, falls

Jim sup B(IX[1gjx(2m) =0

In der Literatur wird oft die Notation E(X; A) = E(X 1 4) fiir eine integrierbare Zufallsgroie
X und ein Ereignis A benutzt, aber wir benutzen sie im Folgenden nicht.

Lemma 1.6.2. Es sei X € L'. Dann gilt

liﬁ)lsup{E(|X|IlA)|A eF,P(A)<e}=0.
£

Beweis. Angenommen, es existiert eine Folge (A, )nen in F mit P(A4,,) < 27" fiir alle n € N und
limsup,,_,o, E(|X|14,) > 0. Fiir jedes n € N sei B,, := (J;—,, Ak. Dann gilt B,, | A fiir n — oo
mit einem A € F, das das Ma§ P(A) = lim,, 0o P(By) < limy—eo Y e, 27% = 0 hat. Mit dem
Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

limsup E(|X|14,) < lim E(|X|1p,) =0.

n—oo

Dies ist ein Widerspruch. U

Lemma 1.6.3. Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend fir die gleichgradige Integrier-
barkeit einer Familie T C L':

(1) Es existiert p € (1,00) mit supxer || X||p, < oo .
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(ii) Es eristiert eine Zufallsgrofe Y € LY mit | X| <Y fast sicher fiir alle X € T.

(iii) Es existiert Y € L' und eine Familie ® von Teil-o-Algebren von F mit

I = {E(Y[G): G € &}.

Beweis. (i): Fir allen € Nund X € T gilt

X!
T ﬂ{\xm}) =

E(X[1x1np) < E(IX] =

nbP— np

und dies konvergiert gegen Null fiir n — oo.
(ii): Fiir alle X € I" und n € N gilt

E(‘X’ﬂ{\XEn}) < E(YH{YZn}) )

und dies konvergiert nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gegen Null fiir n — oc.
(111): Firn € Nund G € ® sei

4,(G) = {[E(Y|9)| = n}.

Es gilt [E(Y|G)| < E(]Y]||G). Somit liefert die Markov’sche Ungleichung
1 1 1
P(4,(9)) < “E(E(Y[9))) < “E(E(Y]|6)) = LE(Y).
Also gilt lim, o0 supgeq P(A,(G)) = 0. Nun ist A,(G) € G, also gilt
E(E(YI9)4,() < EE(Y]19)14,) =E(Y]14,(g) -

Somit liefert Lemma 1.6.2 die gleichgradige Integrierbarkeit von I'. O

Der wichtigste Zusammenhang zwischen gleichgradiger Integrierbarkeit und £!'-Konvergenz
ist der folgende.

Satz 1.6.4. Es seien (X, )nen eine Folge in L' und X € L. Die Folge (X, )nen konvergiert
genau dann in L' gegen X, wenn (X, )nen in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert und (X, )n
gleichgradig integrierbar ist.

Beweis. ‘=": (X,,), konvergiere in £! gegen X. Dann konvergiert (X,), insbesondere in
Wahrscheinlichkeit gegen X. Fiir k,n € N ist

1 Xall

P(Xal 2 B) < 1

Konvergiert (X5,),, im ersten Mittel, so ist sup,,ey | Xn |1 < co. Damit folgt

lim supP(|X,,| > k) =0. (1.6.1)

k—00 peN

Ist N € N, so gilt

sup E(| X |1 x,>k}) < sup E(| X[ x,>k)) + sup | X, — X1 + sup E(| X |1y x,|>5}) -
neN n<N n>N n>N
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Mit (1.6.1) und Lemma 1.6.2 konvergiert der dritte Summand fiir & — oo gegen Null. Jede
endliche Familie von integrierbaren Zufallsgréfien ist natiirlich gleichgradig integrierbar, also
konvergiert der erste Summand fiir £ — oo gegen Null. Da IV beliebig war, folgt die gleichgradige
Integrierbarkeit von (X, ).

‘«=": Sei nun (X,), gleichgradig integrierbar und konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen
X. Fir k € Nund z € R sei
or(x) == (=k)V (x Nk).
Fiir e > 0 und k,n € N gilt dann
lor(Xn) = wu(X)|1 < € + 2kP(| X — X| > ).
Die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit liefert
n—oo
da € > 0 beliebig war. Nun ist
1 Xn = Xy < [[Xn = r(Xn)llt + [ler(Xn) = @r(X) 1 + llor(X) = X[l
< 2E(|Xn gy x,,1>k1) + lx(Xn) — ok (X[l + 2E(X g x>k}) »

also

n—oo

limsup ||Xn — X||1 <2 SUEE(|Xn|Il{|Xn\2k}) + 2E(|X‘]l{‘x|2k}) .
ne

Da k beliebig ist, folgt aus der gleichgradigen Integrierbarkeit, dass || X,, — X||; fiir n — oo gegen
Null konvergiert. O

Nun zur £'-Konvergenz von Martingalen:

Satz 1.6.5. Es sei X = (X, )nen €in (Fp)n-Martingal. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) Das Martingal (Xy,), ist gleichgradig integrierbar.
(ii) Das Martingal (X,,), konvergiert P-fast sicher und in L.
(iii) Es existiert ein Y € LY mit X,, = E(Y|F,,) P-fast sicher fiir alle n € N.

Erfillt (X,), eine dieser Bedingungen, so kann fiir Y in (iii) insbesondere der P-fast sichere
und L'-Limes des Martingals (X,,), gewdhlt werden.

Beweis. (iii) = (i) folgt aus Lemma 1.6.3(iii).

(i) = (ii) folgt aus Satz 1.6.4, wenn wir zeigen, dass (X,,), P-fast sicher und somit auch in
Wahrscheinlichkeit konvergiert: Es existiert ein k& € N mit E(| X, |1 x,|>}) < 1 fiir alle n € N.
Also

sug HXnH1 S Sug(E(’Xn’]lﬂXﬂgk}) + E(’Xn’]l{\ank})) S k + 1< o0.
ne ne

Nun liefert Satz 1.4.3 die P-fast sichere Konvergenz von (X,,),.
(ii) = (iii): Seien X der £!-Limes der Folge (X,,), und n € N. Dann gilt fiir jedes m > n
E(1X5 — E(Xoo| F)l) = E(E(Xm — Xoo)|Fn)l) < E(E(|Xm — Xoo| [ Fn)) = [|Xm — Xoo|l1 -

Fiir m — oo folgt X, = E(X|Fy) P-fast sicher. Hiermit ist auch die weitere Aussage bewiesen.
O
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Korollar 1.6.6. Fiir Y € L' ist (E(Y|F,)), ein (Fn)n-Martingal, das fast sicher und in L'
gegen E(Y|Foo) konvergiert.

Beweis. Fiir n € N sei X,, := E(Y|F,). Dann ist (X,), ein Martingal. Nach Satz 1.6.5 kon-
vergiert dieses Martingal P-fast sicher und in £! gegen eine Zufallsgrofe X, die Fao-messbar
ist. Zu zeigen ist also nun noch: X, = E(Y|Fy). Da X messbar ist beziiglich F,, miissen
wir nur noch zeigen, dass E(Xo14) = E(Y1,4) fiir alle A € F gilt. Mit Satz 1.6.5 folgt dies
fir alle A € F,. Da |J,cyFn ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von Fu ist, folgt
E(Xooly) =E(Y1y,) fur alle A € Fy. O

1.7 Doob’sche Ungleichung

Eine weitere angenehme FEigenschaft von Martingalen ist, dass eine gute Kontrolle iiber das
Maximum, das sie iiber ein gegebenes Zeitintervall annehmen, maoglich ist. Sei also (X, )nen ein
Submartingal, und wir betrachten die Maxima

X =max{Xy,...,Xp} sowie | X} = max{|X1],..., | Xn|}, n € N.

Die folgende Aussage ist schon der Kern der Kontrolle iiber X} .

Lemma 1.7.1. Sei (X,)nen ein Submartingal, dann gilt fir jedes X € (0,00)

AP(X, > A) S E[X,lixs>ay] < E[[Xn[lx:>a]-

Beweis. Die zweite Ungleichung ist trivial. Fiir den Beweis der ersten betrachten wir
7 =1inf{k € N: X, > A} An.

Dann ist 7 eine Stoppzeit mit 7 < n. Wir machen uns zunéchst klar, dass wir die Ungleichung
E[X,] > E[X,] haben: Fiir den Fall, dass (X,), ein Martingal ist, zeigen wir nun sogar, dass
X, = E[X, | F;] gilt. Da X, messbar beziiglich F; ist, muss man nur noch zeigen, dass fiir jedes
A € F; gilt: E[X;14] = E[X,,14]. Man beachtet, dass AN{r =t} € F; fiir jedes t € N gilt, und
erhélt

E[X:14] = ZE[Xt]lAﬂ{T:t}] = ZE[E[Xn | Ft]]lAﬂ{T:t}]

t<n t<n
= EEXalangr—y | Al =D EXnlangr—y) = E[X,14].
t<n t<n

Dies zeigt, dass E[X,14] = E[X,,14], falls (X,,), ein Martingal ist. Der Beweis fiir E[X 14] <
E[X,,14] fiir ein Submartingal (X,,),, wird hier weggelassen.

Auf dem Ereignis { X" < A} gilt 7 = n, und auf dem Gegenereignis gilt 7 = inf{k € N: X >
A}, also insbesondere X; > A. Also haben wir

E[X,] > E[X,] = E[X, Ijx: 2] + EIX, Dixson] 2 ABCXS > M) + E[X, L oy

Nun folgt die erste Ungleichung durch Subtraktion von E[X,, T¢x«x}]- O

Nun folgt eine Variante bei hoherer Integrierbarkeit.
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Satz 1.7.2 (Doob’sche LP-Ungleichung). Sei (X, )nen ein Martingal oder ein positives
Submartingal, dann gelten:

(i) Fir jedes p > 1 und jedes A € (0,00) gilt \PP(|X,,|* > \) < E[|X,,[P].

(ii) Fir jedes p > 1 gilt E[| X, [P] < E[(|X[)P] < (I%)pIEHXnP].

Beweis. (7). Nach Lemma 1.1.5(iii) ist (|X,|?)nen ein Submartingal, also folgt (i) aus Lem-
ma 1.7.1.

(ii). Wir brauchen nur die zweite Ungleichung zu beweisen. Wir halten zunéchst fest, dass
wir aus Lemma 1.1.5(iii), zusamen mit Lemma 1.7.1, auch haben, dass gilt:

AP(IX];, = A) < B[ X[l x):>x]-

Um sicher zu sein, dass die folgend auftretenden Terme endlich sind, schneiden wir bei einem
grofilen K € (0,00) ab und errechnen:

|X |5 AK K
BIXG A K =E[ [ pv ] =B [ o0 gz 4
K K
= [TV ROXE 2 NS [N B L A
0 0
(XEAK » o1
—pB[1Xal [ ] = Lom[ (Xl A k).
0 p—
Die Holder’sche Ungleichung liefert nun
BI(XF AK)) < R [(1X] A K] PEXG ).
Nun erheben wir beide Seiten zur Potenz p und teilen dann durch E[(| X | A K)P]P~!. Dies ergibt
P \P
* Pl < (2 Py,
E(XT; A K] < (55 ) BlIXP

Nun folgt die Aussage durch den Grenziibergang K — oo. O

Sei nun (X, )nen ein LP-beschranktes Martingal, d.h. es gelte sup, ey E[|X,|P] < oco. Im
Allgemeinen folgt aus der L£P-Beschrianktheit noch nicht die gleichgradige Integrierbarkeit von
(|Xn|P)nen. Falls aber (X, )nen ein Martingal ist und p > 1, so folgt dies aus der Doob’schen Un-
gleichung. Insbesondere folgt dann aus fast sicherer Konvergenz auch schon die LP-Konvergenz:

Korollar 1.7.3 (LP-Konvergenzsatz fiir Martingale). Sei p > 1 und (X,)nen ein LP-
beschrinktes Martingal. Dann existiert eine Zufallsgrofie Xoo € LP, so dass lim, .. X, = X
fast sicher und in LP. Insbesondere ist (| X, |P)nen gleichgradig integrierbar.

Beweis. Nach Lemma 1.6.3(i) ist (X, )nen gleichgradig integrierbar. Nach Satz 1.6.5 konvergiert
X, fast sicher und in £'. Aus der £P-Beschrinktheit und der Doob’schen Ungleichung folgt,
dass supyey | X |? einen endlichen Erwartungswert besitzt. Nach Lemma 1.6.3(ii) ist daher auch
(| Xn|P)nen gleichgradig integrierbar. Mit Hilfe des majorisierten Konvergenzsatzes erhélt man,
dass X, € LP und dass die Konvergenz von X,, gegen X, auch in LP vorliegt. O



Kapitel 2

Anwendungen von Martingalen

Wir wollen in diesem Kapitel Anwendungen der Martingaltheorie behandeln. Wir betrachten
Produktmartingale, den Satz von Kakutani und Anwendungen in der asymptotischen Statistik; wir
beweisen den Satz von Radon-Nikodym mittels Martingaltheorie; wir diskutieren Kolmogorovs
Kriterium zu starken Gesetzen der grofien Zahlen, untersuchen verrauschte Beobachtungen (ein
einfaches Modell der sogenannten Filtertheorie) und betrachten einfache Verzweigungsprozesse.

2.1 Der Satz von Kakutani

Der Satz von Kakutani macht Aussagen iiber die Existenz und Positivitéit von Dichten zwischen
zwel unendlichen Produktmaflen, wenn ihre Projektionen jeweils Dichten besitzen.

Wir beginnen mit Betrachtungen von Martingalen, die als Partialproduktfolge von un-
abhéngig und identisch verteilten Zufallsgréoflen definiert sind, und diskutieren die Existenz und
Positivitdt ihres Grenzwertes. Es sei (£,), eine Folge von unabhéngigen nicht-negativen Zufalls-
grofen mit E(§,) = 1. Fiir n € N seien ferner F,, = o(&1,...,&,) und M, =[], &. Die Folge
(M,,),, ist ein Martingal, denn P-fast sicher gilt

E(Mp1|Fn) = E(Mypéni1|Fn) = MpE(Eni1|Fn) = MpE(Epy1) = M, . (2.1.1)

Korollar 1.4.4 besagt, dass (M,,), P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufallsgrofie M
konvergiert. Das Lemma von Fatou liefert E(My,) < liminf, .o E(M,) = 1. Nach Satz 1.6.5
konvergiert (M,), genau dann in £ gegen My, wenn (M,,), gleichgradig integrierbar ist. (In
diesem Fall ist dann E(M,) = 1.) Von groler Wichtigkeit fiir das Folgende ist zu wissen, unter
welchen Umsténden dies vorliegt und unter welchen Umstédnden der Grenzwert fast sicher positiv
ist:

Lemma 2.1.1. (i) Das Martingal (M,,),, ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn

[[EWS) >o0.

neN
(ii) Ist (M,)n nicht gleichgradig integrierbar, so gilt My, = 0 P-fast sicher.

(iii) Ist (My,), gleichgradig integrierbar und &, > 0 P-fast sicher fir alle n € N, so gilt auch
Moo > 0 P-fast sicher.

21
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Beweis. Fiir n € N seien a, = E(V&,) und b, = [], a;. Mittels der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt a,, < 1, also ist (by)nen fallend und konvergiert daher gegen ein by, > 0.
Wegen P(§, = 0) # 1 ist a,, > 0, also auch b,, > 0.

Fiir n € N sei N, = [[I» Y& Dann ist (Np)n ein (Fp)n-Martingal (dies sieht man wie in

i=1 "a;

(2.1. 1)) Es konvergiert nach Korollar 1.4.4 also P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufalls-
grofe Noo. Ist boo = []52, a; > 0, so folgt

n

E) 171
K = supE(N?) = sup H (g H—:—<oo,

2
neN neN; a; i=1 a;

und nach Satz 1.5.2 konvergiert (N,), gegen Ny in £2. Es gilt M,, = b2N? fiir jedes n € N,
also My, = b2 N2, P-fast sicher. Weiter liefert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

IMn, — M|t = [[(bpNn + boo Noo ) (0n N — boo Noo) |1
(1180 Vallz + llboe Nooll2 ) (11bn N = b Noc 2 + 18 Now = b Noc 2

IN

IN

IN

2VE (ball N = Nocll2 + [b = bsc] [Nl 2) -

Also konvergiert (M,,), gegen My, im ersten Mittel. Nach Satz 1.6.5 ist (My,), gleichgradig
integrierbar.

Ist boo = [172;ai = 0, so folgt aus der P-fast sicheren Konvergenz von (Ny), gegen Noo,
dass (M,,), P-fast sicher gegen Null konvergiert. Also gilt M, = 0 P-fast sicher und (M),
konvergiert nicht im ersten Mittel, kann also nach Satz 1.6.5 nicht gleichgradig integrierbar sein.
Somit sind (i) und (ii) bewiesen.

Nun kommen wir zum Beweis von (iii): Wir wissen schon, dass (M,,), P-fast sicher und in
L gegen M, konvergiert. Also ist E(My) = 1 und P(M = 0) # 1. Sei B, := {[[2,, & = 0}
Wegen H?;ll & > 0 P-fast sicher gilt P{ M = 0}AB,,) = 0. Ferner gilt

]P’({MOO - O}A( ﬂNBn)) < %P({Mm - O}ABn) —0.

ne ne

Da (By,,), eine absteigende Folge ist, gilt

ﬂ B, = limsup B,, € ﬂ o(&,5 > k).
n—oo

neN keN

Nach Kolmogorovs 0-1-Gesetz ist P([),,cy Bn) € {0,1}. Wegen P(M,, = 0) # 1 folgt somit
P(Mso = 0) = 0. O

Nun kommen wir zum Satz von Kakutani. Wir betrachten nun die folgende Situation: Es
seien (E, &) ein messbarer Raum und (), und (vy,), zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf (F, ). Fiir jedes n € N besitze v, eine Dichte f,, beziiglich y,, und umgekehrt p,, eine Dichte
beziiglich v,,. Also kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass f,,(z) > 0 fiir alle z € E gilt.
Auf (Q, F) := (EN,EN) seien P := ®@penpin und Q := @penvy die zugehdrigen ProduktmalBe.

Hat P eine Dichte beziiglich () und umgekehrt @ eine Dichte beziiglich P? Kakutanis Satz
gibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.
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Fiir n € N seien 7, : Q@ — E die Projektion auf den n-ten Faktor und F,, = o(my,..., 7).
Dann ist (F,), eine Filtrierung von F. Sei §,, = f,om,. Unter P ist (§,), eine Folge unabh#ngiger
Zufallsgrofen mit E(&,) = 1 fiir alle n € N. Sei ay, := E(V&,) = [ Vfn diin.

Satz 2.1.2 (Kakutani). (i) Ist [[02, an > 0, so sind P und Q dquivalent, d.h. es existiert
eine Dichte von P bzgl. @ und eine Dichte von @ bzgl. P. Es gilt
dQ - dP

— =My = nh_)rgOHfz und @ = MO_O1 P-fast sicher.

(ii) IstT],2 | an = 0, so ist Q nicht absolutstetig beziiglich P. Fiir die Menge A := {lim,_.c M,, =
0} € F gilt sogar P(A) =1 und Q(A) = 0.

Beweis. (i). Fiir jedes n € N seien M,, := [[?"; & und P, = P|£, und @, = Q|#,. Dann sind
P,, und @Q,, zueinander dquivalent mit C(li%: = M, P-fast sicher. Nach Lemma 2.1.1 und Satz 1.6.5
konvergiert (M), P-fast sicher und in £!(P) gegen M.,. Weiter gilt M,, = E(My|F,) P-fast

sicher fiir jedes n € N. Also gilt fiir A € F,

Q(A):Qn(A):/AMndIPn:/AMndIP:/AMOOdIP.

Dies gilt fiir alle A € U,y Fn, und U,,cn Fn ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem
von F. Also gilt die Gleichheit fiir alle A € F. Damit ist % = M, P-fast sicher. Wegen M., > 0
P-fast sicher (siche Lemma 2.1.1(iii)) ist 95 = ML

dQ —
(7i). Aus Lemma 2.1.1 wissen wir, dass (My,), P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wir
vV My

zeigen nun, dass (M), Q-fast sicher gegen unendlich konvergiert. Da (N,), mit N, := 0
i=1"

ein P-Martingal ist und a; < 1 fiir alle ¢ € N gilt, ist (/M ), ein P-Supermartingal, denn es gilt
P-fast sicher

E(v/MalFa1) = (T] o) BNl Fa1) = an/ Moy < /Mo,
i=1
Fiir B € F, gilt

1 1 1
dQ@ = Mnd]P’:/ \/MndPZ/ \/ M, 1d]P’:/ dQ.
/B VM, B VM, B B - B VMni1

(M,, und M, 11 sind iiberall strikt positiv gewéhlt). Also ist (Mn_lﬂ)n ein positives Q-Super-
martingal und konvergiert gem#f Korollar 1.4.4 Q-fast sicher in R. Wegen Jo My 1/2 dQ =
Jo VM, dP =T} a; | 0 fiir n — oo folgt lim,, o0 1/v/M,, = 0 Q-fast sicher, also lim,, .o M, =
oo @Q-fast sicher. Somit ist A = {w € Q: lim, oo M,(w) = 0} eine @Q-Nullmenge mit P(A) =
1. [l

Beispiel 2.1.3 (Normalverteilungen). Sei (E,€) = (R, B). Fiir n € N seien p,, die Stan-
dardnormalverteilung und v,, die Normalverteilung mit Erwartungswert a,, € R und Varianz 1.
Dann gilt fiir jedes n € N

exp (— (z — an)?/2)
exp ( — x2/2)

dvn
dpn

= exp (az — a2 /2) , reR.

(z) =
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Weiter ist

an Oénl' n 1 2
/”d,und'un /exp I)\/ﬂexp(—x/Q)dx

=exp (— a2 /8) /\/_exp —5( —%)Q)dx:exp(—a%/S).

Somit ist [[°2; an, > 0 genau dann, wenn y o ; a2 < oo. Nach Satz 2.1.2 sind P und @ genau
dann dquivalent, wenn (a, ), € f2. In diesem Fall ist

=1 _exp(zanmn__zag)

n=1

fiir P-fast alle z = (z,,),, € RY. Die Reihe Y °° | a,x,, konvergiert nur P-fast sicher. Auerhalb
dieser Menge von P- und @Q-Mafl 1 kénnen wir die Dichtefunktion nach Belieben setzen, zum
Beispiel gleich 1. O

Beispiel 2.1.4 (Asymptotische Statistik). Wir untersuchen das Verhalten von Folgen von
Dichtequotienten. Sind P und @ die obigen Produktmafe auf (£2, F), so sind die Projektionen
w1, T2, ... unabhingige Zufallsgréflen. In der Statistik mochte man auf der Basis von Beobach-
tungen entscheiden, ob P oder ) vorliegt. Es sei nun (p,,), eine weitere Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf (F,E), so dass fiir jedes n € N p,, eine strikt positive Dichte f,, beziiglich
pn besitzt und v, eine strikt positive Dichte g, beziiglich p,,. Wir setzen &; = % o m;. Dann ist
(sieche Notation wie im Beweis von Satz 2.1.2)

n

dQn, gi
= =om fast sicher
ap, ~Ugem Hé}
und E(&) = [5 ?Ei) x) pi(dx) = [ gi(x) pi(dx) = v;(E) = 1, wie bereits gesehen. Weiter ist

/\/gz—fl pi(dz) = / gi(x) fi(x) pi(dz) .

Die Bedingung [[2; a,, > 0 im Satz von Kakutani liest sich hier also zu
o
1 [ Va@ i) pida) >0, (2.12)
i=1

was {ibrigens zu Y,y 5 (fi(z)Y? — gi(ac)l/Q)2 pi(dz) < oo dquivalent ist. <&
Dies koénnen wir einsetzen, um die Konsistenz einer natiirlichen Folge von Schétzern zu
zeigen:

Beispiel 2.1.5 (Konsistenz). Wir bleiben in der Notation von Beispiel 2.1.4 und betrachten
den Fall 4y = g = -+ und v; = v5 = --- und p; = py = ---; somit sind alle Dichten f,,, sowie
Jn, gleich, in Notation f und g. Also ist

1 9(me) .
B H f(mg)’ € Mo,

k=1
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eine Dichte von @, = 1/1 " beziiglich P,, = ,u?" . Um Trivialitdten zu vermeiden, setzen wir
voraus, dass (1 # vi. Somit ist P singulér zu @, siche Satz 2.1.2(ii).

Wir betrachten eine Standardaufgabe aus der Testtheorie. Aufgrund von n unabhéngigen
Beobachtungen X7, ..., X,, mochte man entscheiden, ob diesen Zufallsexperimenten die Vertei-
lung p1 oder vy zugrundeliegt. Wenn der Wert der Dichte d@,,/dP,, im Vektor (X1,..., X)) grofl
ist, sollte man meinen, dass v; vorliegt, ansonsten, dass uq vorliegt. Also betrachtet man die
Entscheidungsfunktion (den Schidtzer)

(Pn(xlr"? - ll(k‘m (ﬁ

k=1

b

xk

> = H{Mn>kn}(($i)ieN). (2.1.3)

&,j

und verfolgt die Strategie: Wenn ¢(Xq,...,X,) = 1, so tippe ich auf vy, sonst auf pp. Wir
mochten dabei zwei Dinge minimieren: die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler Erster Art (d. h. die
Wahrscheinlichkeit unter P fiir die Wahl von 14, obwohl pq richtig ist) sowie die fiir einen Fehler
Zweiter Art (die Wahrscheinlichkeit unter @ fiir die Wahl von p, obwohl v richtig ist). Da man
nicht gleichzeitig iiber zwei Dinge optimieren kann, fordern wir, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler Erster Art unter einer gegebenen Schranke o € (0, 1) liegen soll, und optimieren
dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler Zweiter Art. In anderen Worten, wir wihlen k,
moglichst groff, so dass gilt:

p?"({(ml, oo, my) ER™: lfll ?((mki > kzn}) =P(M, > k,) <«

Lk

Damit haben wir die Symmetrie zwischen P und @ zerstort: Wir erwarten die Hypothese P und
testen sie gegen die Alternative Q). Die Schranke nennt man dann auch ein Irrtumsniveau. Eines
der wichtigsten Ergebnisse in der Testtheorie ist das Neyman-Pearson-Lemma, das besagt, dass
der Schétzer ¢ in (2.1.3) die obige Optimierungsaufgabe 16st.

Da nach Satz 2.1.2 P(M,, — 0) = 1, folgt k, — 0. Damit konvergiert die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler Zweiter Art, Q(M,, < k), fiir n — oo gegen 0, denn

Q(Mngkzn):/ M, dP <k, — 0.
{Mn<kn}

Dies nennt man Konsistenz der Testfolge (). Analog folgt durch Vertauschen der Rollen von
w1 und vy die Konsistenz des analogen Testes zum Niveau « fiir v; gegen pp. Die Folge der
Dichtequotienten heift auch Likelihood-Prozess. <&

2.2 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir zeigen hier eine (leicht eingeschrinkte) Version des Satzes von Radon-Nikodym. Wir erin-
nern, dass ein Mafl () absolutstetig beziiglich eines Mafles P heifit, wenn jede P-Nullmenge auch
eine @-Nullmenge ist, und wir schreiben dann QQ < P. Eine o-Algebra heifit separabel, wenn sie
durch abzéhlbar viele Mengen erzeugt wird.

Satz 2.2.1 (Satz von Radon-Nikodym fiir separable o-Algebren). Es sei (2, F,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, und F sei separabel. Weiter sei Q ein endliches Maf$ auf (2, F), und
Q sei absolutstetig beziiglich P. Dann existiert eine Zufallsvariable X auf (2, F) mit

/ X(w)P(dw) fiir jedes A € F .
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Viele o-Algebren sind separabel, zum Beispiel die Borel-o-Algebra eines jeden separablen
metrischen Raums. Der Satz von Radon-Nikodym gilt allerdings auch ohne diese Voraussetzung,
wie man in jedem guten Buch iiber Mafitheorie nachlesen kann.

Im Beweis von Satz 2.2.1 werden wir eine allgemeine (technische) Charakterisierung der
Absolutstetigkeit bendtigen:

Lemma 2.2.2. Es seien P und Q zwei endliche Mafe auf (2, F). Dann gilt Q < P genau dann,
wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit Q(A) < e fiir jedes A € F, das P(A) < 4 erfillt.

Beweis. ,,<=“: Aus der Bedingung folgt Q(A) < ¢ fiir jede P-Nullmenge A € F und jedes
e > 0. Daher ist Q(A) =

,—: Angenommen, die Bedingung gilt nicht. Dann existiert ein € > 0 und eine Folge
(An)n in F mit P(4,,) < 27" und Q(A4,) > ¢ fir jedes n € N. Wihle

A =limsup 4, = ﬁ G Ay,

n—o00
n=1m=n

so ist A € F und

<[P<UA) Z (Am)girm:r"“, neN.

m=n m=n

Also gilt P(A) = 0. Andererseits gilt wegen der Endlichkeit von @

Q(A) > limsupQ(A4,) >e>0,

n—o0o

im Widerspruch zur Annahme, dass jede P-Nullmenge eine @-Nullmenge ist. O

Beweis von Satz 2.2.1. Auf Grund der Voraussetzung der Separabilitdt konnen wir eine Folge
Ay, Ay, ... von messbaren Mengen wihlen, so dass F = o(A,: n € N). Damit konstruieren
wir leicht eine Folge A1 C Ay C As C --- von Zerlegungen A, = {An1,...,Ank,} von Q in
disjunkte messbare Mengen A, ;, die jeweils eine (disjunkte) Vereinigung von Elementen der
Zerlegung A, ;1 ist. Mit einer geeigneten Indexmenge I(n,i) haben wir also

U An—f—l,jy neN,i e {1,,]{Zn}
Jel(ni)
Seien nun P und @ wie in Satz 2.2.1 gegeben. Dann definieren wir F,, = o(A,,) und

k
n Z; B(Ay)

N3

Dann ist (M), unter P ein Martingal beziiglich (F,),, wie wir uns nun iiberlegen wollen.
Zunichst ist M, offensichtlich messbar beziiglich o(A,) = F,,. Weiterhin ist jedes G € F,, eine
disjunkte Vereinigung von geeigneten A, ;’s. Ohne Einschrankung ist G = A, ; fiir ein ¢. Dann

gilt
/Mn+1dP_ > Q( ntli)p (An+17j):Q(An7i):/GMndP.

j€I(n,i) n+1,])
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Also folgt E[My,+1 | An] = M, fast sicher, d.h., (M), ist ein (F,),-Martingal unter P.

Per Definition ist F,, gleich der Menge aller 2% mdglichen Vereinigungen der Mengen
Anis.o s Apg,. Fir A€ F, gibt es also ein I C {1,...,k,} mit A =J,c; Apn,. Dann ist

Q(Ani)
= Anz = : Anz = n = n )
> Qlns) = 3 F A Z;/An,iMdP R

iel

wobei wir beachteten, dass im Fall P(A, ;) = 0 auch Q(A4,;) = 0 folgt, g((ﬁ::)) also beliebig

gesetzt werden kann. Also ist M, eine Dichte von Q|z, beziiglich P|z,. (M,), ist ein nicht-
negatives Martingal, konvergiert also fast sicher gegen eine Zufallsgrofie Mo,. Zu € > 0 wéhle
d > 0 wie in Lemma 2.2.2, und sei K € (0,00) so, dass K > %. Dann ist P(M,, > K) <
+E(M,) = £Q(2) < § und somit

/ M,dP =Q(M, > K)<¢
{Mn>K}

Also ist (M,,), gleichgradig integrierbar, und somit konvergiert (M), in £' gegen M. Also
gilt fiir jedes m € N und fiir jedes A € F,,

M dP = lim MdIP’ Q(A) .

n—oo

Da J,, F», ein durchschnittstabiler Erzeuger von F ist, folgt die Aussage fiir alle A € F, also ist
M, die gesuchte Dichte. O

2.3 Kolmogorovs Kriterium

Mit Hilfe der Borel-Cantelli-Lemmata kann man die folgende Variante des Starken Gesetzes der
Groflen Zahlen beweisen:

Satz 2.3.1 (Kolmogorov). Es sei (X,), eine Folge von unabhingigen zentrierten Zufalls-
grofen und (ay), eine steigende Zahlenfolge in (0,00) mit lim, .. a, = oo. Dann gilt die
folgende Implikation:

— Var(X,) < co = lim — ZX =0 P-fast sicher.
neN 'n e dn oy

Wir diskutieren dieses Kriterium nun mittels der Martingaltheorie. Wir werden einen Beweis
erhalten, der sogar ohne die Unabhéngigkeit der X, Xo,... auskommt, andererseits aber die
Voraussetzung >,y = Var(X,) < oo modifiziert.

Sei (X,,)n eine Folge integrierbarer reeller Zufallsvariablen mit
E(Xp41|X1,...,Xp) =0, n € N, P-fast sicher. (2.3.1)

(Wir ersetzen also die Voraussetzung der Unabhingigkeit durch die schwiéichere Bedmgung
(2.3.1).) Insbesondere sind die X; zentriert. Wir betrachten die Zufallsgrofien X; = X und

die Partialsummen S,, = X4+ )?n Es gilt dann auch
E(X,1|X1,...,Xn) =0, n € N, P-fast sicher. (2.3.2)
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Dann ist (S, )nen ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtrierung
o(S1,...,8n) = o(X1,..., Xp) = 0(X1,..., Xn),

wie wir uns nun klar machen wollen. Zu (2.3.2) addieren wir die Gleichungen E()?Z\)Z'l, cey )Z'n) =
X; firi =1,...,n und erhalten

n
E[SnJrl | S(),...,Sn] :E()N(nJrl | Xl,,)fzn)—FZE[_}fi | )}1,...,)}”]
=1

n
=0+> X;=S5,
i=1

(In dem Spezialfall, wo die X1, Xo,... unabhéngig sind, hatten wir die Martingaleigenschaft zu
Beginn von Abschnitt 1.1 gesehen.)

Nun setzen wir an Stelle der Bedingung a% Var(X,,) < co voraus, dass gilt:

n
supE(‘

i|) <. (2.3.3)
neN 1 Q;

Diese Voraussetzung ist dquivalent zur Bedingung sup,,cy E|S),| < 0o, und diese ist nach Satz 1.4.3
hinreichend fiir fast sichere Konvergenz von S, fiir n — oco. Somit liefert das Kronecker’sche
Lemma!

lim — X; =0 fast sich

Jim o ZZ; ast sicher,
also haben wir eine Variante von Satz 2.3.1 bewiesen, in dem die Unabhéngigkeit durch die
Bedingung (2.3.1) ersetzt wurde und die Voraussetzung » -, Var(X,) < oo durch (2.3.3).

Im Fall der Unabhéngigkeit ist die Bedingung >">7 , Var()zn) < 00 aus Satz 2.3.1 ebenfalls
hinreichend fiir die fast sichere Konvergenz von S, denn

(E|Sn |) < Var(S ZVar ) < ZVar

2.4 Verrauschte Beobachtungen (Filtertheorie)

Es seien X und 77,79, ... unabhiingige zentrierte normalverteilte ZufallsgréBen, wobei o2 die
Varianz von X sei, und diejenige der n, sei 1. Es sei X die Zufallsgréfle, an der wir interessiert
sind. Angenommen, sie kann nicht direkt beobachtet werden, aber in wverrauschter Form. Wir
nehmen dazu an, dass man die Zufallsgrofien

Y, =X + ey, neN,

beobachten kann, wobei c1, ¢, - -+ € (0,00) sind. Ein natiirlicher Schétzer, der auf den Beobach-
tungen Y7,...,Y, basieren soll, ist vermutlich M,, = E(X|F,), wobei F,, = o(Y1,...,Y},,). Die
Folge (M), ist ein quadratisch integrierbares Martingal mit

E(M?) <E(E(X?|F,)) = E(X?) = o? n € N.

'Das Kronecker’sche Lemma besagt, dass limy,_ oo z—" =0, falls die Folge (37, (yi — ¥i—1)/ai)nen in R kon-

vergiert; hierbei ist (an)nen eine Folge wie in Satz 2.3.1 "und (Yn)nen, eine beliebige Folge reeller Zahlen.
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Mit Satz 1.5.2 und Korollar 1.6.6 folgt lim,, .o, M,, = M., = E(X|Fs) in £2 und P-fast sicher,
wobel Foo = 0(Y,: n € N).

Die Frage, die wir hier diskutieren wollen, ist: Unter welchen Umstédnden ist M, = X P-fast
sicher? Dazu werden wir zunéchst M,, und die Varianzen von X — M,, berechnen. Wir bestimmen
dazu Aq,..., )\, € R so, dass

n
X — Z)\Y =7
i=1

und F,, unabhéngig sind. Da alle Zufallsgrofien gemeinsam normalverteilt sind, ist die gewiinschte
Unabhéngigkeit gleichbedeutend mit

Cov(Z,Y;) =0 fiir jedes i € {1,...,n} .

Fine elementare Rechnung ergibt

n

Cov(Z,Y;) = 02<1 -3 Aj) -

j=1

Wir wollen also das Gleichungssystem
n
02<1—2Aj) NE=0, i=1,....n
j=1

2 —2

C. . . . .

71+020 = € {1,...,n}. Fir diese A1,...,\, ist also
j=15

Z unabhéngig von F,,. Dies impliziert E(Z|F,,) = E(Z) = 0, also

16sen. Es ergibt sich die Losung A; =

M, = E(X|F,) =Y A
=1

sowie

n n

E((X — M,)?) = EZ2 = o> (1 - ZAj>2 +Y N2 = 02<1 + o2 Zn:cgz) o
=1

j=1 i=1

Dies konvergiert genau dann gegen Null fiir n — oo, wenn lim,, o > i ¢ ? = oo gilt. Somit

i=16
erhalten wir

Satz 2.4.1. (M,), konvergiert gegen X P-fast sicher und in L? genau dann, wenn

Allgemeine Filterprobleme lesen sich etwa so:

Es seien a, 3,7, p, v reelle Konstanten und Xg, (€,,)n, (7n)n stochastisch unabhéngige Zu-
fallsgrofen mit Xo ~ N (1o, 03) sowie e, ~ n, ~ N(0,1) fiir jedes n € N. Der Zustand X, eines
linearen stochastischen Systems zum Zeitpunkt n € N sei durch

Xy —Xp1=aX, 1+ ﬂen +
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beschrieben. Statt X, selbst kann aber nur eine gestorte (verrauschte) Version Y;,, beschrieben
durch Y,, — Y,_1 = pX, + v, Yo = 0, beobachtet werden. Der sogenannte Kalman-Bucy-Filter
ist ein Verfahren, mit dessen Hilfe der tatséchliche Systemzustand erstaunlich gut geschétzt wer-
den kann. Dies findet Anwendungen bei der Analyse von Zeitreihen oder der Signalverarbeitung
(Ortung beweglicher Objekte).

2.5 Verzweigungsprozesse

Sei (X i )nen,ieN eine Familie unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten
in No. Fiir k& € N setze py = P(X1,1 = k). Seien m = E(X11) = Y, cnkpr < 0o und o? :=
Var(X1,1) € (0,00). Wir definieren den stochastischen Prozess Z = (Z,)nen, durch

Zn
Zo=1 und  Zpyq= ZXM-, neN.
i=1

FEine mogliche Interpretation ist: Z,, ist die Gréfle einer Population zur Zeit n. Das i-te Individu-
um hat X,, ; Nachkommen in der (n + 1)-ten Generation. Z heifit Galton- Watson-Prozess oder
Verzweigungsprozess mit Nachkommenverteilung p = (pg)ken,. Um Trivialitédten auszuschliefen,
setzen wir voraus, dass p; # 1 gilt.

Mit Hilfe erzeugender Funktionen kann man zeigen, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit
lim,, . P(Z,, = 0) genau dann strikt kleiner als 1 ist, wenn die erwartete Nachkommenschaft
m pro Individuum strikt grofler als 1 ist. Im Fall m < 1 ist fast sicher also sogar Z,, = 0 fiir alle
geniigend groflen n, denn Z,, ist ganzzahlig.

Wir betrachten dieses Modell jetzt im Rahmen der Martingaltheorie: Sei F, := o(Xj;: k <
n,i € N). Dann ist Z = (Z,,)nen, an (Fn)nen, adaptiert. Setze

Zn
Wp=—.

mn
Lemma 2.5.1. W = (W,,),en, ist ein Martingal.

Beweis. Wir errechnen, dass fast sicher gilt:

Zn,
E(Woi1lFa) = m~ VB Zyga | Fa) = m™ BN Xl 72 )
i=1

=m~ "N B (17, ny b Xna|Fn) (2.5.1)
k=

[y

=m ") Bk 1z, | Fn) =m " Zn = W,
k=1

O

Also wittern wir, dass das Martingal W vielleicht konvergieren kénnte. Dies ist tatséchlich
ohne weitere Vorausssetzungen richtig, und wir kénnen sogar eine Dichotomie beweisen und
charakterisieren: Entweder ist der Grenzwert fast sicher konstant gleich Null oder fast sicher
positiv, und Letzteres ist genau im Fall m > 1 richtig.
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Satz 2.5.2. Es existiert der fast sichere Grenzwert Wo, = limy, oo W,,. Es sind dquivalent:

(@) m>1, (b) EWy) =1, (c) EWx) > 0.

Beweis. Der fast sichere Grenzwert W, existiert, da (W, )nen, ein nicht-negatives Martingal
ist, sieche Korollar 1.4.4. Ist m < 1, so ist gilt Z,, — 0 fast sicher, also sogar Z, = 0 fiir alle
geniigend groflen n, denn Z, ist ja ganzzahlig. Also ist auch W, = 0 fiir alle geniigend groflen
n, d.h. Wy =0.

Es sei nun m > 1. Dann wollen wir die Varianz von W, bestimmen, also die von Z,,. Dazu
benutzen wir eine Formel, die man auch den Satz von Blackwell-Girshick nennt, den wir im
Anschluss formulieren und beweisen:

Var(W,,) = m™ " (0?E(Zy—1) + m® Var(Z,_1)) = o?m~ ") 4 Var(W,_,) .

Induktiv folgt
n+1

Var(Wy,) = 0> m™* <
k=2

02m

1 < 0.
Also ist (W},), in £2 beschrinkt, also folgt mit Satz 1.5.2 W,, — W, in £2, somit auch in £!
und speziell E(Wy,) = E(Wp) = 1. O

Satz 2.5.3 (Wald’sche Gleichheit, Satz von Blackwell-Girshick). Es sei (X,), eine an
eine Filtrierung (Fn)n in F adaptierte Folge identisch verteilter, integrierbarer, reeller Zufalls-
variablen iber (Q, F,P), wobei X, 41 fir jedes n € N von F,, unabhingig sei. (Sy), sei die Folge
der Partialsummen S, = X1 + -+ X,,. T sei eine integrierbare Stoppzeit bzgl. (Fyp)n mit
Werten in N. Dann gilt:

(i) St ist integrierbar und
E(St) =E(T)E(X,) . (Wald’sche Identitiit).
(ii) Sind die X,, sogar quadratisch integrierbar und zentriert, so trifft dies auch auf St zu und

es gilt
E(S2) =E(T)E(X?) .  (Blackwell-Girshick).

Weiire die Stoppzeit T beschrénkt, so wiirde man das Martingal S} = S,, —nE(X;) betrachten
und erhielte mit Satz 1.3.5 E(S%) = E(ST) = 0, also (i). Die Bedingung E(T") < oo erzwingt ein
anderes Vorgehen:

Beweis. (i): Wir errechnen

E(1S7]) =Y E(Snllr—py) < DD E(Xi|lir—ny) = > > E(XiIr_py)
n=1 n=1i=1 i=1 n=1 (252)

= Z E( X Ur>sy) -

i=1

Fiir 7 > 2 ist X; ist von F;_; unabhéngig, also von lyp>; (man beachte, dass {T' < i} = {T <
i—1} € Fioq gilt). Es gilt {T"> 1} = Q. Somit

E(IXilLr>qy) = P(T = ) E(|Xi|) = P(T = 9) E(|X4]) ,
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also

E(|S7]) < ZPT>z (I1X1]) = E(T)E(IX1]) < o0,

da P(T < o0) = 1.
Also ist St integrierbar. Es folgt die Wald’sche Identitét, wenn man Sy anstelle von |S7|

betrachtet. Wegen der bewiesenen Konvergenz der Reihe Y 2 S | ‘E(Xiﬂ{T:n}){ ist die Ver-
tauschung der Summen in (2.5.2) gerechtfertigt.

(ii): Sei Yy, := Xplg,<ry € £2. Wir machen uns klar, dass E(Y,,,Y,,) = 0 fiir m # n gilt: Fiir
m < nist Y, Y, = X, X U<y wegen {n < T} C {m < T}. Nun folgt aus der Unabhéngigkeit
von X,, und Xm]l{nST}:

E(YmYn) = E(Xn) E(Xm]l{nST}) =0, m j . (2'5'3)
Auch X2 und 14, <7} sind unabhéngig, also folgt
E(Y,) =E(X2)P(n<T)=E(X{)P(n<T), neN.

Somit gilt

> E(Y}) =E(XDE(T) < oo . (2.5.4)

neN

Aus (2.5.3) und (2.5.4) folgt, dass die Reihe > 5°,Y; in £? konvergiert, denn man sieht leicht,
dass limy, pm—oo E((Ym + -+ + Y,)?%) = 0.
Es gilt Sp = Y72 Xilp<ry = Y12, Y fast sicher. Also ist S7 € £ und

n
711320211:& in £2.
1=

Schliefllich gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz

£ = i B((0)) = Jim, D R0 = 3807
i=1 i=1

also folgt die Identitét in (ii) aus (2.5.4), und die Wald’sche Identitét liefert die Zentriertheit
von St. O

Ist X in Teil (ii) von Satz 2.5.3 nicht zentriert und bezeichnet p den endlichen Erwartungs-
wert und o2 die endliche Varianz, kann man mittels eines analogen Beweises zeigen:

Var(St) = 02 E(T) + p? Var(T).

Tatséchlich haben wir diese Formel zur Bestimmung von Var(W,,) verwendet.



Kapitel 3

Die Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung ist der bei weitem wichtigste stochastische Prozess in stetiger Zeit, und
ihre Verteilung ist das wichtigste Wahrscheinlichkeitsmaf} in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie
ist unabdingbar fiir die Beschreibung vieler zufilliger Phénomene in vielen Bereichen (Physik,
Statistik, Finanzmathematik, Chemie) und bietet unerschopfliche offene Forschungsgebiete in
vielerlei Richtungen. In diesem Kapitel stellen wir die Brown’sche Bewegung vor, geben mehrere
ihrer Konstruktionen an, formulieren und beweisen einige ihrer interessantesten Eigenschaften
und Beziehungen zu anderen Prozessen.

3.1 Definition und allgemeine Bemerkungen

Definition 3.1.1 (Brown’sche Bewegung). Eine Brown’sche Bewegunyg ist ein reellwertiger
stochastischer Prozess B = (Bi)ic[o,00) i1 stetiger Zeit mit den folgenden sechs charakteristi-
schen FEigenschaften:

(i) By =0 fast sicher,

(i) Gauf’scher Prozess: Prozess!Gauf’scher Fiir jedes m € N und jede 0 < t1 < -+ < t,,, ist
der Vektor (By,, ..., By,,) Gauf$’sch verteilt,

(7ii) Unabhéngigkeit der Zuwichse: Fiir jedes m € N und jede 0 < tg < t; < -+ < ty, sind die
Grofien B(tm) — B(tm—1), B(tm-1) — B(tm—2), ..., B(t1) — B(to) unabhdingig,

(iv) Stationaritét der Zuwéchse: Fiir jedes 0 < s < t stimmen die Verteilungen von B; — By
und B;_g tiberein,

(v) Fiir jedes t > 0 ist By N(0,t)-verteilt,

(vi) Stetigkeit: Die Pfade t — By sind fast sicher stetig.

Also ist eine Brown’sche Bewegung ein stetiger, in Null startender Gauf3’scher Prozess mit
unabhéngigen und stationdren Zuwéchsen, der zum Zeitpunkt Eins die Standardnormalvertei-
lung besitzt. Wir konnen B = (By)e[o,0c) als eine Zufallsgréle mit Werten in der Menge C([0, 00))

33
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der stetigen Funktionen [0, 00) — R mit Start in 0 auffassen.

Das beriihmte Wiener-Mafs ist die Verteilung einer Brown’schen Bewegung:

Definition 3.1.2 (Wiener-Maf3). Sei B eine Brown’sche Bewegung, also eine Zufallsgrife
mit Werten in C([0,00)), definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P).
Dann heift das Bildmafi Po B! auf C([0,00)) das Wiener-Maf.

Die Brown’sche Bewegung erhielt ihren Namen nach dem Botaniker R. Brown, der 1827 in
Flissigkeiten aufgeschwemmte kleine Teilchen beobachtete, die unabléissig wirre unregelméflige
Bewegungen vollfithren. In der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts versuchte sich eine Viel-
zahl von Wissenschaftlern unterschiedlicher Ausrichtung an der Erklarung dieses Phédnomens.
Erst Anfang des 20. Jahrhunderts machten Einstein, Langevin und Smoluchovski wesentliche
Fortschritte in der quantitativen Beschreibung dieses Phénomens. Man ging vereinfachend da-
von aus, dass die wirren Bewegungen durch Zusammenstole mit zufélligen unregelméafigen und
sich unabhéngig voneinander bewegenden Fliissigkeitsmolekiilen verursacht wird. Dabei werden
Wechselwirkungen in den Zeitintervallen zwischen den Zusammenst68en vernachléssigt. Dadurch
erhélt man ndherungsweise einen unregelméffigen Polygonzug, der sich mit Wahrscheinlichkeit
pt(x) zum Zeitpunkt ¢ im Punkte x aufhalten sollte. Unter ein paar plausiblen vereinfachenden
Annahmen zeigte Einstein, dass diese Aufenthaltsdichte die Gleichung

Oipt () = DO?py() (3.1.1)

erfiillen sollte, wobei D € (0,00) eine Konstante, die Diffusionskonstante, ist. Wegen der An-
fangsbedingung po(z) = do(x) (d. h. die Delta-Distribution) erhilt man die Losung

1 22

pi(x) = \/me Dt t>0,z €R, (3.1.2)
also die Gauf’sche Dichte. Die Diffusionskonstante D héingt ab von physikalischen Eigenschaften
der betrachteten Fliissigkeit und der Teilchen. Man stellte heuristische Anforderungen an das
mathematische Modell auf, die in Definition 3.1.1 zusammengestellt werden, wobei man aller-
dings aus physikalischen Griinden postulierte, dass die Aussagen in (ii) und (iii) nur fiir ¢;’s mit
t; —t;—1 > t* gelten solle, wobei t* > 0 von D abhéngt. Definition 3.1.1 stellt also eine Idea-
lisierung dar. Dort haben wir auch D = % gesetzt, was die ‘Geschwindigkeit’ der Brown’schen
Bewegung so steuert, dass sie zum Zeitpunkt Eins Standardnormalverteilt ist.

Als ein mathematisches Objekt wurde die Brown’sche Bewegung 1923 von Norbert Wie-
ner in die Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt, der die Existenz eines solchen stochastischen
Prozesses als eine C([0, 00))-wertige ZufallsgroBe bewies. Daher heifit dieser Prozess auch der
Wiener’sche Prozess. In den 1930er bis 1950er Jahren wurden von Paul Lévy viele tiefliegende
Resultate iiber die Brown’sche Bewegung erzielt, und es entstand eine stochastische Theorie der
Diffusionsprozesse.

Die iiberragende Bedeutung der Brown’schen Bewegung in der Wahrscheinlichkeitstheorie
basiert auf einer Vielzahl von Griinden:

(i) Historisch diente die Brown’sche Bewegung als wesentliche Orientierung fiir die systema-
tische Erforschung spezieller Eigenschaften stochastischer Prozesse, fiir die die Brown’sche
Bewegung jeweils das Standardbeispiel ist.
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(i)

(ii)

3.2

Viele stochastische Prozesse lassen sich durch Transformationen aus der Brown’schen Be-
wegung erzeugen.

Als Funktionalvariante des Zentralen Grenzwertsatzes entsteht die Brown’sche Bewegung
als natiirlicher universeller Reskalierungsgrenzwert einer grofien Zahl von zeitdiskreten
Prozessen.

Konstruktionen der Brown’schen Bewegung

Es gibt (mindestens) drei alternative Konstruktionen der Brown’schen Bewegung:

(i)

(ii)

Die gemeinsamen Verteilungen der Zufallsgrofen B(ty), B(t1),. .., B(ty,) mit m € N und
0<ty <ty <--- <ty bilden eine konsistente Familie von Verteilungen. Nach dem Kol-
mogorov’schen Erweiterungssatz gibt es eine Verteilung P auf R[%°°)_ deren Projektionen
auf endliche Teilkoordinaten gerade diese Verteilungen sind. Mit Hilfe des Kolmogorov-
Chentsov’schen Satzes iiber die Existenz einer stetigen Modifikation sieht man, dass P auf
C([0,00)) konzentriert ist.

Wir betrachten eine Orthonormalbasis (b, )nen im Raum L2([0, 1]) und eine Folge (X, )nen
unabhiingiger N -verteilter Zufallsgréfien. Dann zeigt man, dass die Folge

B =" Xm(ljpg, bm)
m=1

fiir jedes t € [0,1] im L2-Sinn eine Cauchy-Folge ist, und zeigt, dass der L2-Grenzwert B; =
lim, . By die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) in Definition 3.1.1 erfiillt. Die Stetigkeit
der Abbildung ¢ — B erreicht man durch geschickte Wahl der Orthonormalbasis (b,,)nen
oder wie in (i) mit Hilfe des Satzes von Kolmogorov-Chentsov.

Wir reskalieren eine gewohnliche Irrfahrt (S,)nen, auf Z, indem wir B{™ = n*ésw

betrachten oder aber auch E;% = n_%SZ- mit linearer Interpolation. Der Zentrale Grenz-

wertsatz zeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von B™ = (Bén))te[o,l] und
auch die von B™ = (één))te[o,l] gegen die einer Brown’schen Bewegung konvergieren. Mit
Hilfe des Kompaktheitskriteriums von Prohorov fiir Folgen von Verteilungen und dem Satz
von Arzela-Ascoli erhélt man eine Grenzwertverteilung dieser beiden Prozesse fiir n — oo.
Der Grenzprozess entpuppt sich als eine Brown’sche Bewegung.

Wir werden im Folgenden diese Konstruktionen ausfiihrlich skizzieren.

3.2.1 Konstruktion mit dem Kolmogorov’schen Erweiterungssatz

Unser Ziel ist, eine Familie von reellwertigen Zufallsgréflen B; zu konstruieren, die (unter An-
derem) durch gemeinsame Verteilungen von je endlich vielen von ihnen gegeben sind.

Definition 3.2.1 (Endlich-dimensionale Verteilungen). Die endlich-dimensionalen Ver-
teilungen eines stochastischen Prozesses X = (Xi)ic0,00) $ind die Verteilungen der Vektoren
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(X (t0), X(t1),. .., X(tm)) mit m € N und 0 < tg < t; < -+ < by, also die Verteilungen der
Projektionen
mr: RO S RT, o (F(®)er,  mit T £ [0,00),

wobei C heifst, dass T eine endliche Teilmenge ist.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen legen die Verteilung des stochastischen Prozesses
X = (Xt)te[0,00) als eine RI[02°)_wertige ZufallsgroBe eindeutig fest, denn die Produkt-o-Algebra
auf R[> wird per Definition durch die Urbild-o-Algebren der Projektionen 77 mit T’ C [0, 00)
erzeugt.

In Definition 3.1.1 sind zwar nicht die endlich-dimensionalen Verteilungen gegeben, aber
man kann sie leicht aus der Bedingung (ii) errechnen, was wir auch gleich machen werden.

Definition 3.2.2 (Gauf3’scher Prozess, zentrierter Prozess, Kovarianzfunktion). Es
sei X = (Xt)ie[0,00) €in stochastischer Prozess.

(i) Wir nennen X einen Gauf’schen Prozess, Prozess!Gauj$’scherwenn alle endlich-dimensionalen
Verteilungen von X Gaufl’sch sind.

(ii) Der Prozess X heifit zentriert, wenn alle X; den Erwartungswert Null haben.

(iii) Falls X quadratisch integrierbar ist (d. h. E[X?] < oo fiir jedes t > 0), so nennen wir die
Abbildung K : [0,00)? — R, definiert durch K(s,t) = Cov(Xs, X;), die Kovarianzfunktion
des Prozesses.

Also ist die Verteilung eines zentrierten Gaufi’schen Prozesses eindeutig festgelegt durch
seine Kovarianzfunktion. Zunéchst machen wir uns klar, dass wir eine Brown’sche Bewegung
auch wie folgt charakterisieren kénnen:

Lemma 3.2.3. Ein Prozess B = (Bt)te[o,oo) ist genau dann eine Brown’sche Bewegung, wenn B
ein in Null startender zentrierter Gauf$’scher Prozess mit Kovarianzfunktion K (s,t) = min{s,t}
und stetigen Pfaden ist. Insbesondere ist fiir jede 0 < t1 < --- < t,, der Vektor (By,,...,By,,) ein
m-dimensionaler zentrierter normalverteilter Vektor mit Kovarianzmatric (min{t;, t;})i j=1,...m-

Beweisskizze. Falls B eine Brown’sche Bewegung ist, so sind fiir 0 < s < ¢t insbesondere By
und B; — B, unabhéngig, zentriert und normalverteilt mit Varianzen s bzw. t — s. Also ist auch
(Bs, Bt) zentriert und normalverteilt, und es gilt

Cov(Bs, By) = Cov(Bs, B — Bs) + Cov(Bg, Bs) = V(Bs) = s = min{s, t}.

Wenn andersherum B ein in Null startender zentrierter Gaufy’scher Prozess mit Kovarianz-
funktion K(s,t) = min{s, ¢} und stetigen Pfaden ist, so ist zunéchst klar, dass Eigenschaften
(1), (ii), (v) und (vi) in Definition 3.1.1 erfiillt sind. Dass die Zuwéchse dann auch unabhingig
sind, sieht man z.B., indem man die Verteilung des Vektors (B(ty,) — B(tm—1), B(tm—1) —
B(tm-2),...,B(t1) — B(tp)) mit Hilfe einer linearen Abbildung aus (By,, ..., By,,) erzeugt und
das BildmaB der Gauf’schen Verteilung als (0, Diag(t,, —tm_1,...,t1 —to)) identifiziert. Ahn-
lich sieht man, dass die Zuwéchse auch stationér sind. U

Nun wollen wir beweisen, dass ein solcher Prozess existiert. Die Konstruktion basiert auf
dem folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Wir nennen eine Familie (f17)7[0,00) von Ver-
teilungen pup auf RT konsistent, wenn fiir je zwei Mengen S C T T [0,00) das MaB pg gleich
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der Projektion von pp auf R® ist, d.h. wenn pug = pr o ngf das Bildmafl von pp unter der Ab-

bildung mg7: RT — RS, ws1((@t)ter) = (Tt)tes, ist. In Termen von Zufallsvektoren (XéT))teT
mit Verteilung p7 heift diese Bedingung, dass die Verteilungen von (X™)ies und (X;*)ses
identisch sein miissen.

Satz 3.2.4 (Kolmogorov’scher Erweiterungssatz). Es sei (j1)rcjo00) €ine konsistente
Familie von Verteilungen pr auf RT. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf R0,

sodass fiir jedes T [ [0,00) das Mafi pr gleich dem BildmafS von p unter der Projektion
RO — RT jst.

Beweise dieses Satzes finden sich in vielen Biichern iiber Mafitheorie oder Wahrscheinlich-
keitstheorie. Es handelt sich um die zeitlich stetige Variante eines Spezialfalls des Satzes von
Ionescu Tulcea, der die Konstruktion allgemeinerer stochastische Prozesse mit Pfaden in belie-
bigen polnischen Rédumen (an Stelle von R) klért.

Um Satz 3.2.4 auf die Brown’sche Bewegung anzuwenden, wihlt man pp fir T = {t1,...,tm}
mit m € Nund 0 < t; < -+ < t,, als die zentrierte Normalverteilung auf R™ mit Ko-
varianzmatrix (min{¢;,¢;}); j=1,..m» und priift die Konsistenz dieser Familie. Eine elementare,
aber lidstige formale Rechnung zeigt, dass die Familie dieser Verteilungen konsistent ist: Wenn
der Vektor (Xy,..., Xy, ) die Verteilung pp hat, so hat fiir jedes i € {1,...,m} der Vektor
X' = (Xt Xty Xtyys -5 Xy, ) die Verteilung pgy 4,3 auf dem R™~1. Tteration dieser
Aussage ergibt die behauptete Konsistenz. Also existiert nach dem Kolmogorov’schen Erwei-
terungssatz ein zentrierter Gaufl’scher Prozess B mit Start in Null und der Kovarianzfunktion
K (s,t) = min{s,t}. Als zugrundeliegenden messbaren Raum kann man z. B. die Menge R[:>°)
mit der Produkt-o-Algebra wihlen.

Allerdings ist noch nicht klar, dass auch die Eigenschaft (vi) erfiillt ist, also die Stetigkeit
der Pfade. Um diese zu erhalten, muss man zu einer geeigneten Modifikation iibergehen.

Definition 3.2.5 (Modifikation, ununterscheidbar). Seien X und Y zwei reellwertige sto-
chastische Prozesse, die auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

(i) X undY heiffen Modifikationen voneinander, wenn fir jedes t € [0,00) fast sicher gilt:
Xi=Y;.

(1i)) X undY heiffen ununterscheidbar, wenn eine Nullmenge N existiert mit {X; # Y} C N
fiir jedes t € [0, 00).

Der Unterschied zwischen diesen Begriffen ist also nur, dass die Nullmenge {X; # Y:}
bei Modifikationen von ¢t abhéngen darf, aber ihre (iiberabzihlbare!) Vereinigung iiber ¢ beim
Begriff der Ununterscheidbarkeit immer noch eine Nullmenge sein muss. Man kann zeigen, dass
die beiden Begriffe zusammenfallen, wenn beide Prozesse fast sicher rechtsseitig stetig sind.

Unser Ziel ist also, aus dem Prozess, dessen Existenz durch Satz 3.2.4 gesichert ist, eine Mo-
difikation mit stetigen Pfaden zu konstruieren. Dies wird durchgefiihrt im Beweis des folgenden
Satzes. Wir nennen eine Funktion f: [0,00) — R lokal zum Parameter v Hdlder-stetig, wenn fiir
jedes t € [0,00) ein € > 0 existiert, so dass f in [t —e,t+]N]0, 00) Holder-stetig zum Parameter
v ist, also so dass ein C' > 0 existiert mit

[f(s) = f(I < Cls=r",  s,relt—et+e]N[0,00).
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Der folgende Satz sagt, dass man einen Prozess auf einer Nullmenge so abéndern kann, dass
er diese Eigenschaft mit Wahrscheinlichkeit Eins hat, falls seine Erwartungswerte eine gewisse

Stetigkeit aufweisen.

Satz 3.2.6 (Kolmogorov-Chentsov). Sei X = (X;)c(0,00) €in reellwertiger stochastischer
Prozess. Fiir jedes T > 0 gebe es Zahlen a, 3,C > 0 mit

E[|X; — X|*] < Clt—s|*™  s,t€[0,T) (3.2.1)

B).

al

Dann gilt fir jedes v € (0,
(i) Es gibt eine Modifikation X wvon X, die lokal zum Parameter v Hdlder-stetige Pfade hat.

(i1) Zu jedem e >0 und T € (0,00) gibt es ein K > 0, so dass

IP’(|Xt _X,| < K|t — 8|7 fir alle 5, € [o,T]) >1-e. (3.2.2)

Der Beweis dieses Satzes ist lang und technisch, man findet ihn in vielen Biichern iiber
stochastische Prozesse. Um ihn auf die Brown’sche Bewegung anzuwenden, muss man priifen,
ob man fiir jedes T' > 0 geeignete a, §,C > 0 findet, so dass (3.2.1) erfiillt ist. Dies ist relativ
einfach. Wenn B ein Prozess ist, der die Eigenschaften (i) — (v) aus Definition 3.1.1 hat, so ist
fiir alle n € N und alle s,t € [0,00) fiir ein geeignetes C), (das man mit Hilfe von Fakultiten
explizit ausdriicken kann)

E(|B; — Bs|*"] = E[(V/]t — s||B1])*"] = Cnlt — 5", (3.2.3)

wie eine beliebte Ubungsaufgabe iiber Normalverteilungen zeigt. Sei nun n > 2, dann kénnen
wir a = 2n und 3 = n — 1 setzen und erhalten aus Satz 3.2.6 die Existenz einer lokal zu jedem
Parameter v € (0, "2—;1) Holder-stetigen Modifikation von B. Da n > 2 beliebig ist, erhalten wir
zusammenfassend die folgende Aussage.

Korollar 3.2.7. Es existiert eine Brown’sche Bewegung B auf einem geeigneten Wahrschein-

lichkeitsraum. Fiir jedes v € (0, %) hat diese Brown’sche Bewegung lokal zum Parameter ~y

Héilder-stetige Pfade, und die Aussage in Satz 3.2.6(ii) gilt fir B an Stelle von X.

Damit ist die (Skizze der) ersten Konstruktion der Brown’schen Bewegung abgeschlossen.

3.2.2 Funktionalanalytische Konstruktion

In diesem Abschnitt konstruieren wir die Brown’sche Bewegung zunéchst nur auf dem Zeitin-
tervall [0, 1] statt [0,00). Wir betrachten den Hilbertraum H = L2[0,1], also die Menge aller
beziiglich des Lebesgue-Mafles A quadratintegrierbaren Funktionen, zusammen mit dem Skalar-
produkt (f, g) = f[o,l] f(z)g(x) A(dx) und der davon erzeugten Norm || f|| = +/(f, f). Sei (bn)nen
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eine Orthonormalbasis von H, also (by,, by,) = 0 m (Kroneckersymbol) fiir alle n,m € N und

n—oo

lim Hf— f:q,bm)bmH —0, fecH.
m=1

Insbesondere gelten

<f,g>zz<f’ ><a >7 f,9€H,

meN

und der Spezialfall
IfIP =D (fb)?,  fEH,

meN

die Parseval’sche Gleichung. Sei nun (X, )nen eine Folge unabhingiger, N -verteilter Zufalls-
grofen, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert seien. Wir setzen

B;m:/[oun[m] ZXb ds—ZX 0.4] bm neNtel01].

Dann sind die Bé") quadratintegrierbare Zufallsgréflen, denn man sieht leicht, dass fiir jedes
n,m € N mit m <n gilt

E[(B{" — B{"™)?] :E[ Z Xi(Ljo,4, br) Z Xl<]1[0,t}7bl>] = Z (T4, bi)?
Olz:erl l=m+1 k=m+1 (324)
< > (Mg, be)*.
k=m+1
Da die Reihe auf der rechten Seite fiir m = 0 wegen der Parseval’schen Gleichung gleich

[Tj041I> = ¢ ist, gilt B\ € L? fiir jedes t € [0,1] und jedes n € N. Ferner sicht man auch
direkt von (3.2.4), dass (B{")nen eine Cauchy-Folge in £2 ist. Wegen der Vollstindigkeit des
Raumes L?(P) existiert ein L2-Grenzwert B;. Natiirlich konvergiert fiir jedes m € N und jede
0 <ty < <ty auch der Vektor (B;"”,...,B;") gegen den Vektor (By,,..., B, ). Daher ist
letzterer Gaufy’sch verteilt und zentriert. Die Kovarianzen errechnen sich zu

Cov(B{™, B™) E[(ZX 0,8]: bm )(ZX 0.5)> b )]

=) EXe X)) (Mo, bi) (Lo,s b) = > (Log, b (Lo, bre)-
hi=1 p

Fiir n — oo konvergiert dies gegen (1jg 4, Ijo,4) = min{s,¢}. Also ist B = (By)yc[o,1) €in zentrier-
ter GauB-Prozess mit Kovarianzfunktion K(s,t) = min{s,t}. Eine stetige Version erhélt man
durch eine Anwendung des Satzes 3.2.6 von Kolmogorov und Chentsov. Nun muss man noch die
Konstruktion auf das Zeitintervall [0, c0) erweitern, was wir hier nicht ausfithren wollen. Damit
ist auch die Skizze dieser Konstruktion abgeschlossen.
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3.2.3 Konstruktion mit reskalierten Irrfahrten

Die Skizze der dritten Konstruktion halten wir kurz, da sie Gegenstand der Vorlesung Wahr-
scheinlichkeitstheorie I ist. Sie ist sehr wichtig, da sie durch eine approximative Konstruktion
zustande kommt und daher praktischen Wert fiir Simulationen hat. Auflerdem gibt sie univer-
selle Antworten auf viele Fragen iiber das asymptotische Verhalten stochastischer Prozesse in
diskreter Zeit.

Wir betrachten eine Irrfahrt (Sp)nen, auf R mit Start in 0. Also S, = X7 + -+ + X,
wobei (X;);en eine Folge unabhéngiger Zufallsgrofien ist, die wir als standardisiert voraussetzen,
d.h. es gelte E[X;] = 0 und E[X?] = 1. Also ist auch S,,/\/n standardisiert. Das Standardbeispiel
ist die sogenannte einfache Irrfahrt, wo X; die Werte 1 und —1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
annimmt, und in diesem Fall kann man viele explizite Rechnungen anstellen.

Der Zentrale Grenzwertsatz sagt, dass die Verteilung von n_%Sn gegen die Standardnor-
malverteilung A konvergiert. Mit Hilfe dieses Satzes kann man auch leicht zeigen, dass die
endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses B™ = (Bt(”))te[()’l] mit

Bén) = nié (Stth + (tn - Lth)XLth+1>, ne Nat € [07 1]’

gerade gegen die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown’schen Bewegung konvergieren.
(Man beachte, dass B™ € C(]0,0)) die stiickweise lineare Interpolation der Punkte (%,TF%SZ-)
fir ¢ = 0,...,n ist, sein Graph also ein Polygonzug.) Dies legt die Vermutung nahe, dass B ™
als eine C([0, 1])-wertige Zufallsgrofle gegen eine Brown’sche Bewegung konvergieren sollte. Die
Frage, ob Verteilungskonvergenz vorliegt, wird iiblicherweise mit Hilfe des folgenden Satzes be-
handelt.

Satz 3.2.8 (Satz von Prohorov, hinreichender Teil). Sei E ein metrischer Raum, und
sei (Yn)nen eine Folge E-wertiger Zufallsgrifen. Wenn (Y3 )nen straff ist (also wenn fir jedes
e > 0 eine kompakte Menge K C E ezistiert mit sup,cyP(Y,, € K°) < €), so gibt es eine
Teilfolge (ng)ren von (n)nen und eine E-wertige Zufallsgrife Y, gegen die Yy, in Verteilung
konvergiert.

Wir wollen Satz 3.2.8 anwenden auf E' = C([0, 1]) und miissen also nur noch die Straffheit der
Folge (B™),en zeigen, denn dann folgt die Existenz eines C([0, 1])-wertigen Grenzprozesses B =
(Bt)te[0,1]7 und dieser muss die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown’schen Bewegung
haben, also selber eine sein.

Um die Straffheit zu zeigen, miissen wir uns iiber die kompakten Mengen in C([0,1]) klar
sein. Dies liefert der folgende berithmte Satz aus der Funktionalanalysis. Wir fithren die folgende
MaBgrofle fiir die Stetigkeit einer Funktion ein:

ws(f) =sup {|f(s) = f(t)|: s,t € [0,1],]s —t]| <&}, f:10,1] - R, 6 > 0. (3.2.5)

Eine Funktion f: [0,1] — R ist also genau dann gleichméfBig stetig, wenn lims o ws(f) = 0 ist.
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Satz 3.2.9 (Arzela-Ascoli). Eine Teilmenge K von C([0,1]) hat genau dann einen kompakten
Abschluss, wenn gelten:

(¢7) sup|f(0)] < o0 und (7)  lim sup ws(f) = 0.
feK 010 rek

Die Eigenschaft (ii) wird die gleichmé&Bige gleichgradige Stetigkeit von K genannt. Wenn wir
nun die Straffheit der Folge (B™),en zeigen wollen, so ist nur diese Eigenschaft zu beachten,
denn die B™ starten alle in Null. Die Aufgabe lautet also, zu jedem & > 0 eine kompakte Menge
K C C([0,1]) zu finden, so dass P(B™ € K¢) < ¢ fiir jedes n € N gilt. Diesen Punkt leistet der
Beweis des folgenden berithmten Satzes.

Satz 3.2.10 (Satz von Donsker, Invarianzprinzip). Die Folge (B™),en ist straff. Ins-
besondere konvergiert B™ fiir n — oo in Verteilung, und der Grenzwert ist eine Brown’sche
Bewegung.

Nachdem die Straffheit gezeigt worden ist, weifl man, dass (B™),cy Héufungspunkte be-
sitzt. Aber wir wussten auch schon, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen jedes dieser
Héufungspunkte die selben sein miissen, ndmlich die der Brown’schen Bewegung. Also stimmen
alle Haufungspunkte miteinander iiberein, d. h. die ganze Folge konvergiert.

Man nennt den Satz 3.2.10 auch ein Invarianzprinzip oder einen funktionalen Grenzwert-
satz. Der erste Begriff betont, dass der Grenzprozess invariant ist unter der zugrunde liegen-
den Schrittverteilung der Irrfahrt (solange sie standardisiert ist), und der zweite weist darauf
hin, dass die Aussage eine Ausweitung des Zentralen Grenzwertsatzes auf zufillige Funktionen
ist. Der Satz von Donsker kann fiir die Identifikation der Verteilungen einiger Funktionale des
Brown’schen Pfades benutzt werden (etwa die Zeit, die sie in (0,00) verbringt oder das Maxi-
mum max{B;: t € [0,1]}), wenn man dieses Funktional asymptotisch fiir die einfache Irrfahrt
explizit berechnen kann.

3.3 Eigenschaften der Brown’schen Bewegung

Die Brown’sche Bewegung B hat eine Reihe interessanter, teils angenehmer, teils komplizierter
Eigenschaften, die zum Teil durchaus auf dem ersten Blick verwirrend sein koénnen. Hier ist eine
kleine Liste der wichtigsten Eigenschaften:

Der reskalierte Prozess (%BtCQ)te[O,oo) hat die selbe Verteilung wie B, ebenso der Prozess
(tBl/t)tE[O,oo)'

B ist ein Markovprozess und besitzt sogar die starke Markoveigenschaft.

Die Pfade von B sind nirgends differenzierbar.

e Ereignisse, die in der infinitesimalen Zukunft liegen (also durch die Ereignisse jedes Zeit-
intervalls [0,¢] mit £ > 0 bestimmt werden), haben Wahrscheinlichkeit Null oder Eins.
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e Fiir t — oo approximiert B;/y/2tloglogt fast sicher jeden Wert aus [—1, 1], aber keine
anderen.

In diesem Abschnitt werden wir diese und andere Eigenschaften beweisen.

3.3.1 Skalierung und Zeitstiirzung

Eine der einfachsten Eigenschaften einer Brown’schen Bewegung B ist, dass auch —B eine ist.
Fahren wir fort mit der Skalierungs- und der Zeitstiirzungseigenschaft.

Lemma 3.3.1 (Skalierungs- und Zeitstiirzungseigenschaft). Sei B = (Bi)c(o,o0) €ine
Brown’sche Bewegung. Dann sind auch die folgenden Prozesse Brown’sche Bewegungen:

(i) (1 < Bie2)te(0,00) mit c € (0, 00),

(ii) B = (By)ic(o,00) mit By =0 und By = tB,; fir t € (0,00).

Beweisskizze. Wir benutzen Lemma 3.2.3 und miissen nur zeigen, dass die jeweiligen Prozesse
zentrierte Gaufy’sche Prozesse sind mit stetigen Pfaden, Start in Null und der Kovarianzfunktion
(s,t) — min{s,t}.

(i) Mit Hilfe der offensichtlichen Skalierungseigenschaften der mehrdimensionalen Normal-
verteilung sieht man leicht, dass (%Btc2)t€[0,oo) ein zentrierter Gaufy’scher Prozess mit Start in
Null und Kovarianzfunktion (s,t) +— min{s,t} ist, und die Stetigkeit der Pfade ist ebenfalls
offensichtlich.

(i) Dass B ein zentrierter GauB’scher Prozess ist, ist leicht zu sehen, und die Stetigkeit der
Pfade in (0, 00) ebenfalls. Fiir s,t € (0, 00) ist

Cov(By, By) = ts Cov(By/s, Byy) = ts min{1/s,1/t} = min{s, t},

also hat B die angegebene Kovarianzfunktion. Die Stetigkeit von B in Null beweist man wie
folgt. Wir schétzen ab:

lim sup B; = lim sup = Bt < limsup — B + lim sup 1 sup {Bt it €n,n+ 1]}

t10 t—oo 1 n—oo 1 n—oo
Nach dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen ist lim,, . %Bn = 0 fast sicher, denn die Zu-
fallsgrofen B; — By, By — B1,...,B, — B,_1 sind unabhéngige identisch verteilte zentrierte
Zufallsgrofien. Die Zufallsgrofien %(max[nvn +1] B — Bp) sind unabhéngig und haben jeweils die
Verteilung von %maX[OJ] B. Wir wollen das 1. Borel-Cantelli-Lemma anwenden, um zu zeigen,
dass ihr limes superior gleich Null ist. Aus dem Spiegelungsprinzip (siehe Satz 3.3.8) folgt fiir
jedes € € (0,1):

-

1
P(—( max B — Bn) > n_s) = P(maXB > nl_e) = 2P(B; > n'™%) e 2% dy
n \ [n,n+1] [0,1]

< n—l-i—e ——n2(1 5)

Da die rechte Seite summierbar iiber n € N ist, folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma, dass
lim sup,,_, %(max[n’n_s_l] B — B,) < 0 fast sicher. Also folgt limsup,_,., B; < 0. Da auch —B
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eine Brown’sche Bewegung ist, folgt auch die umgekehrte Ungleichung, liminf; Et > 0. Dies
beendet den Beweis der Stetigkeit von B in Null. O

3.3.2 0-1-Gesetz

Nun betrachten wir die sogenannte infinitesimale Zukunft. Mit (F)ic[0,00) bezeichnen wir die
durch die Brownsche Bewegung B erzeugte Filtrierung, also F; = o(Bs: s € [0,t]). Dann heifit

= A (3.3.1)
te(0,00)

die o-Algebra der infinitesimalen Zukunft: Sie enthélt alle Ereignisse, die sich vollsténdig durch
alle beliebig kleinen Zeitintervalle (0,¢) mit ¢ > 0 charakterisieren lassen. Zum Beispiel liegt das
Ereignis {lim sup, 1B, =0} in F.

Satz 3.3.2 (Blumenthals 0-1-Gesetz). Sei B eine Brown’sche Bewegung mit zugehdriger
Filtrierung (Ft)ie(o,00)- Dann besitzen alle Ereignisse in ]:ar nur die Wahrscheinlichkeiten Null
oder Fins.

Beweis. Wir betrachten Y™ = (By-njy — Ba-n)iejo,2-n) fiir n € N. Dann ist (Y"),en eine
unabhéngige Familie von Zufallsgroffen mit Werten in der Menge C(]0,27"]) der stetigen Ab-
bildungen [0,27"] — R. Die terminale o-Algebra 7 = () o (Y™ :m > n) ist nach dem
Kolmogorov’schen 0-1-Gesetz P-trivial, d. h. alle ihre Ereignisse haben nur die Wahrscheinlich-
keiten Null oder Eins. Wegen Fy = Nt (0,00) Ft = Npen Fa—n+1 = T folgt die Aussage. O

3.3.3 Holder-Unstetigkeit der Pfade

Als Anwendung des Blumenthal’schen 0-1-Gesetzes zeigen wir, dass die reskalierte Brown’sche
Bewegung B;/+/t jeden noch so groen Wert in beliebig kurzer Zeit erreicht:

Beispiel 3.3.3. Wir betrachten die Ersterreichenszeit eines Punktes K > 0 durch den Prozess
(Bt/Vt)ieo,00), also 7 = inf{t > 0: B; > K+/t}. Wir wollen zeigen, dass fast sicher 7 = 0 gilt.
Um dies einzusehen, bemerken wir, dass das Ereignis {7 < t} in F; liegt, und haben dann, dass

{r=0=({r<tyeR=7"

t>0 t>0

Nach dem Blumenthal’schen 0-1-Gesetz ist P(7 = 0) € {0, 1}. Wegen der Skalierungseigenschaft
der Brown’schen Bewegung gilt P(1 = 0) = infy~qP(7 < t) > inf;oP(B; > 2K/t) = P(B; >
2K) > 0, also scheidet die Moglichkeit P(7 = 0) = 0 aus. &

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass fast sicher lim sup, | B; / Vt > K ist fiir jedes K > 0,
also dass limsup, |, B/ V't = co. (Als eine Ubungsaufgabe miinze man diese Aussage mit Hilfe
der Zeitstiirzungseigenschaft in eine Aussage fiir grofie Zeiten um.) Mit Hilfe der Tatsache, dass
—B ebenfalls eine Brown’sche Bewegung ist, sieht man, dass auch liminf,o B;/ Vit = —oo gilt.
Insbesondere sind die Pfade fast sicher in Null nicht differenzierbar, denn lim sup; o %(Bt —By) =
oo. Dann ist auch klar, dass die Pfade fiir jedes s € (0, 00) fast sicher nicht in s differenzierbar
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sind. Diese Aussage iiber die (mangelnde) Glattheit der Pfade wird in dem folgenden Satz sehr
verstérkt.

Satz 3.3.4 (Holder-Unstetigkeit der Pfade). Sei~y € (3,00), dann gilt fiir eine Brown’sche
Bewegung B = (Bt).e(0,00) fast sicher Folgendes: Der Pfad t — By ist in keinem Punkt Holder-
stetig von der Ordnung . Insbesondere ist der Pfad auch in keinem Punkt differenzierbar.

Man beachte also, dass es eine von t unabhdngige Ausnahmemenge in dem Wahrschein-

lichkeitsraum gibt, so dass der Pfad auflerhalb dieser Menge in jedem ¢ nicht differenzierbar
ist.
Beweis. Es reicht, (Bt)te[o,l] zu betrachten. Es sei H,; die Menge aller in ¢ zum Parameter
Holder-stetigen Funktionen [0,1] — R, und es sei Hy = [J;¢[1) H~,¢- Dann ist also zu zeigen,
dass H, das Mafl Null unter der Verteilung der Brown’schen Bewegung hat, d. h. P((Bt)te[o,l] €
H,)=0.

Fiir jedes t € [0,1) und w € H,; gibt es ein ¢ > 0 und ein C' > 0 mit |ws, — wy| < C|s —t|7
fiir jedes s € [0, 1] mit |s —t| < . Wir wéhlen ein k € (27%1, 00) NN und setzen ng = |(k+1)/d].
Speziell ist dann fiir jedes n € N mit n > ng, i = |[tn] + 1 und [ € {0,... , k — 1}:

[Wiiti1)/mn = Wittty /nl < |W0Gati41)m — Wil + 1w — Wy m] < (26 +1)Cn77.
Fiir N > (2k + 1)C und n > ng liegt dann also w in der Menge

k-1

An,N,z‘ = ﬂ {w: ]w(i+l+1)/n — w(z‘—i—l)/n’ < NTL_’Y}.
=0

Wir setzen A, v = ;| An N, sowie AE\?O) = ﬂ?:no Apnyund A =y e AX}O), dann ist leicht

zu sehen, dass H., eine Teilmenge von A ist. Wegen der Unabhingigkeit der Zuwéchse und weil
die Dichte der Standardnormalverteilung durch 1 beschrénkt ist, gilt

P(B € Ann,i) = P(|Byjn| < Nn )" =P(|By| < Nn~7+3)E < @N)FpkG),
Da AE\T} ” in jedem A, y fiir jedes geniigend grofle n enthalten ist, gilt

P(B € AY?) = limsupP(B € A, y) < limsup n(QN)knk(%_V) =0,
n—oo n—oo
wobei wir die Wahl von k& beachtet haben, d.h. dass 1 + k(% —7) < 0. Da A die abzéhlbare
Vereinigung der Mengen A(N"O) mit N,ng € N ist, haben wir P((B¢)cjo1) € A) = 0. Wegen
H, C A ist der Beweis beendet. O

Bemerkung 3.3.5 (Holder-Stetigkeit). In Abschnitt 3.3.6 wird sich heraus stellen, dass die

Brown’schen Pfade Holder-stetig zu jedem Parameter v € (0, %) sind, aber nicht zum Parameter
1

7= 13- ©

3.3.4 Die starke Markoveigenschaft

Um die Markoveigenschaft zu formulieren, benétigen wir den Begriff einer Brown’schen Bewe-
gung, die in einem festen gegebenen Punkt x € R startet. Nichts leichter als das: Wir nennen
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P, das MaB, unter dem B = (B¢)¢>0 eine in x gestartete Brown’sche Bewegung ist. Also ist
P,-fast sicher (B; — x);>0 eine Brown’sche Bewegung im Sinne der Definition 3.1.1. Man spricht
oft von der Brown’schen Bewegung als der Familie (B, (P,)er) oder sogar (2, F, (Py).er, B),
wenn man den Wahrscheinlichkeitsraum betonen mdchte. Dann ist die (gewohnliche) Markovei-
genschaft leicht zu formulieren und auch leicht zu beweisen (als Ubungsaufgabe):

Lemma 3.3.6 (Markoveigenschaft). Sei B eine Brown’sche Bewegung, und seit > 0. Dann
ist der Prozess (Bsyt — Bt)se[o,oo) ebenfalls eine Brown’sche Bewegung, und sie ist unabhdngig
von (Bs)selo,- Insbesondere gilt fir allen € N, alle 0 < t1 < ta < .-+ <ty < tyq1 und jede
messbare Menge A C R fast sicher:

I[”(Btn+1 € A| By,... ,Btn) = ]P(Btn+1 €A| Btn) =Pp, (Bi,y1—tn € A).

Mit anderen Worten, zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 kann man die Bewegung stoppen und neu
los laufen lassen. Sie muss nur wissen, wo sie gerade zum Zeitpunkt ¢ ist, dann verhélt sie sich
wie eine Brown’sche Bewegung mit diesem Startpunkt und hat alles, was vor dem Zeitpunkt ¢
war, vergessen.

Nun wollen wir diese Stopp-Eigenschaft auch fiir zuféillige Zeiten 7 an Stelle von ¢ haben. Dies
kann aber nur klappen, wenn 7 nicht in die Zukunft sehen kann, also wenn sie eine Stoppzeit
ist. Die Definition dieses Begriffes in stetiger Zeit ist wie bei diskretzeitigen Prozessen: Eine
[0, oo]-wertige Zufallsgrofie T heifit eine Stoppzeit, falls fiir jedes ¢ > 0 das Ereignis {7 < ¢} in
der o-Algebra F; = o(Bs: s € [0,t]) liegt. Die o-Algebra F, = {A € F: An{r <t} € F}

enthélt alle Ereignisse, die vor dem Eintreffen der Stoppzeit 7 liegen.

Dann koénnen wir die starke Markoveigenschaft der Brown’schen Bewegung beweisen:

Satz 3.3.7 (Starke Markoveigenschaft). Sei B eine Brown’sche Bewegung, und sei T eine
fast sicher endliche Stoppzeit. Dann ist der Prozess (Byyr—Br)ic(o,00) €benfalls eine Brown’sche
Bewegung, und sie ist unabhdngig von (BS)SE[O,T]' Genauer gesagt, es gilt fiir jede beschrinkte
messbare Funktion F: RI%%) — R und fiir jedes = € R:

Ez [F((Bitr)iclo,0)) | Fr] =EB,[F(B)]  Po-fast sicher. (3.3.2)

Beweisskizze. Die Gleichung (3.3.2) muss man nur fiir beschréinkte stetige Funktionen F' zeigen,
die nur von endlich vielen Koordinaten t4,...,¢, abhéngen, denn die Verteilung des Prozesses
wird durch die Gesamtheit aller dieser Koordinatentupel bestimmt. Wir betrachten also nur
eine Funktion F' von der Form F(B) = f(By,...,By) mit 0 < ¢; < --- < ¢ty und einem
beschrinkten stetigen f: RV — R.

Die Abbildung x — E.[F(B)] = Eo[f(Bt, + ,..., Bty + )] ist offensichtlich stetig und
beschriankt. Wir approximieren 7 mit 7, = 27"[2"7+ 1. Dann gilt 7,, | 7 fast sicher fiir n — oo,
also auch B;, — B;. Auflerdem ist 7, eine Stoppzeit. Fiir festes n € N schranken wir nun B
ein auf die Zeitmenge aller positiven ganzzahligen Linearkombinationen von 27" ¢1,..., ¢ty und
benutzen, dass dieser Prozess in diskreter Zeit eine Markovkette auf R ist. Also haben wir

E, [F((BTnth)te[O,oo)) | ]:Tn] =E, [f(BTn+tl’ s ’BTn+tN) | ]:Tn] = EB-rn [f(Btu s 7BtN()] . )
3.3.3
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Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen Ep_[f(Bi,,. .., Bty)]. Aufgrund der Stetigkeit
konvergiert F'((Br,+¢)te[0,00)) fast sicher und in L' gegen F((Br4t)ieo,00)), also folgt

lim EJ:[F((BTm-i-t)te[O,oo)) | Fr.] = Ew[F((BT—i—t)te[O,oo)) | Fr,] in £,

m—0o0
gleichmaflig in n € N. Ferner fallt die Folge der o-Algebren F,, fiir n — oo gegen die o-Algebra

-7:7—+: ﬂ .7:0,

o>T1 Stoppzeit

die die o-Algebra F. iibrigens enthélt. Nun muss der Konvergenzsatz fiir sogenannte Riickwérts-
martingale angewendet werden, den wir in Kapitel 1 nicht behandelten. (Es handelt sich hier
um eine Version des Doob’schen Konvergenzsatzes 1.4.3.) Dieser liefert

EBT [F(B)] = nhjgo EJ: [F((B'rn-l—t)te[o,oo)) ‘ f’rn] = nh—{go Ex [F((Br—i—t)te[o,oo)) ‘ an]
=E, [F((Br—i—t)te[o,oo)) ‘ f’r-i-] .

Da die linke Seite dieser Gleichung F,-messbar ist, kann auf der rechten Seite F,; durch F;
ersetzt werden. Dann landen wir bei (3.3.2), und der Beweis ist beendet. U

Eine schone und niitzliche Anwendung gibt uns die Moglichkeit, die Verteilung des Maxi-
mums des Pfades bis zu einem festen Zeitpunkt zu identifizieren:

Satz 3.3.8 (Spiegelungsprinzip). Fiir jedes T > 0 und a > 0 gilt

P(tr&% B, > a) = 9P(Br > a). (3.3.4)

Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft (siche Satz 3.3.1(i)) kénnen wir 7' = 1 annehmen.
Sei 7 = inf{t > 0: B; > a} A 1 die Ersterreichenszeit von a, nach oben abgeschnitten bei 1.
Dann ist die linke Seite von (3.3.4) gleich P(7 < 1).

Falls 7 < 1, also falls B den Punkt a im Zeitintervall [0, 1) erreicht, so kann man den Pfadteil
(Bt)te[r,1) um seinen Startpunkt B, = a herum spiegeln, so dass man einen Pfadteil (B}).c(r1
erhilt, der also zum Zeitpunkt 1 in B} = a + (a — By) = 2a — By landet. Aufgrund der starken
Markoveigenschaft und der Stetigkeit der Pfade ist der gespiegelte Pfad eine in a startende
Brown’sche Bewegung, die unabhéngig ist von (Bt)tE[O,T]' Er endet also mit Wahrscheinlichkeit
% in (a,00), sonst in (—oo,al. Die Spiegelung ist eine bijektive Abbildung von {7 < 1, B1 < a}
auf {B; > a}. (Die Umkehrabbildung erhilt man leicht, indem man am Zeitpunkt 7 den spéteren
Pfadteil zuriickspiegelt.) Leicht ist auch zu sehen, dass die Spiegelung die Verteilung erhélt, also
die Wahrscheinlichkeiten nicht veréndert. Daher ist P(7 < 1, B; < a) = P(B; > a). Wegen des
obigen Arguments ist P(1 < 1, By < a) = P(7 < 1, B; > a) = 1P(7 < 1). Dies zeigt (3.3.4). O

Bemerkung 3.3.9 (Alternativer Beweis). Das Spiegelungsprinzip kann auch bewiesen wer-
den, indem man die diskrete Variante fiir die einfache Irrfahrt auf Z beweist (die Aussage und
der Beweis sind analog zum Obigen) und dann einen reskalierten Grenziibergang im Geiste des
Donsker’schen Invarianzprinzips (Satz 3.2.10) durchfiihrt. <&
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Bemerkung 3.3.10 (Ersterreichenszeiten). Mit Hilfe der Maxima und Minima kann man
auch die Verteilung der Ersterreichenszeiten

T, =inf{t > 0: By = a}
leicht errechnen, denn fiir @ > 0 haben wir {7, > t} = {maxco 4 Bs < a}. <&

Dass das Spiegelungsprinzip niitzlich ist, liegt auch daran, dass man die Wahrscheinlichkeit
auf der rechten Seite von (3.3.4) elementar und klar in beide Richtungen abschétzen kann:

Lemma 3.3.11. Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsgrofie. Dann gilt fiir jedes a > 0:

L _a 4o P(X >a) < L1

V2r 1+ a? T T V2ma

Beweis. Der Beweis der ersten Ungleichung ist eine Ubungsaufgabe. Die zweite sicht man zum
Beispiel so ein:

P(X > a) = —— /OO 14y < /OO 3t gp = L L
a) = e x - ze T = —e .
o 2 Ja T \2ma J, V2T a

[V

0

Als eine Anwendung des Spiegelungsprinzips identifizieren wir die Verteilung des Zeitpunkts
des letzten Besuchs in Null vor einem gegebenen Zeitpunkt:

Satz 3.3.12 (Lévy’sches Arkussinus-Gesetz). SeiT > 0 und (p = sup{t € [0,T]: By = 0}.
Dann gilt

P(¢r <t) = %arcsin Vit/T, t € [0,T].

Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft reicht es, den Beweis nur fiir 7' = 1 zu fiithren. Wir
schreiben ( statt (7. Mit Hilfe der Markoveigenschaft, der Tatsache, dass B und —B die selbe
Verteilung haben, der Stetigkeit der Pfade und des Spiegelungsprinzips erhalten wir fiir jedes
te[0,1]

P(¢ <t) =P(B, # 0 fiir jedes s € [¢,1])

= / P(Bs # 0 fiir jedes s € [t, 1] ! By = a)P(B; € da)
R

= / Pjq)(Bs > 0 fiir jedes s € [0,1 — {]) P(B; € da)
R

= / IP’< sup B < ]a\) P(B; € da)
R se[0,1-¢]

= / ]P’(’Bl_t’ < \a!)IP’(Bt S~ da)
R
= P(|B1| < |Bil),

wobei B eine zweite, von B unabhéingige Brown’sche Bewegung ist. Wir schreiben die beiden un-
abhéngigen ZufallsgroBen B,_; und By als v/1 — tX und /1Y, wobei X und Y zwei unabhingige
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standardnormalverteilte Zufallgréfien sind. Dann kénnen wir weitermachen mit
P(¢ <t)=P(VI—tX| < VtY|) =P(X? < t(X* +Y?))

1
or Ju / dy e_%($2+y2)ﬂ{12§t(12+y2)}'
R R

:27r

Durch Polarkoordinatentransformation errechnet sich das letzte Integral als

1 oo 2 2
P <t) /0 dr re_%TQ/O do Uy (in p)2<sy = - arcsin /1.

= :%

O

Bemerkung 3.3.13 (Ein anderes Arkussinus-Gesetz). Die Verteilung eines weiteren Brown’-
schen Funktionals lésst sich als die Arkussinus-Verteilung identifizieren, und zwar die von

1
52/0 1B, e(0,00)} At

der Zeit, die die Brown’sche Bewegung im Zeitintervall [0, 1] im positiven Bereich verbringt. Man
kann zeigen, dass

2
P <t)= - arcsin v/t, t€0,1].

Ein moglicher Beweis geht iiber das Donsker’sche Invarianzprinzip (Satz 3.2.10) und die Ap-
proximation mit der einfachen Irrfahrt (S,)nen,: Mit Hilfe elementarer kombinatorischer Ideen
kann man zeigen, dass fiir die Zufallsgrofie Xo,, = #{i € {0,...,n}: Sy;—1 > 0} gilt:

IP’(XQn = k) = UgkU(n—k)s ke{0,...,n},n €N,

wobei ug, = 272k (%f) Mit Hilfe der Stirling’schen Formel erhélt man die Asymptotik ugy ~
1/V/7k fiir k — oo, also kann man mit ein wenig Arbeit zeigen, dass die Zufallsgrofie %Xgn in
Verteilung gegen die Arkussinus-Verteilung konvergiert.

Die Zufallsgroe %Xgn kann als ®(B™) geschrieben werden, wobei die stiickweise lineare
Funktion B™ durch B;% = S,;/v/n definiert ist und wir ®(f) = fol I f(1)e(0,00)y dt gesetzt haben.
Da nach dem Donsker’schen Invarianzprinzip B™ gegen B in Verteilung konvergiert und da die
Menge der Unstetigkeitsstellen von ® unter dem Wiener-Mafl die Masse Null hat (hier muss ein
wenig gearbeitet werden), konvergiert auch die Verteilung von %Xgn = ®(B™) gegen ®(B) = ¢£.
Also hat ¢ die Arkussinus-Verteilung. &

3.3.5 Das Gesetz vom Iterierten Logarithmus

In Beispiel 3.3.3 haben wir gesehen, dass fast sicher limsup, Bi/\/t = oo gilt. Da nach
Satz 3.3.1(ii) (¢B1¢)i>0 auch eine Brown’sche Bewegung ist, gilt also auch

B
lim sup = o fast sicher.
t—o0 \/%
(Da B und —B die selbe Verteilung haben, gilt natiirlich auch liminf, ., B/ Vit = —oo fast
sicher.) In diesem Abschnitt wollen wir die Skalierungsfunktion /¢ durch eine andere ersetzen,
so dass der limes superior endlich wird und positiv bleibt.
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Satz 3.3.14 (Gesetz vom Iterierten Logarithmus). Es gilt

B
lim sup i 1 fast sicher. (3.3.5)

t—oo /2tloglogt a

Beweis. ‘<’: Es reicht, fiir jedes @ > 1 zu zeigen, dass limsup,_,., By/+v/2tloglogt < « fast
sicher gilt. Sei also o > 1, und wir setzen f(t) = 2a?loglogt. Wir betrachten die Folge t,, = a™.
Nach dem Spiegelungsprinzip (Satz 3.3.8), zusammen mit Lemma 3.3.11, gilt

P( sup B> Vi) <P(52 swp B> VI@/a) <[5 e d

$€[tnrtni1] 5€[0,tn41] f(tn+1)
a
= (loga)™¢ n- ¢
( ) f(tn-l—l)
(3.3.6)
Man beachte, dass
f(tn) _ iy
2——alog(nloga)—alogn+alogloga—>oo fiir n — oo.
a

Also ist die rechte Seite von (3.3.6) summierbar iiber n € N. Daher liefert das Erste Borel-
Cantelli-Lemma, dass das Ereignis {sup,cp, +,,,] Bs > Vtnf(tn)} fast sicher nur fiir endlich
viele n eintritt. Also gilt die umgekehrte Ungleichung fast sicher fiir fast alle n € N. Da die
Abbildung t — +/tf(t) steigend ist, folgt fast sicher fiir alle geniigend groflen ¢t € (0, 00), dass

By < sup By < \/tpf(tn) < VEf(2)

Se[tnytn+l]

gilt, wobei n € N so gewihlt wurde, dass t € [t,, t,+1]. Dies zeigt, dass

1 > limsup By /+/tf(t) = limsup B;/+/2a2tlog log t,

t—o0 t—o0

und der Beweis von ‘<’ ist beendet.

‘>’: Wieder fixieren wir ein « > 1 und betrachten die Folge der t,, = a”. Diesmal wird «
sehr grofl gewihlt werden. Setze 8 = a/(a — 1) € (1,00) und g(t) = % loglogt. Wihle ng so
grof}, dass [g(ty,) > 1 fiir alle n > nyg gilt. Man beachte, dass t,, —t,,—1 = t,,/3. Deshalb erhalten
wir aus der Brown’schen Skalierungseigenschaft und Lemma 3.3.11, dass

1

— — \/ 1 1 —3B9(tn)
P(Btn By, | > tng(tn)) P(By > \/Bg(ty)) > Nord g(tn)e Bt
_ L1 L s
Nrd (log ) o) n .

Also ist die linke Seite nicht summierbar iiber n € N. Die betrachteten Ereignisse sind un-
abhéngig, also liefert das Zweite Borel-Cantelli-Lemma, dass die Ungleichung fast sicher fiir
unendlich viele n € N eintritt, d. h. es gilt fast sicher

By, — By, , > \/tng(tyn) fiir unendlich viele n € N. (3.3.7)
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Man beachte, dass
. tng(tn) T tn 10g IOg tn -
lim ——————— = lim =
n—oo t,,_19(tn—1) n—oot,_1loglogt, 1

AuBdem wissen wir, da ja in (3.3.5) die Ungleichung ‘<’ schon bewiesen worden ist, dass fiir
jedes e > 0 fast sicher gilt (man gehe von B zu —B iiber):

By, , > —(1+¢e)a"2/2t,loglogt,, fiir fast jedes n € N. (3.3.8)
Wenn wir (3.3.7) und (3.3.8) kombinieren, erhalten wir

1 -1
lim sup — —(Q+e)a V2= e (14¢e)a"1/2,

By, -
n—oo /2ty loglogt, ~ B a
Nun lassen wir @ — 0o gehen und sehen, dass die rechte Seite gegen Eins konvergiert. Das
beendet den Beweis. O

Mit Hilfe der Stiirzungseigenschaft (Satz 3.3.1(ii)) erhalten wir leicht ein Gesetz des Iterier-
ten Logarithmus fiir kleine Zeiten:
Korollar 3.3.15. FEs gilt fast sicher

B
lim sup ! =1

tlo  +/2tloglog(1/t)

3.3.6 Der Lévy’sche Stetigkeitsmodul

Aus dem Gesetz des Iterierten Logarithmus folgt, dass der Pfad mit Wahrscheinlichkeit Eins
in Null nicht Holder-stetig mit Parameter v = % ist. Nun wollen wir die schwierigere Frage
stellen, was die Giite der gleichméfiigen Stetigkeit der Pfade mit Wahrscheinlichkeit Eins auf
einem ganzen Zeitintervall ist, etwa auf [0,1]. Mit anderen Worten, wir wollen die fast sichere
Asymptotik von wgs(B) fiir § | 0 bestimmen, wobei wg(f) in (3.2.5) eingefiihrt wurde. Es stellt
sich heraus, dass ws(B) wiederum von der Groéflenordnung V26 ist, diesmal aber mit einer

anderen logarithmischen Korrektur als im Gesetz des Iterierten Logarithmus.

Satz 3.3.16 (Lévy’scher Stetigkeitsmodul). Mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt

a; _s1 |Birs — B
lim sup ietog Bres = Bil ) (3.3.9)
510 24 log(1/9)

Insbesondere ist der Pfad (Bt)te[o,l] fast sicher nirgends Holder-stetig mit Parameter v = %,

aber er ist fast sicher Holder-stetig mit jedem Parameter v € (0, %)

Beweisskizze. Zunichst zeigen wir, dass die linke Seite von (3.3.9) nicht kleiner als Eins ist.
(Dies ist die leichtere Aufgabe, da wir nur eine geeignete Teilfolge d,, | 0 konstruieren miissen.)
Wir kiirzen ab: g(§) = /2d1log(1/6) und setzen 6, = 27 ™. Sei € > 0 klein, dann reicht es zu
zeigen, dass der Limes Superior der linken Seite von (3.3.9) mit 6 = 4, = 27" nicht kleiner als
1 — ¢ ist. Zunéchst sieht man, dass

Ap = {te[()rﬁfi}é—n} | Biio—n — Bi| < (1 —¢)g(2 )}

- {keNf(g{ag<<2n (Bte+1)2-m — Bra—n) < (1 — 5)9(2_n)}-
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Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der Zuwichse, der Tatsache, dass on/ 2By—n ~ N, der Abschiitzung
1 —2 <e ™ und von Lemma 3.3.11 konnen wir die Wahrscheinlichkeit von A,, abschétzen:

n

2
P(4,) < (1= P(By-r = (1-2)g(2™)))

< exp ( —2"N([(1 — €)y/2nlog 2, oo)))
2" (1-¢)y2nlog2 e—(l—e)inogQ)
V2r 1+ (1 —¢)22nlog?2

< exp ( _ %2(25—52)71)’

wobei C' > 0 nur von ¢ abhéngt. Da die rechte Seite fiir geniigend kleines € > 0 summierbar
tiber n ist, folgt aus dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma, dass A,, fast sicher nur fiir endlich viele
n eintritt, d. h. P(limsup,,_,., A,) = 0. Dies zeigt, dass der Limes Superior der linken Seite von
(3.3.9) mit § = J,, = 27" nicht kleiner als 1 — ¢ ist, und beendet den Beweis von ‘>’ in (3.3.9).

Wir bringen hier nicht den vollen Beweis von ‘<’ in (3.3.9), sondern beweisen nur, dass fiir
jedes € > 0 gilt:

<exp

n__ B ; -n — B -n
max max By il <1+e¢, fiir fast jedes n € N, (3.3.10)
keN: k<2nd i=0 g(k27")

wobei § > 0 mit € > %g — 1 gewdhlt wurde. Mit anderen Worten, wir beweisen die Stetigkeits-

aussage in (3.3.9) nur fiir bindr-rationale ¢ und §. Mit einer geeigneten Approximationstechnik
(die keine wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen benétigt) verstérkt man (3.3.10) zu
(3.3.9), worum wir uns hier aber nicht kiimmern wollen.

Nach dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma ist nur die Summierbarkeit der Wahrscheinlichkeit
fiir das Komplement des Ereignisses in (3.3.10) iiber n € N zu zeigen. Dies machen wir mit
dghnlichen Hilfsmitteln wie im ersten Teil des Beweises wie folgt. Fiir jedes n € N gilt

n__ B I -n Bl -_n
IP’( max %nau}lz| (i4k)2 2 ‘ 21—|—6)
keN: k<2nd i=0 g(k2—")
2lnél gn_j 9 0o
1.2
< —/ e 2% dx
; ; V2T J(14e)y/210g(27 k) (3.3.11)
9lnd) o
2 1 2 n
< on ef(lJrs) log(2™ /k) dz
]; V2m (14 ¢)y/2log(2"/k)
C

on 277,6 2—n(1—6)(1+5)2

=m

fiir ein geeignetes, nur von ¢ und ¢ abhéngiges C' > 0. (Die letzte Abschitzung erhélt man, indem

man k durch 27 abschiitzt und zusammenfasst.) Nun beachte man, dass wegen & > % —1 gilt:

(1—5)(1+a)2>(1—5)%>(1+5)2>1+5.

Also ist die rechte Seite von (3.3.11) summierbar, und der Beweis von (3.3.10) ist beendet. [
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Die jeweiligen Kapitel in [Fe68] und [KI106] iber Martingale sind gute Einfiihrungen in das
Thema. Eine ausfiihrliche Behandlung ist [Wi91]. Gut lesbare Einfiithrungen in die Brown’sche
Bewegung sind das (nicht mehr erhéltliche) Biichlein [Pa84] und das entsprechende Kapitel aus
[K106]. Eine enorme Fiille von Material iiber die Brown’sche Bewegung sowie iiber Martingale
in stetiger Zeit (mit knappen Beweisen) findet man in [KS91], [Du84], [Wi91] und [RY99]. Die
allgemeine Theorie der Stochastischen Prozesse wird in [GS75] wiedergegeben.
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