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Vorwort

Die ist das Skript zu einer vierstiindigen Vorlesung iiber die Theorie der Groflen Abweichungen,
gehalten im Wintersemester 2004/05 und im Sommersemester 2006 am Mathematischen Institut
der Universitéit Leipzig.

Die Theorie der Groflien Abweichungen ist ein Zweig der Wahrscheinlichkeitstheorie, der sich
mit der Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten sehr seltener Ereignisse befasst. Die exponenti-
elle Abfallrate dieser Wahrscheinlichkeiten wird in Termen einer Variationsformel ausgedriickt,
deren Wert und deren Minimierer meist interessante Riickschliisse auf die betrachteten Ereig-
nisse zulassen. Erste spezielle Ergebnisse wurden in den 1930er Jahren von Cramér und Sanov
erzielt, aber eine weit reichende Fundierung fand erst in den 1970er Jahren statt, als Donsker
und Varadhan bzw. Freidlin und Wentzell geeignete abstrakte Formulierungen eines Prinzips
Grofier Abweichungen fanden und sogleich auf eine Anzahl interessanter Modelle anwendeten.
Sie hatten erkannt, dass diese neu geschaffene Theorie sehr gut geeignet ist, um gerade in der
Statistischen Mechanik entscheidende Beitrédge zu erbringen. Seitdem wéchst die Liste der Mo-
delle und Gebiete, in denen die Theorie adaptiert und eingesetzt wird, selber exponentiell, und
ein Ende ist nicht abzusehen. Als Beispiele seien hier nur erwahnt: Statistik, Ergodentheorie und
Informationstheorie.

Durch das routineméflige Auftreten von Variationsformeln werden die Variationsrechnung
und auch andere Bereiche der Funktionalanalysis, etwa Konvexe Analysis, zu eng verwandten
Gebieten, und dieses Skript streift auch ein paar Themen aus diesen Gebieten, jedoch nur soweit
es unvermeidbar ist. Beweise aus diesem Gebiet werden nur gebracht, sofern sie zum Verstdndnis
der probabilistischen Seite beitragen.

Wir werden besonderen Wert auf Anwendungen legen und viele Modelle einfiihren und
erldutern, in denen die Theorie der Grofien Abweichungen einen entscheidenden Beitrag leistet.
Teilweise werden wir die aktuelle Forschung erreichen. Wegen des grofien technischen Aufwandes,
der oft nétig ist, werden wir hier allerdings nicht alle Details hier ausbreiten konnen, aber wir
werden jeweils das Verstéindnis fiir das Modell und seine Behandlung schaffen.

Dieses Skript basiert zu einem grofien Teil auf den beiden Monographien von den Hollan-
der [dHO0] und Dembo/Zeitouni [DZ98], aber auch auf Notizen von fritheren Vorlesungen von
N. Gantert und J. Girtner, denen ich hiermit sehr herzlich danke fiir deren Uberlassung. Im
Sommersemester 2006 wurde der vorliegende Text durchgesehen, korrigiert, verbessert und leicht
erweitert. In diesem Zusammenhang mdochte ich mich fiir die Hilfe Frau Griiningers (Miinster)
herzlich bedanken.

Leipzig, im Juni 2006

Wolfgang Konig






Kapitel 1

Einfiihrung und der Satz von Cramér

Wir beginnen in Abschnitt 1.1 mit der Betrachtung einer Standardsituation, die oft von Interesse
ist und an Hand derer wir in die Problematik der Theorie der Groflen Abweichungen einfiihren.
Dann geben wir in Abschnitt 1.2 einen kleinen Uberblick iiber die Themen dieser Vorlesung und
in Abschnitt 1.3 ein paar Hilfsmittel. Ein erstes Hauptergebnis, der Satz von Cramér, wird in
Abschnitt 1.4 vorgestellt, und eine Variante davon in Abschnitt 1.5.

1.1 Eine grundlegende Problematik

Seien X1, Xo,... unabhéngige und identisch verteilte reellwertige Zufallsgréfen, deren Varianz
o? existiert und deren Erwartungswert E[X] gleich Null ist. Wir betrachten die Partialsummen-
folge (Sp)neny mit S, = > | X; und mdchten ihr Verhalten fiir grofie n diskutieren. In praktisch
allen einfithrenden Texten iiber Wahrscheinlichkeitstheorie werden die folgenden asymptotischen

Aussagen behandelt:

das Schwache Gesetz der Grofien Zahlen:  lim P(‘%Sn‘ > 5) = 0 fiir jedes € > 0,
das Starke Gesetz der Grofien Zahlen: IP’( lim %Sn = 0) =1,

1 c
der Zentrale Grenzwertsatz — lim IP’(LSH < C> = e~ %2/2 4
n—oo Vno? 27 o

fiir jedes C' € R.

Wihrend diese klassischen Aussagen das ‘iibliche’, das ‘normale’ Verhalten von S, beschreiben,
will die Theorie der Groflen Abweichungen das ‘untypische’, das Abweichungsverhalten analysie-
ren. Genauer gesagt, einer der Hauptgegenstinde dieser Theorie ist die asymptotische Analyse
der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {%Sn >z} bzw. {%Sn < —z} fiir n — oo, wobei z > 0.
Im Starken Gesetz der Grofien Zahlen werden zwar gleichzeitig diese beiden Abweichungen be-
trachtet, aber man ist dort zufrieden mit der lapidaren Aussage, dass diese Wahrscheinlichkeit
gegen Null konvergiert. Im Zentralen Grenzwertsatz entspriche dies der Wahl C' = —x+/n, iiber
die allerdings dort keinerlei Ausagen gemacht werden.

Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten Annahmen an die Integrierbarkeit der X; diese
Wahrscheinlichkeit sogar exponentiell abféllt, also

]P)(%Sn > ac) ~ e (@) und P(%Sn < —x) ~ e_"l(_x),
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wobei I(x) bzw. I(—z) die Rate dieses exponentiellen Abfalls ist. Dies sieht man auf folgende
Weise leicht ein. Setzen wir voraus, dass alle exponentiellen Momente der X; existieren, also
dass

o(t) = E[e"1] < 00 fiir jedes t € R. (1.1.1)

Die Funktion ¢ nennt man die Momenten erzeugende Funktion' der X;. Dann kénnen wir fiir
beliebiges ¢t > 0 mit Hilfe der Markov-Ungleichung folgendermaflen abschétzen:

P(Sn > na) = P(etS" > ") < e*t”mE[etS"] = e T ()" = e lteTlos ()] (1.1.2)

Um die beste Abschitzung zu erhalten, optimieren wir iiber ¢ und bekommen

1
limsup — log P(S, > nx) < —sup [tz — log(t)], x> 0. (1.1.3)

n—oo N t>0

Das optimale ¢t = t,, ist charakterisiert durch die Bedingung

E[X;ef+X1]
z = (lo "(tz), also r=————
(log )’ (tz) E[cX1]
Mit anderen Worten: Wenn die Verteilung von X transformiert wird mit der Dichte e=*1 /p(t,),
so hat diese neue Verteilung den Erwartungswert x. Dies gibt dem Maximierer ¢, eine probabi-
listische Bedeutung.

Die Technik, mit der wir in (1.1.2) eine obere Schranke erhielten, ist fundamental fiir die
Theorie der Groflen Abweichungen und wird manchmal auch die exponentielle Tschebyschev-
Ungleichung oder einfach nur Tschebyschev-Ungleichung genannt. Wir werden in Satz 1.4.3
sehen, dass sie auf der exponentiellen Skala scharf ist, d. h., dass die rechte Seite von (1.1.3) auch
eine untere Abschitzung ist. Auflerdem werden wir in Lemma 1.4.1 sehen, dass das Supremum
auch iiber ¢t € R erstreckt werden kann, ohne den Wert zu #dndern, denn das optimale ¢, ist
positiv fiir x > 0. Daher ist die Funktion

I(x) = ilellg [tz —log ¢(t)], z €R, (1.1.4)

von grofler Bedeutung. Man nennt I die Legendre- Transformierte von log ¢, und log ¢ wird oft
die Kumulanten erzeugende Funktion® der X; genannt. Wir werden uns diesen beiden Funktionen
in Abschnitt 1.4 ausfiihrlich widmen.

Beispiel 1.1.1 (Miinzwurf). Eine der simpelsten nichttrivialen Verteilungen der X ist die
Bernoulli-Verteilung mit Parameter %, d.h. X; nimmt den Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit %
an und sonst den Wert 0. (Wir haben darauf verzichtet, die X; zu zentrieren.) Dann kann man
leicht zeigen, dass fiir jedes x > % gilt:

1
lim —logP(S,, > nx) = —I(x), (1.1.5)

n—oo N

"Der Wert M, = ¢ (0) nennt man das r-te Moment von X;. Man hat dann die Entwicklung ¢(t) = 300 ) 2= ¢
fiir jedes ¢ im Inneren des Konvergenzbereichs.
2Den Wert K, = (log ¢)™ (0) nennt man die r-te Kumulante von X;. Man hat dann die Entwicklung log ¢(t) =

>t %t’" fiir alle ¢ im Inneren des Konvergenzbereichs.
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wobei I(x) = log2+xlog x+(1—x)log(1—=) fiir € [0,1] und I(z) = +oo sonst. Dies sieht man
folgendermaflen ein. Es reicht, z € (%, 1] zu betrachten. Dann ist P(S,, > nz) = 27" Zkan (2),
und wir kénnen abschétzen

27" max (Z) <P(S, > nx) < (n+1)27" max <Z>

k>zn k>an
Das Maximum wird in k& = [zn| angenommen, und Stirlings Formel
nl = n"e"V2mn (1 + o(1)), n — 0o, (1.1.6)
liefert

n—oo N

1 n
lim — loglrcgzg(l (kz) = —zlogx — (1 — x)log(1l — x).

Daraus folgt (1.1.5) leicht. Aus Symmetriegriinden gilt auch limy .o £ logP(S, < nz) = —I(z)
fiir z < %, denn [ ist symmetrisch um % herum. Die Funktion I ist konvex in [0, 1] mit eindeu-
tigem Minimum in % mit [ (%) = 0, und 7 hat in 0 und in 1 den Wert log2 mit unendlicher
Steigung.

Die Aussage in (1.1.5) ist ein Spezialfall des Satzes von Cramér, den wir in Abschnitt 1.4
behandeln werden. &

Fassen wir ein paar fundamentale Aspekte dieses Beispiels zusammen:

1. Die Theorie der Grofien Abweichungen analysiert hier exponentielle Abfallraten von Er-
eignissen der Abweichungen vom Gesetz der Grofien Zahlen.

2. Eine obere Schranke erh#lt man durch eine ‘exponentielle’” Anwendung der Markov-Unglei-
chung.

3. Diese obere Schranke ist durch eine nichttriviale Optimierungsaufgabe gegeben, die von
der gesamten Verteilung der X; abhéngt.

4. Der Maximierer in der Optimierungsaufgabe besitzt eine probabilistische Bedeutung via
eine gewisse exponentielle Transformation.

Bemerkung 1.1.2. (i) Eine (durch nichts gerechtfertigte) Anwendung des Zentralen Grenz-
wertsatzes auf C' = —zo?y/n wiirde eine exponentielle Abfallrate fiir ]P’(%Sn < —m) geben,
die exakt quadratisch in x ist. Diese Rate ist jedoch in praktisch allen Féllen nicht die
richtige, wie wir in Satz 1.4.3 sehen werden.

(i) Andersherum kann man aus einer Aussage von der Form lim, . LlogP(S, ~ nz) =
—I(z) mit einer Ratenfunktion 7, die in ihrem Minimumspunkt Null zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist und I"”(0) > 0 erfiillt, formal auf das méogliche Vorliegen eines Zentralen
Grenzwertsatzes schliefen: I erfiillt die Taylor-Approximation I(z) = I(0) + =I'(0) +
%21”(0)(1 +o(1)) = %21”(0)(1 + o(1)) fiir  — 0, und man kann die folgende (sehr grobe)
heuristische Rechnung anstellen:

Sn N o el @/vR) _ k(@RI (0)(1+o(1) _ —La?1"(0)
IP)(\/ENx)Ne =e "2 =e 2 (1+0(1)), n — oo.
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Also kann man vermuten, dass S, /v/n in Verteilung gegen die Normalverteilung mit Va-
rianz 1/1”(0) konvergiert, aber die Aussage lim, .o 2 log P(S, ~ nz) = —I(z) ist viel zu
grob, um einen Beweis zu liefern.

(iii) Aus einer Abschitzung wie in (1.1.3), zusammen mit einer analogen fiir P(15, < —z),
erhilt man als Folgerung direkt das Schwache Gesetz der Groflen Zahlen.

(iv) Insbesondere wissen wir, dass (unter der Annahme in (1.1.1)) gilt:

ZIP’(%Sn > x) < 00 und Z]P’(%Sn < —x) < o0, x> 0.
neN neN

Es ist eine elementare Ubungsaufgabe, daraus mit der Hilfe des Lemmas von Borel-Cantelli
das Starke Gesetz der Grofien Zahlen herzuleiten (s.o.). Auf analoge Weise werden wir in
anderen Zusammenhéingen Aussagen der Groflien Abweichungen anwenden, um fast sichere
asymptotische Aussagen abzuleiten.

<

1.2 Ausblick

Wie wir im Abschnitt 1.1 motiviert haben, werden wir in dieser Vorlesung prézisieren, wie wir
die asymptotische Aussage

S, ~ x) ~ e @) n — 0o,

exakt formulieren und beweisen, und dies ist eine der Grundaufgaben der Theorie der Groflen
Abweichungen. Eine zweite fundamentale Aufgabe besteht in der asymptotischen Auswertung
exponentieller Integrale von %Sn. Wir werden priégzisieren, wie eine Aussage der Form

E[enF(%Sn)] ~ ensupz[F(J:)—I(x)]’ n — oo,

zu verstehen ist, und unter welchen Voraussetzungen sie gilt. Ferner wollen wir die bisher umris-
senen Aufgabestellungen in mehrere Richtungen erweitern und verallgemeinern, und zwar unter
Anderem auf

1. Zufallsgrofen X; mit Werten im R? oder einem abstrakten, allgemeineren Raum,
2. Summen von eventuell nicht unabhéngigen Zufallsgrofien X,

3. Betrachtung des empirischen Mafes % Y i, 0x, an Stelle von %Sn = % Yo, X;, wobei d;
das Diracmaf} in z ist,
4. Betrachtung des empirischen Paarmafles % Sy O(X:, Xi41)-
Ferner werden wir Anwendungen der Theorie auf etliche probabilistische Modelle diskutie-
ren, wie Irrfahrten in zufilliger Umgebung, Irrfahrten in zufilliger Szenerie, zufélliger Polymer-

modelle, statistisches Testen von Hypothesen, Modelle der Statistischen Mechanik wie etwa das
Curie-Weiss-Modell und viele andere.
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1.3 Ein paar Hilfsmittel

Es sollen noch ein paar elementare Hilfsmittel im Umgang mit exponentiellen Raten von reellen
Zahlenfolgen angegeben werden, die wir im Folgenden immer wieder still schweigend anwenden
werden. Zunéchst die Regel, dass in Summen immer die hichste Rate gewinnt.

Lemma 1.3.1 (Exponentielle Rate von Summen). Fiir Folgen (an)nen und (Bp)nen in
(0,00) gilt

1 1 1
lim sup — log|ay, + 3] = max { lim sup — log a;,, lim sup — log ,Bn}
n

n—oo MN n—oo N n—00

Beweis. Offensichtlich gilt ‘>’. Sei die rechte Seite gleich a = limsup,,_, % log av, also G, <
emato(m) fiir n — oo. Dann gilt ay, + 3, < 2e™(ato(n) = gnlato() fijr n — 0o, und dies war zu
zeigen. O

Eine Folgerung ist die folgende Formel zur Auswertung exponentieller Integrale, deren Be-
weis eine einfache Ubungsaufgabe ist. Wir werden spéter weit reichende Verallgemeinerungen
kennen lernen, deren wichtigste das sogenannte Lemma von Varadhan ist, siehe Satz 3.3.1.

Korollar 1.3.2 (Exponentielle Rate eines exponentiellen Integrals, Laplace-Methode).
Fiir jede stetige Funktion f:[0,1] — R gilt

1 1
lim —log/ @) 4z = max f(z).
0

n—oo n z€l0,1]

Unter geeigneten Annahmen an die Regularitét von f kann man die Asymptotik des Integrals
fol e/ (@) 4z sehr viel genauer angeben, d. h. auch subexponentielle Korrekturterme identifizieren,
aber dies interessiert uns in dieser Vorlesung nicht.

Nun folgt eine hiibsche Folgerung aus Subadditivitét.?

Lemma 1.3.3 (Subadditivitidtslemma). Sei (a,,)nen eine Folge reeller Zahlen, die subadditiv
ist, d. h., fir alle n,m € N gilt ani1m < ap + ap. Dann existiert der Grenzwert lim,_, o %an mn
[—00,00) und ist gleich inf,cy %an.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

limsup 2 < 2% keN, (1.3.1)
n—oo T k

denn wenn man dann in (1.3.1) zum liminfy_. ., iibergeht, erhdlt man die Existenz des Grenz-
wertes, und wenn man in (1.3.1) dann zum inf ¢y iibergeht, erhilt man, dass er gleich inf,,cn %an

ist.
Fixiere k € N und setze A = maxfle ar. Fir n € N wéhle j,r € N mit n = jk +r und
r < k. Aus der Subadditivitét folgt a, < jap +a, < Fag + Ag. Nun folgt (1.3.1) nach Teilen
durch n und Ubergang zum limsup,, ... O

Man kann im Allgemeinen nicht ausschlieflen, dass der Grenzwert in Lemma 1.3.3 gleich
—00 ist, wie man am Beispiel a,, = —n? sieht.

3Es scheint, dass Lemma 1.3.3 nur wenig auerhalb der Theorie der Grofien Abweichungen und der Statistischen
Mechanik bekannt ist.
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1.4 Der Satz von Cramér

In diesem Abschnitt beweisen wir eines der fundamentalen Ergebnisse der Theorie und lésen
damit das im Abschnitt 1.1 vorgestellte Grundproblem. Zunéchst aber stellen wir die wichtig-
sten Eigenschaften der Kumulanten erzeugenden Funktion log ¢ in (1.1.1) und ihrer Legendre-
Transformierten [ in (1.1.4) zusammen. Wir erinnern, dass eine Funktion I: R — R genau dann
von unten halbstetig ist, wenn ihre Niveaumengen

{I<s}={zeR:I(z) <s}=I"((~00,3]), s € R, (1.4.1)
abgeschlossen sind.

Lemma 1.4.1 (Eigenschaften der Kumulanten erzeugenden Funktion und ihrer Le-
gendre-Transformierten). Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert u € R und Varianz
02 € (0,00). Ferner sei : R — R, definiert in (1.1.1), ihre Momenten erzeugende Funktion.
(Wie in (1.1.1) gelte p(t) < oo fiir jedes t € R.) Ferner sei

I(z) = igﬂ}g [tz —log p(t)], z €R, (1.4.2)

die Legendre-Transformierte von log . Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. @ ist unendlich oft differenzierbar mit o™ (t) = E[X"e!X] fiir jedes n € N. Ferner ist log ¢
strikt konvez, und es gilt lim;_,o 1 log ¢(t) = esssup X € (—o0, o0].

2. (i) Fir jedes x € R gilt I(x) > 0, und es gilt Gleichheit nur fir r = pu.
(ii) I = oo auferhalb von [essinf X, esssup X].
(iii) I ist konvex und von unten halbstetig. Die Niveaumengen von I sind sogar kompakt.

(iv) Fir x € (essinf X, esssup X) wird das Supremum in (1.4.2) in genau einem t, ange-
nommen, und dieses wird eindeutig bestimmt durch die Variationsgleichung xp(t,) =
E[Xel=X].

(v) I ist strikt konvexr und unendlich oft differenzierbar in (essinf X, esssup X).

(i) I"(5) = o2,
(vii) Es gilt die Inversionsformel

log o(t) = sgg[tw — I(z)], teR. (1.4.3)

Beweis. 1. Die Konvexitéit von log ¢ ist eine simple Konsequenz von Hélders Ungleichung. Die
Striktheit der Konvexitét folgt aus der Gleichheitsdiskussion in der Holder-Ungleichung, denn
X ist nicht fast sicher konstant, also auch e*X nicht. Die unendlich oftmalige Differenzierbarkeit
und die Formel fiir die Ableitungen sind eine beliebte Ubungsaufgabe iiber den Satz von der
beschréinkten Konvergenz. Die obere Abschétzung in lim; .« 1 log ¢(t) = esssup X € (—o0, o]
ist trivial, und die untere folgt, weil X fiir jedes € > 0 in [esssup X — ¢, esssup X ) positive Masse
besitzt: Man hat

o(t) > ]E[etX ]l{XZesssuprs}] > of(esssup st)p(X > esssup X — ¢),

und daher ist lim inf; .o 1 log ¢(t) > esssup X — e.
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2. (i) Das Supremum erstreckt sich auch iiber ¢ = 0, also ist I nichtnegativ. Die Gleichheits-
diskussion folgt im Anschluss an den Beweis von (iv).

(i) Fiir 2 > esssup X ist I(z) > limsup,_,, t[z — 1 log ¢(t)], und der Term in Klammern ist
von Null wegbeschriankt nach 1. Also ist I(z) = co. Analog fiir z < essinf X.

(iii) Die Konvexitit von I zu zeigen, ist eine elementare Ubungsaufgabe. Fiir s < 0 ist
{I < s} leer, also kompakt. Fiir s > 0 ist

(1< s}zg(_m,w} mtoo [M@ :Do [8+lo§f<—t>,s+1otgso<t>]

ein Schnitt von kompakten Mengen, also kompakt.

(iv) Da log ¢ strikt konvex ist, gibt es hochstens einen Maximierer in (1.4.2). Wenn ein ¢, die
Gleichung xp(t,) = E[Xel=X] erfiillt, ist es eine Nullstelle der Ableitung von ¢ +— tx — log ¢(t)
und ist daher ein Maximierer. Die Abbildung ¢ — (log ¢)’(¢) hat die Asymptoten esssup X fiir
t — oo und essinf X fiir t — —o0, also gibt es fiir jedes x zwischen diesen beiden Grenzen einen
Maximierer.

Nun zeigen wir, dass I(z) = 0 nur fiir x = p gilt. Falls I(z) = 0, so ist t = 0 ein Maximierer
n (1.4.2), nach (iv) also der einzige, d.h., 0 = ¢,. Aus der Variationsgleichung folgt, dass
x =E[X] = pu.

(v) Eine Anwendung des Satzes von der impliziten Funktion auf die Funktion F(z,t) =
x — (log )’ (t) ergibt, dass die Abbildung x + t, im Intervall (essinf X, esssup X) differenzierbar
ist und dass ihre Ableitung gegeben ist durch

26txX etxX _
%tw = <E1[[§[(etxX] - <E15[itx)<]]>2> .

x € (essinf X, esssup X);

man beachte, dass © = ¢'(t,)/¢(t;) gilt. Indem man die Gleichung I(z) = zt, —log ¢(t,) nach z
differenziert, sieht man, dass I’(z) = t, gilt. Die rechte Seite des obigen Ausdrucks fiir %tw ist der
Kehrwert der Varianz von X unter der transformierten Verteilung mit Radon-Nikodym-Dichte
et=X /E[ef+X], also positiv. Insbesondere ist I strikt konvex im Intervall (essinf X,esssup X).
(Die Striktheit der Konvexitéit folgt auch aus dem in (iii) angesprochenen Konvexititsbeweis,
zusammen mit der Eindeutigkeit des Maximierers.)

(vi) Im Beweis von (v) hatten wir eine Formel fiir I”(z) = ¢, erhalten, den Kehrwert
einer gewissen Varianz. Im Beweis von (i) nach dem Beweis von (iv) hatten wir gesehen, dass
t,, = 0. Daher folgt die Behauptung aus der Wahl x = p in der voran gegangenen Formel.

(vii) >’ folgt aus der Definition von I(z), und ‘<’ gilt, weil fiir jedes ¢ € R die Zahl
7y = E[XeX]/EleX] erfiillt: I(z;) = tzy — log ¢(t), also ist z; Maximierer in (1.4.3) mit tx; —
I(x¢) = log p(t). O
Beispiel 1.4.2. Im Beispiel 1.1.1 haben wir eine explizite Formel fiir eine Legendre-Transformier-

te kennen gelernt. Fiir die Funktion I in (1.4.2) kénnen fiir die folgenden Verteilungen von X
explizite Formeln hergeleitet werden:

X Gauss’sch mit Parametern 0,02 : I(z) = 20_2,

X Bernoulli mit Parameter p : I(z) =zlog L + (1 — ) log 1=£ —5

X exponentiell mit Parameter «:  I(z) = ax — 1 — log(aa;) fiir > 0, sonst I(z) = oo,
X Poisson mit Parameter « : I(z) =a—z+xlog %

<&
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Nun kommen wir zum angekiindigten ersten Hauptergebnis, das in [Cr38] zum ersten Mal
fiir ZufallsgroBen mit Dichten bewiesen und in [Ch52] verallgemeinert wurde.

Satz 1.4.3 (Satz von Cramér). Es seien X1, Xo,... unabhdngige und identisch verteilte

reellwertige ZufallsgrofSen, deren Momenten erzeugende Funktion ¢ ezistiert, siehe (1.1.1).
Setze Sy, = Y iy Xi. Dann gilt fir jedes x > E[X/]

lim = log P(S, > na) = —I(), (1.4.4)

n—oo N

wobei I die in (1.4.2) definierte Legendre-Transformierte von log ¢ ist.

Beweis. Es reicht, + = 0 zu behandeln, denn anderen Falls gehen wir iiber zu den Zufalls-
variablen X; — x. Also miissen wir zeigen, dass limnﬁm%log P(S, > 0) = logp gilt, wo-
bei p = infycr @(t) ist. (Wir benutzen die Konvention log0 = —o0.) ¢ ist strikt konvex mit
¢'(0) =E[X;] < 0.

Wir diirfen voraus setzen, dass die Zufallsvariable X; Masse sowohl in (—o0,0) als auch
in (0,00) besitzt. Dies sicht man folgendermafien ein. Wenn P(X; < 0) = 1, so ist ¢ strikt
fallend mit lim; . ¢(t) = p = 0, und (1.4.4) folgt, denn P(S,, > 0) = 0. Falls P(X; <0) =1
und P(X; = 0) > 0, so ist ¢ strikt fallend mit lim;. ¢(t) = p = P(X; = 0) > 0. Da
P(S,>0)=P(X; =Xo=---= X, =0) =p", folgt (1.4.4) ebenfalls. Wegen E[X;] < 0 kann
X1 nicht in [0, 00) konzentriert sein. Also kénnen wir davon ausgehen, dass P(X; > 0) > 0 und
P(X; < 0) > 0 gelten. Insbesondere ist 0 € (essinf X1, esssup X1).

Dalim; o ¢(t) = 0o = limy—,_ ¢(t) und wegen strikter Konvexitét nimmt ¢ sein Minimum
p in genau einem Punkt ¢y € R an, und es gilt ¢’(tp) = 0. Die obere Schranke in (1.4.4) wird
nun genau wie in (1.1.2) hergeleitet, was wir hier nicht wiederholen wollen. Also muss nur noch
gezeigt werden, dass lim inf,, .. % logP(S,, > 0) > log p gilt.

Die nun folgende Beweisidee der unteren Schranke benutzt einen exponentiellen Mafiwechsel

und ist fundamental in der Theorie der Groflen Abweichungen. Wir betrachten eine Folge ( X;);en
von unabhéngigen ZufallsgroBlen, deren Verteilung durch die Radon-Nikodym-Dichte

S 1
P(X; € dz) = —e*" P(X; € dz) (1.4.5)
p

gegeben ist. Mit anderen Worten, die Verteilung von X; wird exponentiell mit Parameter tg
transformiert. Die rechte Seite von (1.4.5) ist tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung,
denn p = p(tg) = E[e’o¥i]. Die Momenten erzeugende Funktion @ von X; wird identifiziert als

_ ¢ 1 1 et + )
t) = E[e!Xi] = —E[e(tH0)Xi) = ZETI0) 0y g
P(t) = E[e™] = K| I==C

Daher haben wir E[X;] = §'(0) = %gp’(to) =0 und V(X;) = §"(0) = %gp”(to) =52 € (0,0).

Nun driicken wir S,, mit Hilfe von §n = Z?Zl )?Z aus:

P(S,, > 0) = p"E {e—tosn H (%etOX"L)]l{SnZO}] =p"E [eitogn]l{gnzo}],
1=1
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da der Term im Produkt in die transformierte Verteilung absorbiert wird. Nun ist die untere
Schranke in (1.4.4) klar, wenn gezeigt ist, dass die exponentielle Rate des Erwartungswertes auf
der rechten Seite nichtnegativ ist. Um dies zu zeigen, benutzen wir den Zentralen Grenzwertsatz
fiir S,,. Wir schitzen ab:

E [e_to Sn

] > Ele %1, Ele ovno]

{Snelo, \/50]}] {§n€[07\/ﬁ3]}]

—e—toﬁap(j_a 0, 1]).

Der erste Term auf der rechten Seite hat die exponentielle Rate Null, und der zweite konvergiert
sogar gegen eine positive Zahl, hat also auch die exponentielle Rate Null. Damit ist die untere
Schranke in (1.4.4) bewiesen und der Beweis von Satz 1.4.3 beendet. O

{5,>0}

Bemerkung 1.4.4. (i) Die Aussage in (1.4.4) gilt auch fiir P(S,, < 2n) an Stelle von P(S,, >
xn) fir < E[X;] mit der selben Funktion I. Dies folgt leicht aus einem Ubergang von
Xi zu _Xi-

(ii) Die Verteilung von X, in (1.4.5) nennt man die Cramér-Transformierte der Verteilung von
X;. Diese Transformation wandelt das ‘untypische’ Verhalten, das Verhalten der Groflen
Abweichung S, > 0, in ein ‘typisches’ um, auf das der Zentrale Grenzwertsatz angewendet
werden kann. Diese Idee wird sich als sehr méchtig und erweiterungsfiahig heraus stellen.

(i) Es wird sich ebenfalls als ein stark erweiterungsféhiges Prinzip heraus stellen, dass die
exponentielle Abfallrate gegeben ist als die Legendre-Transformierte der Kumulanten er-
zeugenden Funktion.

(iv) Die Voraussetzung, dass ¢ iiberall in R endlich ist, kann man abschwichen zu der Be-
dingung, dass die Null im Inneren der Menge D, = {t € R: ¢(t) < oo} liegt. Man priift
leicht, dass der oben gegebene Beweis auch noch dann funktioniert, wenn man zusitzlich
noch fordert, dass (log )" an den Réndern von D, explodiert (man sagt dann, log ¢ sei
steil am Rande von D). Diese Forderung sichert die Existenz eines Minimumpunktes der
Abbildung ¢ — e ¢(t) im Inneren von D,,.

Falls etwa D, nur aus dem Punkt 0 besteht, ist I(z) = 0 fiir jedes x. Zwar kann man
zeigen, dass dann der Satz von Cramér auch noch gilt (siehe [Ba7l]), aber die einzige
interessante Information ist dann nur, dass die Wahrscheinlichkeit subexponentiell abfallt.
In Abschnitt 1.5 werden wir ein wenig mehr dariiber sagen.

(v) Auf Grund von Lemma 1.4.1 ist die Momenten erzeugende Funktion ¢, also auch die
gesamte Verteilung von X1, eindeutig durch die Ratenfunktion I festgelegt.

<&

1.5 Der Satz von Cramér ohne exponentielle Momente

In Bemerkung 1.4.4(iv) wiesen wir darauf hin, dass im Satz von Cramér die Endlichkeit der
exponentiellen Momente zwar abgeschwécht werden kann, aber nicht ganz weggelassen. Wir
erortern hier den Fall, wo die beteiligten Zufallsgrofien keine positiven exponentiellen Momente
besitzen, und beweisen einen Ersatz fiir die Aussage in (1.4.4).
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Satz 1.5.1 (Satz von Cramér ohne exponentielle Momente). Es seien X1, Xa,... un-
abhdngige und identisch verteilte integrierbare reellwertige Zufallsgrifien, so dass Konstanten
€ (0,1), be (0,00) und 0 < Cy < Cy < oo existieren mit

Cre ™ <P(X; >1t) <Coe™™,  t>0. (1.5.1)

Setze Sy, =Y.' | X;. Dann gilt fir jedes x > E[X/]

lim — logP(S, > nz) = —b (z — E[X])". (1.5.2)

n—oo N

Bemerkung 1.5.2. (i) Eine Zufallsgrofie X, die (1.5.1) erfiillt, nennt man manchmal heavy
tailed, und ihre Schwénze stretched-exponential. (Deutsche Begriffe scheinen nicht iiblich
zu sein.) Aus der unteren Abschitzung in (1.5.1) folgt, dass E[e!X1] = oo fiir jedes t > 0.

(ii) Aus (1.5.2) folgt insbesondere die Aussage in (1.4.4) mit I(z) = 0 fir jedes = > E[X}].

(ili) Man beachte, dass die Abweichungen von S,, die gleiche Asymptotik besitzen wie die einer
einzelnen Zufallsvariable X;. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft von heavy-tailed
Zufallsvariablen, die wir auch im Beweis der unteren Schranke klar hervortreten sehen
werden: Eine Summe von u.i.v. heavy-tailed Zufallsgroflen wird am ‘billigsten’ extrem
grof}, indem eine von ihnen diese extreme Grofie realisiert und die anderen ‘normale’ Grofie

haben.

(iv) Die Ratenfunktion = — b (z — E[X;])" ist nicht konvex.

Beweis von Satz 1.5.1. Wir diirfen voraussetzen, dass E[X;] = 0, sei also x > 0.

Wir beweisen die untere Schranke in (1.5.2). Sei € > 0, dann gilt

P(S, > nz) > 1@(){1 > n(z +¢), iXi > —(n— 1)5) = P(X; > n(z +5))P(ﬁ 1 > —5).
=2

Nach dem Schwachen Gesetz der Groflen Zahlen konvergiert der zweite Faktor gegen Eins, und
aus der unteren Schranke in (1.5.1) erhalten wir

1
liminf —log P(S,, > nx) > —b(z +¢)".

n—oo N
Da die linke Seite nicht von € abhéngt, folgt die untere Schranke in (1.5.2).
Nun zeigen wir die obere Schranke. Es gilt

P(S,, > nx) < P(m%x X; > na:) + ]P’(Sn > na:,m%xXi < na:) (1.5.3)

i=1 i=1
Der erste Summand ist nicht gréBer als nP(X; > nx), und aus der oberen Schranke in (1.5.1)
folgt
1
lim sup — logIP<mréX X; > nx) < —bax".
i

n—oo N =1
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Es reicht also zu zeigen, dass der zweite Summand auf der Skala n” keine groflere Rate besitzt.
Wir benutzen zunéchst die Markov-Ungleichung und die Unabhéngigkeit der X; und erhalten
fiir jedes a > 0:

]P’(Sn > na:,ninzilxXi < na:) < a”mE{ﬁ < i]l{XZ.<m:}>} (5.0
i=1 5.

*a”m< [eaXlﬂ{X1<a71}] +E[eaX1ﬂ{a*1§X1<nﬂc}]> :

Im Folgenden werden wir zeigen, dass fiir geeignete Wahl von « der erste Faktor, e™*™*  die
Rate —bx" besitzt und der restliche Faktor die Rate Null. Um den ersten Erwartungswert ab-
zuschiitzen, benutzen wir zuerst die Ungleichung e* < 1 + u + «? fiir v < 1 und danach die
Ungleichung 1 + u < e%. Auf Grund von E[X;] = 0 erhalten wir mit 02 = E[X?]:

E[e* 1 x, co1y] <1—P(aX; > 1) - ElaXil{ax,51)] + 0?0% < 1+00% <7 (1.5.5)

Der zweite Erwartungswert auf der rechten Seite von (1.5.4) wird mit der folgenden Formel
behandelt, die fiir jede Zufallsgréfie X und alle a > 0 und a < b gilt:

b
E[eaX]l{aSXSb}] = a/ e”P(X > s)ds + e*P(X > a).

In unserem Fall ergibt dies, zusammen mit der oberen Schranke in (1.5.1):

E[eaX1 ]l{a—1<X1<n$}] - OZ/ GQSP(X > S) ds + eP(X > ail)
< -1

- T B (1.5.6)
< Cga/ e 0" g 4+ Chel b

a1
Nun wihlen wir o = (b — ¢)(zn)" !, wobei e € (0,b). Man beachte, dass fiir s € [a™!, zn] gilt:
as —bs" = (b—¢)(zn)""ts — bs" < —es". Wir benutzen im Folgenden C' > 0 als eine generische
Konstante, die nicht von n abhéngt, aber ihren Wert von Auftreten zu Auftreten verédndern
kann. Also folgt aus (1.5.6) fiir alle grofien n
rn

E[e™ 1<%, <na}] < Caar / =" s Coel M=) T @)

a1

o0 —1 r(l1—r) r(l—7r)
S / e—attr -1 dt + e—C’n S e—C’n .
«

—-r

Dies und (1.5.5) setzen wir nun in (1.5.4) ein und erhalten
P(Sn > . X, < m) < o= (b=e)(@n)" Cn2~1 (1 n e,anT_zfcnm_m)n < o= =2 @n)" go(n")
- 9 i=1 — — )

denn 2r — 1 < r und 2r — 2 < r(1 — r). Damit haben wir gezeigt, dass die Rate des zweiten
Terms in (1.5.3) nicht groBer als die des ersten Terms, und dies beendet den Beweis. 0






Kapitel 2

Prinzipien Grofler Abweichungen

In diesem Kapitel stellen wir in Abschnitt 2.1 den grundlegenden Begriff der Theorie der Grofien
Abweichungen vor und bringen in den weiteren Abschnitten wichtige Beispiele: Die Situation im
Satz von Cramér wird in Abschnitt 2.2 beleuchtet, Asymptotiken Brown’scher Pfade und die
Sétze von Schilder und Strassen in Abschnitt 2.3, empirische Mafle fiir u.i.v. Folgen und der
Satz von Sanov in Abschnitt 2.4 und empirische Paarmafle fiir Markovketten in Abschnitt 2.5.

2.1 Abstraktes Prinzip Grofler Abweichungen

Der Satz von Cramér identifiziert also die exponentielle Rate der Wahrscheinlichkeit, dass %Sn
in einem Intervall der Form [z,00) oder (—oo, —z] liegt. Natiirlich méchte man fiir viel mehr
Mengen A C R die Rate von P(%Sn € A) wissen und sie in moglichst einfachen Termen angeben.
Der folgende allgemeine abstrakte Rahmen und die folgende Formulierung haben sich als die
tragfahigsten herauskristallisiert und werden seit den 1970er Jahren allgemein benutzt.

In diesem ganzen Abschnitt sei (£, d) ein metrischer Raum und By die Borel-o-Algebra auf
E, d.h. die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra. Ferner seien (up)nen eine Folge von
WahrscheinlichkeitsmaBen auf (E, Bg) und (7, )nen eine Folge positiver Zahlen mit v, — oco. Es
sei I: E — [0,00] eine Funktion mit I # oo.

Die folgende Definition geht auf Varadhan [Va66] zuriick. Mit

O(s)={x e E: I(z) < s}, s >0, (2.1.1)

bezeichnen wir die Niveaumengen von I.

Definition 2.1.1 (Prinzip Grofler Abweichungen). Man sagt, die Folge (pn)nen gentigt
einem Prinzip Grofler Abweichungen mit Ratenfunktion I und Skala ., falls Folgendes gilt:

(i) Die Niveaumengen sind kompakt.
(ii) Fir jede offene Menge G C E gilt liminf,,_, Win log pin(G) > —infeq I(2).

(i1i) Fir jede abgeschlossene Menge F' C E gilt limsup,, 'Yin log pin(F) < —infep I(x).

15
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Die Bedingung (ii) werden wir manchmal lapidar ‘untere Schranke fiir offene Mengen’ nen-
nen, analog fiir (iii). Im Folgenden werden wir oft inf 4 I schreiben statt inf,c4 I(z).

Bemerkung 2.1.2. 1. Wir erwihnten schon, dass Bedingung (i) impliziert, dass I von unten
halbstetig ist, d.h. dass fiir jede Folge (2, )nen in E und fiir jedes = € E gilt:

Ty — T - liminf I(z,) > I(x).

n—oo

FEine dquivalente Formulierung der Halbstetigkeit ist

liminf inf I(y)=1 fiir jedes « € E,
im in yeanE(m) (y) = I(z) tir jedes x

wobei B.(z) = {y € E: d(z,y) < £} der offene e-Ball um « ist. Man nennt eine von unten
halbstetige Ratenfunktion auch oft gut, wenn ihre Niveaumengen kompakt sind, d. h. wenn
(i) erfiillt ist.

2. Aus der oberen Schranke in (iii) folgt, dass inf I = 0, und aus der Kompaktheit der Niveau-
mengen folgt, dass mindestens ein z € E existiert mit I(z) = 0. Wenn dieses = die einzige
Nullstelle von I ist, dann folgt aus (iii) mit Hilfe der Kompaktheit der Niveaumengen ein
Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen. Wenn zusétzlich noch lim, .« v,/logn = oo ist,
so folgt sogar das Starke Gesetz der Grofilen Zahlen. Der Beweis dieser Aussagen ist eine
Ubungsaufgabe.

3. Ein Prinzip Grofler Abweichungen sagt im Wesentlichen aus, dass fiir ‘nette’ Mengen A C
FE gilt:

tn(A) :exp{ —fyn[irfl‘ff—i-o(l)]}. (2.1.2)

Es wire zu stark zu fordern, dass dies tatsichlich fiir jede Borelmenge A gelten solle, denn
in vielen interessanten Beispielen gilt p,({z}) = 0 fiir jedes x € E und jedes n € N,
und dann koénnte das Prinzip nur mit I = oo gelten. Wenn A die Eigenschaft hat, dass
inf 4o I = inf I gilt, dann wird (2.1.2) durch das Prinzip Grofier Abweichungen impliziert.
Falls I stetig ist, so gilt inf 4o I = inf+ I zumindest fiir alle Mengen A mit A C A°, also
mindestens auch fiir alle offenen Mengen. Ein Beispiel fiir die Giiltigkeit von (2.1.2) ist
A = [z,00) in (1.4.4) im Satz von Cramér, denn inf 4 I = I(x) wegen Monotonie von I im
Intervall [E[X1], 00).

4. Man sagt, eine Folge (£,)neny von E-wertigen Zufallsgrofen erfiillt ein Prinzip Grofler
Abweichungen, wenn die Folge ihrer Verteilungen eines erfiillt. Im Satz von Cramér (das
allerdings kein volles Prinzip behauptet, was aber in Satz 2.2.1 nachgeholt wird) spielt die
Verteilung von %Sn also die Rolle von p, mit v, = n.

5. Ein Prinzip Grofiler Abweichungen besagt, dass die Mengenfunktion —%log tn(-): Bg —
[0, 00] gegen die Mengenfunktion inf,c. I(z) konvergiert. Der Sinn, in dem diese Konver-
genz stattfindet, ist im Geiste der Schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen,
denn das Portmanteau-Theorem besagt, dass Wahrscheinlichkeitsmafle v,, gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf v genau dann schwach konvergieren, wenn lim inf,, . v, (G) > v(G) fiir
jede offene Menge G gilt und limsup,,_, ., v (F) < v(F) fiir jede abgeschlossene Menge F
gelten. Der Begriff eines Prinzips GroBer Abweichungen ist also eine sehr natiirliche Uber-
tragung des schwachen Konvergenzbegriffs auf eine exponentielle Skala.
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6. Die schwache Variante eines Prinzips Grofler Abweichungen lédsst die Kompaktheit der
Niveaumengen fallen (aber nicht die Abgeschlossenheit) und fordert die obere Schranke
in (iii) nur fiir kompakte Mengen. Wenn dies erfiillt ist, sprechen wir also von einem
schwachen Prinzip.

7. Da (ii) trivialerweise gilt, falls infg I = oo, und (iii), falls inf 7 I = 0, ist es leicht zu sehen,
dass diese beiden Bedingungen dquivalent zu den folgenden Bedingungen sind:

(ii*) Fiir jedes x € F mit I(z) < oo und fiir jede messbare Menge I' mit x € T'° gilt

1
liminf — log p,, (T') > —I(x).

n—oo In
(iii*) Fiir jedes s € (0,00) und jede messbare Menge I' mit ' C ®(s)¢ gilt

1
lim sup — log 1, (T") < —s.

n—oo Yn

Die Bedingung (ii*) betont die lokale Natur der unteren Schranke.
&

Eine alternative Charakterisierung eines Prinzips Grofler Abweichungen ist die folgende, die
auf Freidlin und Wentzell zuriick geht, sieche [FW70]. Mit

P.(s)={y € E:d(y,®(s)) <e}, s>0,e >0, (2.1.3)
bezeichnen wir die offene e-Umgebung der Niveaumenge ®(s).

Lemma 2.1.3 (Alternative Definition eines PGA). Die Folge (fin)nen von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf E geniigt genau dann einem Prinzip Grofier Abweichungen, wenn die Bedingung
(i) aus Definition 2.1.1 und die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(ii’) Fiir jedes x € E und jedes € > 0 gilt

1
lim inf — log py, (B:(2)) > —1(x),

n—00 Y o
(i5i’) Fir jedes s > 0 und jedes € > 0 gilt

1
lim sup — log in (P<(s5)°) < —s.

n—oo Yn

Beweis. Dass (ii’) aus (ii) folgt, ist klar, denn G = B.(x) ist offen und infp_ ;) I < I(z).
Dass (iii’) aus (iii) folgt, ist ebenso klar, denn F' = ®.(s)° ist abgeschlossen, und infg_(5)c I >
infq>(s)c 1 > S.

Aus (ii”) folgt (ii), denn fiir eine offene Menge G und jedes x € G ist B.(x) C G fiir geniigend
kleines € > 0, also liefert (ii’), dass

1 1
lim inf — log p,, (G) > lim inf — log 1, (Bz(z)) > —I(z),

n—0oo Yp n—oo Yp -
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und der Ubergang zu sup,.; lisst (ii) folgen. Also reicht es zu zeigen, dass (iii) aus (i) zusammen
mit (iii’) folgt: Sei F' abgeschlossen, und sei sg = infp I. Wir diirfen annehmen, dass sy > 0.
Sei s € (0, s9), dann sind die nach (i) kompakte Menge ®(s) und die abgeschlossene Menge F
disjunkt, besitzen also einen positiven Abstand von einander. Also sind fiir ein geniigend kleines
e > 0 auch noch ®.(s) und F disjunkt, d.h. F' C ®.(s)°. Daher folgt

1 1
lim sup — log pi,, (F') < lim sup — log puy, (@e(s)c) < —s.

n—oo In n—oo In

Der Ubergang s 1 sg = infp I lisst (iii) folgen. O

Wir erinnern daran, dass eine Folge (uy)neny von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf E straff
heifit, wenn zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K C E existiert mit p,(K°) < ¢ fiir alle
n € N. Hierfiir gibt es auch eine exponentielle Version, die explizit erstmals in [DS89] geprégt
wurde:

Definition 2.1.4 (Exponentielle Straffheit). Eine Folge (py)nen von Wahrscheinlichkeits-
mafen auf E heifst exponentiell straff auf der Skala ~,, wenn zu jedem s > 0 eine kompakte
Menge K C E existiert, so dass

1
lim sup — log i (K°€) < —s. (2.1.4)

n—oo In

Natiirlich nennen wir eine Folge von FE-wertigen Zufallsgréfien exponentiell straff, wenn
die Folge ihrer Verteilungen dies ist. Die exponentielle Straffheit ermoglicht den Schritt von
abgeschlossenen zu kompakten Niveaumengen sowie von der oberen Schranke fiir kompakte
Mengen zu der fiir abgeschlossene:

Lemma 2.1.5 (Schwaches Prinzip und exponentielle Straffheit). Falls (pp)nen ein
schwaches Prinzip Grofler Abweichungen erfiillt (siehe Bemerkung 2.1.2, 6.) und exponentiell
straff ist, so erfillt sie auch ein Prinzip im Sinn der Definition 2.1.1.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass (i) und (iii) in Definition 2.1.1 erfiillt sind. Zunéchst
wenden wir uns (iii) zu. Es reicht es nach Bemerkung 2.1.2, 7. aus, (iii*) zu zeigen. Sei also
s € (0,00) und I' C E eine messbare Menge mit I' C ®(s)¢. Wir wiihlen eine kompakte Menge
K wie in (2.1.4) und haben g, (T') < pn(T N K) + pi(K©). Wir kénnen (iii) auf die kompakte
Menge I' N K anwenden und (2.1.4) auf K¢. Da TN K C ®(s), gilt infg I > s, also ist
die exponentielle Rate von p,(I' N K') nicht grofler als —s. Letzteres gilt nach (2.1.4) auch fiir
pn(K€), also folgt (iii*).

Nun zeigen wir (i). Sei s € (0,00), und sei eine kompakte Menge K wie in (2.1.4) mit 2s statt
s. Wir wenden einerseits (ii) und andererseits (2.1.4) an auf die offene Menge K¢ und erhalten

1
inf I > —liminf — log i, (K€) > 2s > s.

Ke¢ n—oo yp

Also gilt ®(s) C K, denn wenn es ein z € K¢ giibe mit I(z) < s, so wire ja infge I < s. Daher
ist ®(s) kompakt. O
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Bemerkung 2.1.6. Wenn E sogar polnisch ist, d.h. vollstdndig und separabel, dann ist jede
Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen, die ein Prinzip Grofier Abweichungen erfiillt, exponentiell
straff, siehe [LS87, Lemma 2.6]. &

Der Rest dieses Kapitels bringt einige fundamentale Beispiele von Prinzipien Grofler Abwei-
chungen.

2.2 Irrfahrten und der Satz von Cramér

In der Situation des Satzes 1.4.3 von Cramér liegt tatséchlich ein Prinzip Grofier Abweichungen
vor. Den folgenden Satz werden wir ebenfalls den Satz von Cramér nennen.

Satz 2.2.1 (Grofle Abweichungen fiir Summen von u.i.v. Zufallsgréflen). Es sei-
en X1, Xo, ... unabhdingige und identisch verteilte reellwertige Zufallsgrifien, deren Momenten
erzeugende Funktion ¢ existiert, siehe (1.1.1). Setze S, = > 1 | X;. Dann erfillt %Sn ein Prin-
zip Grofler Abweichungen auf R mit Skala n und Ratenfunktion I, die die in (1.4.2) definierte
Legendre-Transformierte von log ¢ ist.

Beweis. Die Kompaktheit der Niveaumengen von I wurde in Lemma 1.4.1 gezeigt. Wir zeigen
nun, dass die Bedingung (ii’) aus Lemma 2.1.3 gilt, die ja die Bedingung (ii) aus der Definition
impliziert. Seien x € R mit I(z) < oo und & > 0. Falls z = E[X], so gilt lim,_..,P(15, €
Be(z)) = 1, also folgt liminf, .o L logP(15, € B.(z)) > 0 = I(z). Also reicht es, z > E[X/]
zu betrachten. Wir kénnen voraus setzen, dass € so klein ist, dass auch  — e > E[X] ist. Wir
haben aus Satz 1.4.3 fiir n — oo,

1
P(Esn e Bg(ac)> > P(S, > n(z — /2)) — P(Sy, > n(z +£/2))
_ efn(l(xfe/Q)Jro(l)) . efn(l(x+€/2)+o(1))

_ e—n([(m—a/?)—i—o(l)) 1_ e—n([(a}+5/2)—[(ac—a/2)+o(1)) ]

Da I auf [E[X;],00) streng wéchst, konvergiert der Term in Klammern gegen Eins, und I(z —
e/2) < I(z). Dies zeigt (ii’).

Wir zeigen nun die obere Schranke fiir abgeschlossene Mengen F. Wir diirfen annehmen,
dass m = E[X;] ¢ F. Es sei my = inf(F N [m,00)) und m_ = sup(F N [—oo,m]). Dann ist
F C (—oo,m_]U[my,00), und es folgt

P(%Sn € F)<P(S, <nm_)+P(S, >nmy).
Nun konnen wir den Satz 1.4.3 anwenden und erhalten

1
limsup —log P(1S, € F) < —min{I(m_),I(m4)}.

n—oo N

Da I auf [m4,00) steigt und auf (—oo,m_] fillt, ist die rechte Seite gleich — inf I, was Bedin-
gung (iii) zeigt. O
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Bemerkung 2.2.2. (i) Im Zusammenhang mit dem Gértner-Ellis-Theorem werden wir spé-
ter das Prinzip aus Satz 2.2.1 auf allgemeinere Zustandsrdume erweitern.

(ii) In der selben Weise wie im Beweis von Satz 2.2.1 zeigt man, dass auch in der Situation von
Satz 1.5.1 ein Prinzip Grofler Abweichungen vorliegt. Je nachdem, ob man zusétzlich an
die negativen Schwénze Voraussetzungen macht, hat man eines auf R oder auf [E[X], 00).
Die genaue Formulierung und der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

<&

Eine oft benutzte und wichtige Interpretation der Partialsummenfolge (S, )nen ist die einer
Irrfahrt. Eine Anwendung von Satz 2.2.1 auf das Auftreten von groflien Sequenzen im Pfad einer
Irrfahrt mit besonderen Eigenschaften der lokalen Steigung ist die folgende (siche auch [DZ98,
Sect. 3.2]).

Lemma 2.2.3. Seien X1, Xo,... unabhdingige identisch verteilte R-wertige Zufallsgrifien, und
set Sy =Y 1 X;. Es sei A C R eine messbare Menge, so dass

A(4) = — Tim log]P’(%Sn e 4) € [0, (2.2.1)

n—oo N

existiert. Betrachte

S-S
Rn(A):max{l—k: 0<k<l<n, é_k’f eA},
die Linge des grofiten Zeitblocks bis zum Zeitpunkt n, so dass dessen lokale Steigung in A liegt.
Dann gilt limy,_,o0 R, (A)/logn =1/A(A) fast sicher.

Bemerkung 2.2.4. 1. Wir erinnern daran (siehe Bemerkung 2.1.2, 3.), dass die Existenz
von A(A) fiir viele Mengen A aus dem Satz von Cramér folgt, wenn er anwendbar ist.

2. Im Fall der Bernoulli-Irrfahrt mit Parameter % (also X; = 1 und = 0 jeweils mit gleicher

Wahrscheinlichkeit) ist R, ({1}) die Lénge des lingsten Runs von Aufwértsschritten. Aus
dem Satz von Cramér und der expliziten Formel der Funktion I von Beispiel 1.4.2 erhilt
man A({1}) = log2, und aus Lemma 2.2.3 erhélt man, dass diese Lange fast sicher sich
wie logn/log2 verhilt. In einer u.i.v. Folge aus Einsen und Nullen mit der Lénge 256
sollte man also hochstens Runs der Linge Acht erwarten, was der landlaufigen Intuition
widerspricht. Lemma 2.2.3 wird manchmal verwendet als Test fiir die Zufélligkeit einer
gegebenen Folge.

<

Beweis von Lemma 2.2.3. Statt R, (A) lasst sich die Wartezeit auf den ersten Zeitblock der
Lénge > r mit lokaler Steigung in A,

S; — Sk
l—k

leichter behandeln. Dann gilt offensichtlich {R,(A) > r} = {T,(4) < n} fir alle n,r € N.
(Die Abbildung r +— T,.(A) ist also asymptotisch die Umkehrfunktion der Abbildung n +—
R, (A).) Daher kann man leicht zeigen, dass die Behauptung &dquivalent ist zu der Aussage
lim, o 2 log T7(A) = A(A) fast sicher. Also beweisen wir nun Letzteres. Wir schreiben T, statt

T,(A) und A statt A(A).

TT(A):inf{l: EAfiireinkE{O,l,...,l—r}},
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Zunéchst zeigen wir die untere Schranke. Fiir jede n,r € N gilt

n—r n n—1 oo
{r.<nt={J U cuclUJ U Cu
k=0l=k+r k=0 Il=k+r

wobei Cpj = {% € A}. Man beachte, dass das Ereignis Cjj, die selbe Verteilung hat wie
lek,O = {ﬁSl,k S A} Also folgt

P(T, <n)<n Z P(Cl_kp) = nZP(%Sl € A).
I=k+r l=r

Nun behandeln wir den Fall A € (0,00), fixieren ein € € (0,A) und wihlen n = n, = |9,
Wegen der Voraussetzung in (2.2.1) kann man fiir alle geniigend grofien [ abschétzen: IP’(%S; €
A) < e t8=¢/2) Also ergibt die obige Abschétzung fiir alle geniigend grofien 7:

1 [o¢]
— < — = < < T(A_E) _Z(A_5/2) < —7’6/4
]P’(TlogT,n <A 5) P(T, <n,) < |e J;e <e ,

und dies ist summierbar iiber r € N. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli trifft das Er-
eignis {%log T, < A — e} also nur fiir hochstens endlich viele r € N ein. Dies impliziert,
dass liminfrﬁoo%log T, > A fast sicher. Im Fall A = oo ergibt das selbe Argument mit
n=mn, = Le”/sj, dass liminfrﬁoo%log T, > 1/e fiir jedes e, und der Grenziibergang ¢ | 0
lésst die untere Schranke in der Behauptung auch dann folgen.

Fiir den Beweis der oberen Schranke betrachten wir die Ereignisse B;, = {%(Slr —Sq-1)) €
A}, die bei festem € N in [ € N unabhéngig sind und die selbe Verteilung haben mit P(B;,) =
P(S, € A). Ferner gilt U}Z{H By, C {T, < n}. Also kénnen wir die Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses wie folgt abschitzen:

Ln/r] /]
P(T, >n) <1-— IP’( U Bl,r> _ ]p( N Bf,r) _ (1 - P(B))")
=1 =1
< e~ n/mIP(BLr) — o= ln/rIP(GSreA),

Nun fixieren wir ein kleines £ > 0 und wihlen n = n, = |¢"(*+%) |, Dann ergibt obige Abschiit-
zung, zusammen mit der anderen Hélfte der Voraussetzung in (2.2.1), fiir alle geniigend grofien
r:

]P’(% logT, > A+ 5) =P(T;, > n,) < exp < _ %Ler(A+€)Jefr(A+e/2)) < exp < . er€/4),

was summierbar iiber r € N ist. Daher folgt aus dem Lemma von Borel-Cantelli, dass das
Ereignis {%log T, > A + €} nur fiir hochstens endlich viele r eintrifft. Dies impliziert, dass
limsup, o, =log T}, < A fast sicher und beendet den Beweis. O

2.3 Brown’sche Bewegung und die Sétze von Schilder und Stras-
sen

Es sei W = (W});e[o,1) eine Brown’sche Bewegung im R?. Wir fassen W als eine Zufallsvariable
in dem Raum C = C([0,1] — R9) der stetigen Abbildungen [0, 1] — R auf. C ist ein metrischer
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Raum zusammen mit der von der Supremumsnorm || = sup;c(o 1 [¢(t)| induzierten Metrik.
Wir interessieren uns fiir das Abweichungsverhalten der Zufallsvariable eW fiir ¢ | 0. Genauer
gesagt, wir wollen ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir die Familie der Verteilungen von eW
fiir e | 0 auf dem metrischen Raum C erhalten. (Dabei diirfen wir uns nicht daran stoflen, dass
der asymptotische Parameter hier kontinuierlich ist; alle bisher eingefiihrten Begriffe werden
problemlos iibertragen.) Unser Hauptergebnis hierzu ist das folgende berithmte Theorem, das
zuerst von Schilder bewiesen wurde, siehe [Sc66].

Satz 2.3.1 (Satz von Schilder). Die Familie (eW)c~q erfillt fir e | 0 ein Prinzip Grofler
Abweichungen auf C mit Skala e=2 und Ratenfunktion I: C — [0,00], gegeben durch

2 . . .
O (t)|7dt, falls ¢ absolutstetig ist mit p(0) = 0,
I(p) = { fo 7'l (0) (2.3.1)

00 sonst.

Bemerkung 2.3.2. 1. Wir erinnern uns, dass ¢ € C absolutstetig heifit, wenn fiir jedes
n > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle m € N und alle Familien von m disjunkten
Teilintervallen [a1,b1], ..., [am, by] mit Gesamtlinge < 0 gilt: > ;" [p(bi) — w(a;)| < n,
wobei |y| die Euklid’sche Linge von y € R? ist.

2. Der Kern der Aussage des Satzes von Schilder lisst sich folgendermafien heuristisch ein-
sehen (und stellt auch den Kern des Beweis der oberen Schranke in (iii) dar). Sei ¢ € C
differenzierbar mit ¢(0) = 0, dann gilt fiir grofies r € N

P(eW =~ ¢) ~ ( (ifr) ~ % (i/r) fiir alle i = 0,1,...,7)

_Hp (1/r) = L(p(i/r) = o((i — 1)/r))),

wobei wir die Unabhéngigkeit der Zuwéchse benutzten. Nun benutzen wir, dass W (1/r)
normalverteilt ist mit Varianz 1/r und erhalten approximativ

P(eW ~ @) ~ H —gre2(p(i/r)—p((i=1)/r))?

- exp{ _ 55—2% Z <s0(i/r) _f/(ygi - 1)/7~)>2}.

Fiir grofles r ist die rechte Seite ungefiahr gleich e—e I () und dies beendet die Heuristik.

3. Fiir ¢ = n='/2 mit n € N hat eW die Verteilung von 1 Z L WO wobet WM . WM
unabhéingige Kopien von W sind. Also ist eW dann der Durchschmtt von n unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsgréfen, und man kénnte einen Beweis auch iiber eine abstrakte
Variante des Satzes von Cramér anpacken.

<&

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Kompaktheit der Niveaumengen ®(s) = {I < s} von I fiir
€ (0,00). Dies geschieht in zwei Teilen: Die Relativkompaktheit zeigen wir mit Hilfe des Satzes
von Arzéla-Ascoli, und die Abgeschlossenheit mit Hilfe des Lemmas von Lebesgue.
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Fiir die Relativkompaktheit von ®(s) ist also zu zeigen, dass ®(s) gleichgradig stetig ist und
gleichméBig beschrinkt. Die gleichgradige Stetigkeit folgt aus der folgenden Ungleichung, die fiir
jedes ¢ € ®(s) und jede w,v € [0,1] mit v < u gilt:

fo(0) el =| [ w)dn] < [ 1wlaw < i | [l
<+Vu-— v\/m < Vu —vV/2s.

Wegen ¢(0) = 0 fiir jedes ¢ € ®(s) zeigt (2.3.2) auch die gleichméfige Beschrianktheit von ®(s),
denn ||p| < V/2s.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit von ®(s), indem wir die Unterhalbstetigkeit von I
beweisen. Sei also (¢p)nen eine Folge in C mit lim, o ¢, = ¢ fir ein ¢ € C. Wir miissen
zeigen, dass I(p) < liminf, .« I(¢,). Ohne Einschréinkung kénnen wir davon ausgehen, dass
der Grenzwert s = lim, o I () € [0,00) existiert. Wegen ¢,,(0) = 0 fiir jedes n gilt ¢(0) = 0.

(2.3.2)

Der Grenzwert ¢ ist absolutstetig, denn fiir jedes m € N und alle disjunkten Teilintervalle
[a1,b1], ..., [@m,by] von [0,1] mit A = U/, [ai, b;] gilt

m , 1 2
D lon(0) ()] < /A ()] dw < M\/ /0 [ (w)]2 duw

< <i(bi - a@-))l/2 21(¢pn),

i=1

und der Grenziibergang n — oo lédsst die Absolutstetigkeit von ¢ folgen.

Nun benétigen wir das Lemma von Lebesgue: Ist ¢ absolutstetig auf [0,1] und ¢’ eine
messbare Version der Ableitung von ¢, so gilt fiir fast alle ¢t € (0, 1):

li 1
1m —
h—0 h

t+h
/t o (w) dw = /(1)

Wir approximieren nun ¢ und ¢, mit stiickweise linearen Funktionen. Sei tﬁr) = i/r fur

i =0,1,...,r, und sei ™ € C linear auf jedem Teilintervall [\, ¢{”] mit (") = ™ ("),

i—17 7%

analog fiir ¢,. Aus dem Lemma von Lebesgue folgt fiir fast alle t € [0, 1], dass

i P —elw)
vltult v—Uu vltult 4 — v

/ "l (w) dw = (1)

Also folgt fiir fast alle ¢ € [0, 1]

£y — (¢
hm (@(T))I(t) — hm (IO( 7 ) 90( 271)

r—00 r—00 t;r) — t;r)l

= ¢'(1).
Daher erhalten wir aus dem Lemma von Fatou

r—00

1/t 1t
ﬂ@:i/ﬁdwﬁmgmmﬁi/K¢wwW&:mmﬁﬂ¢%. (2.3.3)
0 r—00 0
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Auflerdem gilt

¢

oy LS en”) —ont2)P 1 [h
M) =32~ o <32 /tm [ (w) [ dw = I(pn).
i=1 ? 1— =1 i—1

Der Grenziibergang n — oo ergibt, dass I(¢™) < liminf, o I(py). Zusammen mit (2.3.3) folgt
die Unterhalbstetigkeit von I, und der Beweis von (i) in Definition 2.1.1 ist beendet.

Nun zeigen wir die untere Abschétzung fiir offene Mengen. Hierzu verwenden wir das Krite-
rium (ii’) in Lemma 2.1.3. Dessen Beweis wird &hnlich wie im Beweis der unteren Abschétzung
im Satz von Cramér mit Hilfe einer geeigneten exponentiellen Transformation durchgefiihrt. Hier
bendtigen wir allerdings eine Version auf C, die durch das berithmte Cameron-Martin-Theorem
bereit gestellt wird, einem Spezialfall einer Girsanov-Transformation. Fiir jedes ¢ € C bezeichen
wir mit "+ die Verteilung von W + 9 auf C. Das Cameron-Martin-Theorem besagt, dass fiir
jedes ¥ € C mit I(v)) < oo gilt p"+¥ < 4", und dass eine Radon-Nikodym-Dichte gegeben ist
durch

W 1
dg‘uw (@) = exp { Z()(w) — I()},  wobei Z(1)(w) = /0 Yt dw(t),  (2.34)

fiir p'-fast alle w € C. Dabei ist Z(¢))(w) ein Ito-Integral beziiglich p"V. Wir werden nur
benétigen, dass Z(1) < oo fast sicher gilt.

Sei nun ¢ € C mit I(p) < oo, und sei § > 0. Wir werden zeigen, dass liminf.|o? log P(eW €
Bs(¢)) > —1(¢p) gilt. Mit Hilfe der Dichte in (2.3.4) kénnen wir umformen:

_1
P(eW € Bs(p)) = P(W — Ly € Bs/.(0)) = "V =9 (By/-(0))
1 1
= EMW [GXP{ - EZ((P) - 8_21(90)}]135/5(0)}
—e721(p) _ 1
> OB [exp { - 220 5,00 ﬂ{%Z(w)gh/EZ}]
> ¢ U@ W (£7(0) < h/e} N By (0)),

wobei h > 0 beliebig ist. Da Z(y) und ||W|| zwei fast sicher endliche Zufallsgréfien sind,
konvergiert fiir ¢ | 0 der zweite Faktor auf der rechten Seite gegen Eins, und wir erhalten
liminf. g e?log P(eW € Bs(p)) > —I(¢) — h. Da h > 0 beliebig ist und der limes inferior nicht
von h abhéngt, folgt die Aussage.

Im letzten Beweisteil zeigen wir die obere Schranke fiir abgeschlossene Mengen, wobei es
ausreicht, die Giiltigkeit von (iii’) in Lemma 2.1.3 zu zeigen. Seien also s > 0 und § > 0, dann ist
zu zeigen, dass lim sup, o e2logP(eW € ®5(s)¢) < —s gilt. Wir benutzen wieder die dquidistante
Zerlegung von [0,1] an den Punkten ¢{” = i/r mit 7 € N, und wie oben bezeichnet W die
zugehorige stiickweise lineare Interpolation des Brown’schen Pfades W. Dann haben wir

P(eW € Ds(5)°) < P(eW) € Bga(s)°) + IP(HEW WO > g) (2.3.5)

Wir werden zeigen, dass die exponentielle Rate des ersten Terms fiir alle » € N nicht grofler als
—s ist und die des zweiten ebenfalls (tatséchlich sogar viel kleiner) fiir alle geniigend groflen r.

Analog zu (1.1.2) schétzen wir den ersten ab:

P(eW™ € ®59(s)) <P(I(eW®D) > 5) < e WE[TEWT], (2.3.6)
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wobei t > 0 beliebig ist. Da W) stiickweise linear ist, gilt

I(eW®) Z‘ W@ -1)/r)

r—1/2

Die d Komponenten der Terme in Betragstrlchen sind unabhéngige standardnormalverteilte
Zufallsgroflen. Wir erinnern uns, dass die ——ten exponentiellen Momente des Quadrates einer
solchen Zufallsgrofie nur fiir ¢ < 1 existieren Wir ersetzen nun ¢ durch #e 2. Wenn 0 < 1, dann
ist
E[etl(ew“"))] _ E[GGI(WW)] <cy

fiir ein Cy € (0,00). Also erhalten wir aus (2.3.6), dass limsup, |y e”log P(eW " € ®(s5)¢) < —0s.
Der Ubergang 6 1 1 zeigt, dass die Rate des ersten Terms auf der rechten Seite von (2.3.5) nicht
grofler als —s ist.

Kommen wir zum zweiten. Da W die lineare Interpolation von W an den Stellen i/r fiir

i=0,1,2,...,7ist, gilt sup,c(i—1) i/ [W () =W ()] < 28upsei1y/rifr IW () =W ((i=1)/7)].
Also folgt

p(lew —ewol = ) < B s Wi - WO = L)

i=1 te[(i—1)/ri/7] 2e

1) 1)
= r]P’( sup |[W|> —) < 2rdIF’< sup Wy > ),
[0,1/] de [0,1/7] 4v/de
wobei wir ausnutzten, dass die Zuwéchse identisch verteilt sind, und W7 ist die erste Komponente

von W. Das Spiegelungsprinzip impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite nicht
groBer ist als exp{—%[d/(4V/de)]?}. Dies impliziert lim sup, e log P([eW — eW ™| > g) <

—%, und diese Rate kann beliebig klein gew&dhlt werden, indem r gro gemacht wird. Dies
beendet den Beweis von (iii’) und damit auch den des Satzes von Schilder. g

Ein weiterer Beweis des Satzes von Schilder wird in Bemerkung 3.5.3 skizziert, er benutzt
den Satz von Gartner-Ellis. Als Anwendung des Satzes von Schilder bringen wir nun ein weiteres
fundamentales Resultat iiber die Asymptotik Brown’scher Pfade, das zuerst von Strassen [St64]
bewiesen wurde.

Satz 2.3.3 (Satz von Strassen). Sei W eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung auf [0, 1].
Fiir n € [3,00) sei der Prozess &, = (§u(t))iejo) € C definiert durch

W (nt)
V2nloglogn

Dann ist die Familie (§y,)n>3 fast sicher relativ kompakt in C, und die Menge der Hdufungspunk-
te ist gleich ®(1/2) = {p € C: I(p) < 1/2} = {p € C: ¢ absolutstetig, p(0) = 0, ||’z < 1}.

n (t) =

Bemerkung 2.3.4. Insbesondere gilt limsup,,_,o F'(§,) = supg (/2 £ fiir jedes stetige Funk-
tional F': C — R. Wir geben ein paar Beispiele in Dimension d = 1. Die Wahl F'(¢) = ¢(1) fiihrt
auf das beriihmte

W
Gesetz von iterierten Logarithmus: lim sup () = 1 fast sicher. (2.3.7)

n—oo V/2nloglogn
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Mit F(¢) = supyg 1) bzw. F(p fo t) dt erhélt man

Liwwd 1

su w
lim sup Plon] und limsup t=—=—F= =

it U1 B —
n—oo v/2nloglogn n—oo V2nloglogn /3
denn fiir jedes ¢ € ®(1/2) gilt

/ dt—// s)dsdt = // dtds-/ol(l—s)go/(s)dt
s(/g(l—s /\so ()Pds)" = V2l < -

und fiir (t) = v/3(t — ¢?) haben wir Gleichheit. &

fast sicher,

Beweisskizze des Satzes von Strassen. Statt der Relativkompaktheit der ganzen Familie
(&n)n>3 zeigen wir nur die Relativkompaktheit der Teilfolge ({xn),>3 fiir beliebiges A € (1, 00).
Der dann noch fehlende Beweisteil ist rein analytisch und findet sich etwa in [DS89, Sect. 1.4].

Sei also A € (1,00), und fixiere ein kleines ¢ > 0. Da ®5(1/2) (siehe (2.1.3)) eine Umge-
bung der nach Satz 2.3.1 kompakten Menge ®(1/2) ist, kénnen wir ein v € (1,infg,(y /2y 21)
wiéhlen. Mit Hilfe der Skalierungsinvarianzeigenschaft der Brown’schen Bewegung und der oberen
Abschitzung im Prinzip Grofier Abweichungen fiir W (wobei hier € = ¢,, = (2loglog(\"))~1/?)
erhalten wir fiir alle grofien n:

P(&n € B5(1/2)¢) = P(e, W € B5(1/2)°) < e 2750 = ¢ (logntloglog)

Da diese obere Schranke iiber n € N summierbar ist, folgt, dass fast sicher {x» € ®5(1/2) fir
alle geniigend grofien n € N. Ein Diagonalargument zeigt, dass der Abstand von {yn zu ®(1/2)
fast sicher gegen Null konvergiert. In [DS89, Lemma 1.4.3] wird daraus gefolgert, dass (&,)n>3
relativ kompakt ist und jeder Haufungspunkt in ®(1/2) liegt.

Nun ist noch zu zeigen, dass jeder Punkt ¢ € ®(1/2) fast sicher Haufungspunkt der Folge

(&n)n>3 ist. Dazu miissen wir zeigen, dass liminf,, . ||, — ¢|| = 0 fast sicher gilt. Hierzu
definieren wir eine Funktion ¢, € C und einen Prozess i, fiir £ > 2 durch
0 fiir t € [0, 4], 0 fiir ¢ € [0, 1],
pr(t) = e F und & k() = wnn—wwn-1) i 1
p(t) — () firte (3, 1], i Teglgl .t € [, 1].

Dann zeigt man mit Hilfe der Relativkompaktheit von (&, )nen, dass fast sicher die Aussage
lim supy, oo sup,en(||&en — @l = [|€n.k — @kll) < 0 gilt, und mit Hilfe des Satzes von Schilder zeigt
man fiir jedes k£ € N, dass liminf,, . ||y 1 — @&|| = 0, was wir hier nicht ausfiithren wollen. Dies
beendet den Beweis. O

2.4 Empirische Mafle und der Satz von Sanov

Seien X1, Xs,... Zufallsgroflen, dann nennt man das Wahrscheinlichkeitsmafl

1 n
=1
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das empirische MafS der Folge X1,...,X,,. Hierbei ist §, das Punktma$l (Diracma$) in z. Fiir
jede Menge A ist L, (A) der relative Anteil der Treffer der Folge X1,...,X,, in A. Wenn I" den
Zustandsraum der X; bezeichnet, dann ist L,, eine Zufallsgrée mit Werten in der Menge M (T")
von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf I'. Empirische Mafle haben grole Bedeutung in der Betrach-
tung der Folge (X, )nen, denn sie sind leichter zu handhaben (die Information, die sie enthalten,
ist nicht so detailliert), und mit ihnen kann man wichtige Funktionale dieser Folge untersuchen
(zum Beispiel Funktionale der Form %Z;;l f(X;) = [ fdL, fiir geeignete Funktionen f). Der
Ubergang von der Folge (X, )nen zu den empirischen Maflen verkleinert drastisch den Wahr-
scheinlichkeitsraum. Die positiven Mafle nL, nennt man auch manchmal die Lokalzeiten des
Prozesses (X, )nen.

Wir setzen voraus, dass I' ein polnischer Raum ist, d.h. ein vollstdndiger separabler me-
trischer Raum. Wie tiblich versehen wir I' mit der Borel-o-Algebra. Dann ist auch M (I") ein
polnischer Raum, wenn man ihn mit der Topologie ausstattet, die durch die schwache Konver-
genz von Wahrscheinlichkeitsmafien induziert wird.!

Hier wollen wir den Fall unabhéngiger identisch verteilter ZufallsgroBen X; betrachten. Mit
w € My(I') bezeichnen wir die Verteilung der X;, also P(X; € A) = p(A) fiir jede messbare
Menge A C I'. Nach dem Starken Gesetz der GroBen Zahlen gilt lim,,_,o [ fdL, = [ fdu fast
sicher fiir jede beschrankte messbare Funktion f: I' — R. Insbesondere gilt lim,, .o, L, = @ in
der schwachen Topologie fast sicher. Wir wollen die Abweichungen von diesem Gesetz studieren,
d. h. wir wollen ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir (Ly,)nen auf M (") herleiten. Der folgende
fundamentale Satz ist erstmals von Sanov [Sa61] fiir den Spezialfall I' = R bewiesen worden.

Satz 2.4.1 (Satz von Sanov). Sei (X,,)nen eine Folge unabhingiger identisch verteilter
Zufallsgrofien mit Marginalverteilung p auf einem polnischen Raum I'. Sei L, = %2?21 ox,
das empirische Maf. Dann erfillt (Ly)nen €in Prinzip Grofler Abweichungen auf Mq(T") mit
Skala n und Ratenfunktion

log ¥ dy, falls v < p,
= 5= {fo dﬂ (2.42)

sonst.

Bemerkung 2.4.2. (i) Die Zahl H(v | p) heifit die relative Entropie von v beziiglich p oder
auch der Kullback-Leibler-Abstand von pund v (obwohl H( - | -) keine Metrik ist). Falls S—Z
existiert, so gilt auch H(v | u) = [ 3—; log 3—; dp. Mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung
zeigt man leicht als Ubungsaufgabe, dass I,, nichtnegativ und strikt konvex auf M (I") ist
und dass p die einzige Nullstelle ist.

(ii) Falls T' sogar eine endliche Menge ist, so kann ein kombinatorischer Beweis des Satzes
von Sanov gefithrt werden, siche etwa [dHO00, Theorem II1.2] oder [DZ98, Sect. 2.1]. Die
Haupthilfsmittel sind dabei die Beobachtung, dass L,, eine Multinomialverteilung besitzt:

nv~

P(L, =) = n! HF(Z”TW veM(T)N(ANT,

und natiirlich Stirlings Formel (siehe (1.1.6)). Ahnliche kombinatorische Betrachtungen
werden wir in Abschnitt 2.5 anstellen.

! Ausfiihrlichere Bemerkungen iiber die verwendete Topologie findet man in [DZ98, Appendices B, D].
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(iii) Eine Version des Satzes von Sanov fiir Markovketten (X,,)nen wird in Abschnitt 3.1 als
Anwendung des Kontraktionsprinzips und der Grofien Abweichungen fiir Paarmafe (siche
Satz 2.5.4) behandelt und ein zweites Mal in Abschnitt 3.4 als Anwendung des Satzes von
Gértner und Ellis.

<&

Bevor wir Satz 2.4.1 beweisen, stellen wir eine sehr hilfreiche Darstellung der Entropie
bereit. Mit Cy,(I") bzw. By, (I") bezeichnen wir die Menge der stetigen und beschrinkten bzw. der
messbaren und beschrénkten Funktionen I' — R.

Lemma 2.4.3 (Die Entropie als Legendre-Transformierte). Fir alle v, € My (T") gilt

H(v|u)= sup [/Ffdu—log/refdu]: sup {/Ffdu—log/refdu]. (2.4.3)

feBp(I) fecu(T)

Beweisskizze. Falls v nicht absolutstetig beziiglich p ist, so existiert eine messbare Menge
A C T mit p(4) = 0 < v(A). Fiir f = M1y gilt dann [, fdv — log [ e/ dp = Mv(A), also
stimmt dann die erste Gleichung in (2.4.3). Sei v < p, und sei f € By(I'). Wir definieren
py € My(T) durch duy/dp = e/ / [ e du, dann haben wir

dv dp
H(u]u)z/bg(dlu df>dy— H(v | py) + logf fd dyz/fdy—log/efd,u.

Der Ubergang zu sup feBy, (1) zeigt, dass ‘>" in der ersten Gleichung in (2.4.3) gilt. In der zweiten
gilt ‘>’ trivialerweise. Um auch ‘<’ zu zeigen, moéchte man gerne f = 1ogd—Z einsetzen, denn
[fdv —log [efduy = [fdv = H(v | ). Da dieses f evtl. weder in By (") noch in Cy(I)
liegt, muss man es mit solchen Funktionen geeignet approximieren, was wir hier nicht ausfiihren
wollen. Siehe etwa [DS89, Lemma 3.2.13] fiir Details. O

Bemerkung 2.4.4. (i) Insbesondere folgt aus Lemma 2.4.3 auch die Unterhalbstetigkeit von
I, denn fiir jedes f € Cp(T') ist die Abbildung v — [ fdv —log [, ef dp stetig, und das
Supremum unterhalbstetiger Funktionen ist unterhalbstetig.

(ii) Man beachte die formale Analogie zu der Legendre-Transformierten I in (1.1.4) im Satz
von Cramér. Die Paarung Cp(I') x M1(T) 3 (f,v) — [ fdv = (f,v) ist tatséchlich eine
Dualitdtspaarung (siche [DS89, Lemma 3.2.3]), insbesondere wird die Topologie auf M (T")
durch die Abbildungen (f,-) mit f € C,(T") erzeugt. Dasselbe Prinzip auf R x R statt auf
Co(I') x My (T) ist in (1.1.4) in Kraft. Man beachte, dass gilt

JLef O mn = [ 2o, ),
T MI(F)

wobei L£,(dx,) die Verteilung von dx, bezeichnet, wenn X; nach pu verteilt ist. Lem-
ma 2.4.3 sagt also insbesondere, dass die Ratenfunktion I, im Satz von Sanov die Legendre-
Transformierte der logarithmischen Momenten erzeugenden Funktion der Zufallsgriéfie dx,
ist. Insbesondere kann man den Satz von Sanov formal auffassen als eine abstrakte Variante
des Satzes von Cramér (genauer: des Satzes 2.2.1), denn die Zufallsvariablen dx,,dx,,. ..
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sind unabhéngig und identisch verteilt auf M;(I"), und L,, ist der Durchschnitt der er-
sten n von ihnen, und die Ratenfunktion hat ja eine Gestalt wie in (1.1.4). In [DS89,
Sect. 3.1] und in [DZ98, Sects. 6.1-2] wird auch tatséchlich diese Route der Beweisfiihrung
eingeschlagen.

&

Beweis von Satz 2.4.1. Zunichst zeigen wir die Kompaktheit der Niveaumengen? ®(s) =
{v e Mi(I'): H(v | p) < s}. Wegen der Unterhalbstetigkeit (siche Bemerkung 2.4.4(i)) sind
sie abgeschlossen, so dass nur noch ihre Relativkompaktheit zu zeigen ist. Nach dem Satz von
Prohorov ist nur die Straffheit zu zeigen. Sei € > 0, dann existiert eine kompakte Menge K C I
mit pu(K°) < e. Wir benutzen f = g log M mit einem groflen M > 0 auf der rechten Seite von
(2.4.3) und erhalten fiir jedes v € M;(I'):

Hv|p) > /fdy—log/efd,u:Z/(Kc)logM—log (1= pu(K°) + Mu(K°)).

Also folgt fiir jedes v € ®(s):

s +log (14 (M —1)e)
log M ’

UK < o (0 |0+ 1o (14 (M = Du())) <

Nun wihlen wir M = 1+ 1 und haben v(K°) < (s+log2)/log(1+4 1), und die rechte Seite kann
beliebig klein gewiihlt werden, indem man e klein macht, unabhéingig von v € ®(s). Dies zeigt
die Relativkompaktheit von ®(s).

Nun zeigen wir die untere Schranke in Definition 2.1.1(ii). Sei G C M(I") offen, und sei
v € G. Zur Verdeutlichung der Abhéngigkeit schreiben wir L, (X), wobei X = (X;,)nen. Es sei
X = (/\X 1, Xa,. .;\) eine Folge von unabhéngigen, nach v verteilten Zufallsgréffien mit empirischem

Ma8l L,, = L,(X). Zunéchst nehmen wir an, dass eine beschréinkte, von Null wegbeschriankte

Dichte % = g—z existiert, dann ist f = % ebenfalls eine Dichte. Sei € > 0. Dann erhalten wir

durch einen MaBwechsel von X zu X:

P(L,(X) € G) = E[B{Ln()?)eG} Hf ° )?2}
i=1

> B[y, ey U, sokse-reinon [ £ 0 Xi]

i=1

> o p(L,(X) € . LS log fo %> —H(v| ) - ).
mn
i=1

Jeweils nach dem Schwachen Gesetz der Grofien Zahlen gelten in Wahrscheinlichkeit

~ 1 — ~
lim L,(X)=v und lim — g logfoXi:/logde:—H(y\,u).
n—o00 n—oo N P

Daher konvergiert der letzte Faktor gegen Eins, und wir erhalten

lim inf 1 logP(L,(X) € G)>—-H(v | p) —e.

n—oo n

2Dieser Beweisteil ist tatsichlich iiberfliissig, da wir spéter die exponentielle Straffheit der Folge (L, )nen zeigen.
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Da die linke Seite nicht von £ abhéngt, ist die untere Schranke gezeigt, zunéchst aber nur in dem
dv

Fall, dass die Dichte an existiert und von Null und co wegbeschréankt ist. Im allgemeinen Fall
konnen wir voraussetzen, dass eine Dichte g = S—Z existiert, denn sonst ist H(v | u) = oo und
die untere Schranke trivial. Nun muss man zeigen, dass die Menge der von Null und co weghe-
schréinkten p-Dichten fiir jedes a € (0, 00) in der Menge {g € L'(u): g > 0 p-fast sicher, [gdp=
1, [ glog gdp < a} dicht liegt, d.h. man muss eine von Null und co wegbeschrinkte Dichte mit
Dichten mit beschrénkter Entropie beziiglich p approximieren. Diesen Teil des Beweises lassen
wir weg.

Nun zeigen wir die obere Schranke in Definition 2.1.1(iii). Nach Lemma 2.1.5 reicht es,
dies nur fiir kompakte Mengen zu zeigen sowie die exponentielle Straftheit der Folge (L, )nen.
Sei zunéchst ' C M (I") kompakt. Ohne Einschrénkung gilt 0 < infgI,, so dass wir ein
a € (0,infg I,,) wihlen kénnen. Nach Lemma 2.4.3 gibt es fiir jedes v € F ein f, € C,(I') mit

[ fodv— logfef” dp > . Dann ist

U, = {77 e M(I"): /f,,dn —1og/ef” dp > a}
eine offene Umgebung von v. Mit Hilfe der Markov-Ungleichung erhalten wir

P(Ln c U,,) _ ]P;(enffy dL, > ena—i—nlogfefv dM) < e—na(/efy d,u) *”E [enffy dLn] — o na

Da F kompakt ist, kann F' mit endlich vielen der Mengen U, iiberdeckt werden. Daraus folgt
lim sup,, o 2 logP(L, € F) < —a. Der Grenziibergang o 1 infp I, lisst die obere Schranke

folgen.

Nun zeigen wir die exponentielle Straftheit der Folge (L,,)nen. Fiir € > 0 und eine kompakte
Menge B C T sei Ap. = {v € My('): v(B°) < ¢}. Nach dem Portmanteau-Theorem? ist Ap .
abgeschlossen. Wihle zwei Nullfolgen (g4 )xen und (bg)ren in (0, 00), sowie eine Folge kompakter
Mengen By, so dass u(Bj) = by < e;. Wir setzen K = [,y 4By, Dann ist K kompakt,
denn fiir jedes ¢ > 0 gilt ¢, < ¢ fiir alle geniigend groflen k, und fiir jedes v € K ist dann
v(By) < e, < ¢, und daher ist K straff, also wegen Abgeschlossenheit auch kompakt.

Auflerdem haben wir

P(L, € K°) = P(i e (X;) > egn fiir ein k € N) < Zp(i e (Xi) > 6kn>.
i=1 keN i=1

Da die ZufallsgréBen 1pe (X1), 1pe (X2),... unabhéngige und identisch verteilte Bernoulli-Vari-
ablen mit Parameter by = p(Bj) sind, kénnen wir die obere Schranke im Satz von Cramér
benutzen, einfacher noch die Abschétzung aus (1.1.2), und erhalten

P(L, € K¢ <Y e ™l (2.4.4)
keN

wobei I(e) = elog s + (1 — ¢)log 1=5 die zugehérige Ratenfunktion ist, d.h. die Legendre-
Transformierte in (1.4.2) fiir die Bernoulli-Verteilung mit Parameter b (siche Beispiel 1.4.2).

3Wir erinnern uns, dass das Portmanteau-Theorem die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen
tn gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ unter anderem durch die Bedingung lim inf, e pn(G) > u(G) fiir alle
offenen Mengen G charakterisiert.
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Sei nun s > 0 gegeben und die Folgen (ex)ken, (bk)ken und (Bg)gen wie oben gewéhlt. Nun
verlangen wir zusétzlich noch, dass fiir jedes k € N auch I, (e;) > 2sk gilt. (Dies erreichen wir,
indem wir die by, klein genug wéhlen, da wir ja wissen, dass limp|o I(¢) = oo gilt.) Dann haben
wir aus (2.4.4), dass P(L,, € K¢) < >, e 2% < e7*". Dies zeigt die exponentielle Straffheit
von (Lp)nen- O

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Sanov ist das Prinzip der Gibbs-Konditionierung,
bei dem nach dem typischen Verhalten der X; gefragt wird unter gewissen Bedingungen an den
Durchschnitt von Xq,...,X,.

Beispiel 2.4.5 (Das Prinzip der Gibbs-Konditionierung). Es sei (X, )nen eine Folge von
unabhéngigen identisch nach p verteilten Zufallsgréfien. Wir setzen voraus, dass die X,, Werte
in einer endlichen Menge I" haben und dass g positiv ist auf I'. Ferner sei f: I' — R eine
Abbildung und A C R eine Menge. Wir wollen die bedingte Verteilung von X7 gegeben das
Ereignis {2 3> | f(X;) € A} = {{f, L,) € A} betrachten, also den Wahrscheinlichkeitsvektor

wP () =P(X1=7|(f,Ln) € 4), ~yeT.

Natiirlich setzten wir voraus, dass das Ereignis {(f, L,,) € A} positive Wahrscheinlichkeit hat.
Die soeben formulierte Frage ist von grofler Bedeutung in der statistischen Physik; sie fragt nach
dem typischen Verhalten der beteiligten Zufallsgrofien, wenn ihr Durchschnitt zur Einhaltung
einer gewissen Bedingung gezwungen wird.

Unter der bedingten Verteilung P(- | (f, L,,) € A) sind die X1, ..., X,, zwar identisch verteilt,
aber nicht unabhéngig. Man sieht leicht, dass fiir alle Testfunktionen ¢: I' — R gilt:

<¢’ M&LA)> = E[<¢’ Ln> | <f7 Ln> € A]
Also kann man schreiben pf;” = E[L,, | L, € X4], wobei ¥4 = {v € M;(T): (f,v) € A}. Es

handelt sich also um eine Fragestellung iiber die empirischen Mafle. Die folgende Charakterisie-
rung aller Haufungspunkte der Folge der u4" gilt fiir alle Mafe der Form p* = E[L,, | L, € 3]
mit einem ¥ C M;(I'), das die Bedingung

AX) = 1£OfH( | p) = i%fH(- | 1) (2.4.5)

erfiillt.

Lemma 2.4.6 (Das Gibbs-Prinzip). Sei ¥ C M (T"), so dass (2.4.5) erfillt ist, und sei
M={veX: Hv|p) = AX)} die Menge der Minimierer des Problems in (2.4.5). Wir setzen
wh =E[L, | L, € X]. Dann ist die Menge aller Hiufungspunkte der Folge (1) )nen enthalten im
Abschluss der konvexen Hiille von M. Falls 3. konvex ist mit nichtleerem Innern, dann besteht
M aus einem einzigen Punkt, gegen den dann p;, konvergiert.

Im Spezialfall T' = {0,1}, p= 300 + 361, f =id, A =[0,3]U[2,1] und £ = ¥4 besteht M
aus den beiden Bernoulli-Verteilungen mit Parametern % und %, aber wegen der Symmetrien
der Verteilung p und der Menge A beziiglich 0 und 1 ist der einzige mdogliche Haufungspunkt
von (E[Ly, | Ly € ¥])nen die Bernoulli-Verteilung mit Parameter i, und die liegt nicht in M,

2
aber in ihrer konvexen Hiille.

Beweis von Lemma 2.4.6. Da M (T") kompakt ist und H(- | s) unterhalbstetig, ist M nicht
leer. Wenn X konvex ist mit nichtleerem Innern, dann zeigt man leicht mit Hilfe der strikten
Konvexitdt von H(- | ), dass M nur ein Element enthélt. Dies zeigt die letzte Aussage.
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Nun beweisen wir die erste Aussage. Sei d die Totalvariationsmetrik auf M1 (T"), also d(v, V') =
i > er V(7)) =V (7)]. Wir fixieren ein 6 > 0 und betrachten die 5-Umgebung Us = {v: d(v, M) <
d} von M, wobei d(v, M) = inf,/cr d(v,v') der Abstand von v zu M ist. Wir zeigen, dass gilt:

lim P(L, € Us | L, € %) = 1. (2.4.6)
n—oo

Um dies zu zeigen, beginnen wir mit dem Satz von Sanov, der uns sagt, dass auf Grund von

(2.4.5)
A®) = — lim ~logP(L, € %) (2.4.7)

n—oo n,
gilt, sowie

1 1 —
limsup — log P(L,, € U NX) < limsup —logP(L, € Us NY) < — inf H(- | p). (2.4.8)

n—oo N n—oo N Ugﬂi

Wegen Kompaktheit wird das letzte Infimum angenommen in einem Punkt auflerhalb von M,
also ist das letzte Infimum strikt grofer als A(X). Nun folgt (2.4.6) leicht aus (2.4.7) und (2.4.8),
wie man leicht durch Ausschreiben der bedingten Wahrscheinlichkeit sieht; die Konvergenz ist
sogar exponentiell in n.

Nun leiten wir aus (2.4.6) her, dass
lim d(u;,co(Us)) =0 (2.4.9)

gilt, wobei co(U) die konvexe Hiille einer Menge U bezeichnet, und wir erinnern an p, = E[L,, |
L, € ¥X]. Aus (2.4.9) folgt dann die Behauptung, dass alle Haufungspunkte von (u))nen im
Abschluss von co(M) liegen, und der Beweis ist beendet.

Wir zeigen nun (2.4.9). Man errechnet elementar, dass gilt:
i —E[Ly | Ln € UsNE] =P(Ly, € U§ | Ly, € X)(E[Ly, | L, € U NX] — E[Ly, | L, € Us NX]).
(2.4.10)
Man beachte, dass E[L,, | L,, € Us N ¥] zur konvexen Hiille von Us gehért, also ist der Abstand
von ) zu dieser Hiille nicht grofier als der Abstand der beiden Mafe auf der linken Seite von

(2.4.10). Wenn man den Abstand der beiden Mafie auf der rechten Seite von (2.4.10) gegen Eins
abschiéitzt, erhédlt man, dass

d(pr,, co(Us)) < d(pn, E[Ln | Ln € Us NX]) <P(Ly € U§ | Ly € X)),

und dies konvergiert gegen Null wegen (2.4.6). Dies zeigt, dass (2.4.9) gilt, und beendet den
Beweis. U

<&

2.5 Paarempirische Mafle von Markovketten

Diesmal betrachten wir eine Markovkette (X,,),en auf einem Zustandsraum I' und betrachten
die sogenannten paarempirischen Majle

1 n
L?L = E Zé(xiinH) € Ml(FQ), (2.5.1)
i=1
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auch empirische Paarmafie genannt. Diese Mafle registrieren die relative H#ufigkeit des Auftre-
tens eines Paares von Zustéinden in der Kette (X, ),en. Insbesondere enthalten sie die Informati-
on iiber die relative Anzahl von Aufenthalten in Zusténden (d. h. die Information, die empirische
MafBe enthalten) und von Spriingen von einem Zustand zu einem anderen. Der natiirliche stocha-
stische Prozess fiir die Betrachtung eines Paarmafles ist also eine Markovkette. Wir schréanken
uns hier auf einen endlichen Zustandsraum I' ein, um die technischen Schwierigkeiten gering zu
halten und um niitzliche kombinatorische Formeln zu présentieren.

Mit P = (p(7,%))~,5er bezeichnen wir die Ubergangsmatrix der Markovkette. Zur Vereinfa-
chung setzen wir voraus, dass p(v,7) > 0 fiir alle 7,7 € I'. Es ist klar, dass dann lim,, .o, L2 =
u® P gilt, wobei p die invariante Verteilung der Markovkette ist.

Wir benétigen zunzichst noch einige Notationen. Fiir eine Verteilung v € My (I'?) auf I'?
schreiben wir vV und v® fiir die beiden Marginalmaie auf I', d.h. v (v) = > v(5,7) und
v@(v) =3 5¢er (7, 9)- Falls v in der Menge

MP(I?) = {ve Mi(T?): v =1}

liegt, so nennen wir v shift-invariant und schreiben 7 = vV = v® fiir das Marginalmaf}. Man be-
achte, dass L2 ‘fast’ in /\/l(f) (I'?) liegt, genauer: seine beiden Marginalmafe sind die empirischen
MafBe der Strings (X1, ..., X,) bzw. (Xa,..., X,+1), und daher ist der Totalvariationsabstand*
von L2 zu M{(T'2) ist nicht groBer als 1 Wir definieren L5P wie L2 in (2.5.1) mit periodischen
Randbedingungen, d.h. wir ersetzen X, in (2.5.1) durch X;. Hier wird also ein kiinstlicher
Sprung X,, — X, eingefiigt. Dann liegt L") offensichtlich in M(ls)(FQ).

Wie auch schon das empirische Maf}, reduziert auch das paarempirische Mafl den Wahr-
scheinlichkeitsraum, indem es nur Paariibergénge zihlt, aber nicht die zeitliche Reihenfolge
registriert. Wir quantifizieren zunéchst diesen Effekt in einer kombinatorischen Formel. Mit
M (I'?) bezeichnen wir die Menge der Mafie in M{”(I'?) mit Koeffizienten in 2N. Fiir einen
beliebigen String = = (z1,...,x,) € ' bezeichnen wir das zugehorige shift-invariante Paarmaf
mit L (x).

Lemma 2.5.1 (Kombinatorik fiir Paarmafe). Fir jedes v € M™ (T'2) erfillt die Anzahl
Aw) =#{z = (21,...,2,) €T": L7P(z) = v} (2.5.2)

aller Strings, deren Paarmaf gleich v ist, die Abschditzung

[ er(n7(7))!
H'y &er(”l/(% NV

)

A(v) = en(v) wobei n~ M < e, (v) < n. (2.5.3)

Beweis. Das Mafl v kann identifiziert werden mit dem gerichteten Graphen (I', V), wobei V,,
fiir jedes Paar (,7) exakt nv(v,7) Pfeile von v nach 4 enthélt. Die Shift-Invarianz impliziert,
dass jeder Zustand genauso viele einkommende wie ausgehende Pfeile besitzt. Die Gesamtzahl
der Pfeile ist n.

Ein Fuler’scher Kreis ist ein geschlossener Pfad entlang von Pfeilen, der jeden Pfeil genau
einmal benutzt. Offensichtlich entspricht jeder Euler’sche Kreis in (I', V},) bis auf zyklische Ver-
schiebung genau einem String z = (x4, ...,2,) mit L™ (z) = v. Es sei E(v) die Anzahl der

“Der Totalvariationsabstand von v, € My (I'?) ist definiert als d(v, pu) = %Zv ser Vva — Byal-
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Euler’schen Kreise in (I',V},), dann haben wir

Z(v)E(v)
Hy,aer(m/(% )!

Alv) =

)

wobei Z(v) die Zahl der zyklischen Verschiebungen des Strings z ist, die das selbe Paarmafl
ergeben, und der kombinatorische Faktor (nv.,s)! zdhlt die Permutationen der Pfeile, die der
Euler’sche Kreis von v nach 4 benutzen kann. Offensichtlich ist 1 < Z(v) < n. Also folgt die
Behauptung des Lemmas aus den Abschétzungen

[I e -11<E@m)< ][] ©EO). (2.5.4)

~el: 7(y)>0 ~el': T(y)>0

Die untere Schranke in (2.5.4) sicht man wie folgt ein. Fixiere einen Euler’schen Kreis, verfolge
seinen Lauf und markiere fiir jedes Paar (y,7) von Zusténden denjenigen Pfeil, den dieser Kreis
als letzten von « nach 4 benutzt. Durch Permutationen aller unmarkierten Pfeile (davon gibt es
nv(y)—1 am Zustand ) erhélt man jeweils einen anderen Euler’schen Kreis, der die markierten
Pfeile als jeweils letzten benutzt. Also ist die linke Seite eine untere Schranke. Dass die rechte
eine obere Schranke ist, ist einfach zu sehen und wird hier nicht ausgefiihrt. O

Nun kénnen wir ein Prinzip Grofier Abweichungen formulieren:

Satz 2.5.2 (Grofle Abweichungen fiir empirische Paarmafie von Markovketten). Sei
(Xp)nen eine Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum T mit positiver Ubergangsmatriz
P = (p(7,7))~7er, und es sei L2 in (2.5.1) das zugehdrige empirische Paarmafl. Dann erfiillt
(L2)nen ein Prinzip Grofer Abweichungen auf M1(I'2) mit Skala n und Ratenfunktion
N v(7,7) () (T2 =
19() = Laer V(1) 108 syt 5y Jalls v € MPIE) und v <7 & P, (2.5.5)
o0 sonst.

Beweisskizze. Da der Totalvariationsabstand zwischen L2 und der periodischen Version des
PaarmaBes, Ly, nicht grofer als % ist, erfiillen beide Paarmafie das selbe Prinzip (wenn
iiberhaupt irgend eines). Dies ist leicht direkt zu priifen und wird aus Korollar 3.2.4 auch noch

einmal folgen.

Wir kénnen die Verteilung von L direkt angeben wie folgt:

PLEP =v) = A(w) [] (0(v.3)"™07,  veMP(T?),
7, YET

wobei wir an (2.5.2) erinnern und auch daran, dass die Mafe in M " (T'?) per Definition Koef-
fizienten in %NO besitzen. Mit Hilfe von Lemma 2.5.1 erhalten wir

nv ! 5
H’\/EF( (7)) ; H (p(%ﬁ))m/(“fﬁ)_

P(LEP = v) = g,(v) -
" " H%&er(m/(%’Y) "y Aer

Mit Hilfe von Stirlings Formel (siche (1.1.6)) sehen wir, dass der Ausdruck auf der rechten Seite
fiir jedes feste v € M1 (I'?) asymptotisch fiir n — oo gleich e_"II(DQ)(V)JrO(”) ist. Damit haben wir —

. . er ) . .
modulo technischer Details — das Motto ‘P(L$;*" ~ v) ~ e ™ () erhalten und verzichten hier
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auf einen formalen Beweis des Prinzips Grofler Abweichungen. Mehr iiber die ausgelassenen Teile
des Beweises findet sich in [dHO00, Ch. I, II] (allerdings nur fiir u.i.v. Folgen (X, )nen) und in
[DZ98, Sect. 3.1]; siehe auch [DZ98, Sect. 6.5.2]. Der abstrakte Fall von gleichméfig ergodischen
Markovketten auf polnischen Réumen wird in [DS89, Ch. IV] behandelt. g

Bemerkung 2.5.3. (i) Man kann I3 (v) = H(v | 7® P) auf M{’(T2) auch als relative
Entropie von v beziiglich 7 ® P auffassen.

(ii) Mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung und ihrer Gleichheitsdiskussion kann man elemen-
tar herleiten, dass Iy in M{”(I'2) strikt konvex ist mit Ausnahme der Liniensegmente
{av+(1—a)v: a € [0,1]} zwischen je zwei MaBen v und 7, die v(v,7)/7(y) = v(v,7)/7(7)
fiir alle v,4 € I' erfiillen. Auf diesen Segmenten ist [ g) affin.

(ili) Falls (X,)nen eine u.i. v. Folge mit Marginalverteilung i ist, also p, 5 = ps fiir alley,5 € T’
gilt, ist 15 (v) = I,(7) + H(v | 7 ® 7), wobei I,, die in (2.4.2) definierte Ratenfunktion
der empirischen Mafe ist. Hierbei kann man I,,(7) interpretieren als die Ratenfunktion fiir
die Wahl des Strings, so dass v sein empirisches Ma$ ist, und H(v | ¥ ® V) beschreibt den
relativen Anteil derjenigen Strings darunter, die das Paarmaf} v besitzen.

(iv) In [dHOO0, Sect. I1.7] wird erldutert, wie man in Satz 2.5.2 von einem endlichen zu einem
abzahlbar unendlichen Zustandsraum iibergehen kann.

&

Zum Abschluss dieses Kapitels zitieren wir ohne Beweis eine Erweiterung des Satzes 2.5.2 auf
polnische Rdume und k-Tupel-Mafle aus [DZ98, Sect. 6.5]. Es sei also (X, )nen eine Markovkette
auf einem polnischen Raum I'; und es sei k& € N. Das n-te k-Tupel-Maf$ ist definiert als

n

Lﬁ = — Zé(Xi,---,X¢71+k) S /\/ll(l“k). (2.5.6)
i=1

Dieses Maf} gibt die relative Haufigkeit von ‘Wértern’ der Lénge k in einem ‘Text’ der Linge n
an. Wir statten M1 (I'*) mit der schwachen Topologie aus und wollen Groe Abweichungen fiir
die Folge (L¥),en beschreiben. Es gibt wiederum eine periodische Variante L von LE, die
shift-invariant ist. Hierbei nennen wir eine Verteilung auf T'* shift-invariant, wenn alle ihre k
MarginalmaBe auf I'*~! mit einander iibereinstimmen, welche wir dann mit 7 bezeichnen. Mit
M (TF) bezeichnen wir die Menge der shift-invarianten WahrscheinlichkeitsmaBe auf I'*. Der
Abstand von LF zu M{”(T'*) ist nicht gréBer als 1

Mit p’(y,-) € M(I') bezeichnen wir die bedingte Verteilung von X, | gegeben X; = ~,
also das (-stufige UbergangswahrscheinlichkeitsmaB. Wir setzen voraus, dass fiir jede messbare
Menge A C I' die Abbildung 7 + p(v, A) messbar ist, wobei p! = p. Um GroBe Abweichungen
zu beweisen, bendtigen wir die folgende Voraussetzung.

Bedingung (U). Es gibt N,Z € N mit £ < N und M € (1,00), so dass

M N
¢ ~ ~
Pon) <5 2 p"(G),  7mier

Dies ist eine Bedingung von gleichméfiger Ergodizitit. Zum Beispiel erfiillen irreduzible
Markovketten auf endlichen Zustandsrdumen die Bedingung (U).
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Satz 2.5.4 (Grofle Abweichungen fiir k-Tupel-Mafle). Es sei (X, )nen eine Markovkette
auf einem polnischen Raum T, deren Ubergangswahrscheinlichkeitsmaf p die Bedingung (U)
erfillt. Sei k € N fest, und sei das n-te k-Tupelmaf LE wie in (2.5.6) definiert. Dann erfiillt
(LE)nen ein Prinzip Grofer Abweichungen auf Mq(T'*) auf der Skala n mit Ratenfunktion

(2.5.7)

10 = {H(V |7 @kp), Jalls v € ML),
" - oo sonst.

Bemerkung 2.5.5. (i) Beweise von Satz 2.5.4 finden sich in [DZ98, Sect. 6.5.2] und — in

(iii)

einem etwas allgemeinerem Zusammenhang — in [DS89, Sect. 4.1]. Der Fall eines endli-
chen Zustandsraumes I" wird in [dHO0O, Theorem II.18] mit kombinatorischen Methoden
behandelt.

Der Beweis von Satz 2.5.4 in [DZ98, Sect. 6.5.2] basiert auf der simplen Beobachtung, dass
die Folge ((Xn, Xnt1s-- -5 Xn—1+k))nen ebenfalls eine Markovkette ist, und zwar auf dem
Raum T*. Da die Mafie LF die empirischen MafBe dieser Kette sind, muss nur eine Version
des Satzes von Sanov fiir Markovketten auf diese Kette angewendet werden. Mit anderen
Worten, Satz 2.5.4 fiir £k = 1 impliziert leicht den selben Satz fiir allgemeines k € N.

Der Fall k = oo, also die Betrachtung von Mischungen der Shifts der gesamten unendlich
langen Folge (X, )nen, ldsst ebenfalls ein interessantes Prinzip Grofier Abweichungen zu,
besitzt aber eine weit weniger explizite Ratenfunktion. Im Fall von endlichem Zustands-
raum wird dies in [dHOO, Sect. I1.5] behandelt und im Fall von polnischem Zustandsraum
in [DZ98, Sect. 6.5.3].

<&



Kapitel 3

Grundlegende Techniken

In diesem Kapitel stellen wir grundlegende Vorgehensweisen vor, mit denen man Prinzipien
Grofler Abweichungen aus anderen erhalten kann, sowie grundlegende Anwendungsméglichkeiten
von Prinzipien. In Abschnitt 3.1 gewinnen wir Prinzipien durch stetige Bilder, in Abschnitt 3.2
durch exponentielle Approximation, in Abschnitt 3.3 behandeln wir die Asymptotik von Inte-
gralen exponentieller Funktionale ( Varadhans Lemma), und in Abschnitt 3.4 geben wir eine weit
reichende Verallgemeinerung des Satzes von Cramer, den Satz von Gdrtner-FEllis. Die Liste der
Anwendungen dieses Satzes ist lang und wird deshalb auf die Abschnitte 3.5 und 3.6 verteilt, wo
insbesondere die Verweilzeitmafle von Irrfahrten in stetiger Zeit und der Brown’schen Bewegung
untersucht werden.

3.1 Kontraktionsprinzip

Mit Hilfe von stetigen Funktionen lassen sich aus Prinzipien Grofiler Abweichungen weitere ge-
winnen:

Satz 3.1.1 (Kontraktionsprinzip). Es seien (E,d) und (E’,d’) zwei metrische Réume und
f: E — E' eine stetige Abbildung. Ferner sei (X, )nen eine Folge von E-wertigen Zufallsgrifen,
die ein Prinzip Grofler Abweichungen mit einer Ratenfunktion I: E — [0,00] erfillt. Dann
erfiillt die Folge (f(X,))nen ein Prinzip Grofler Abweichungen auf E' auf der selben Skala mit
der Ratenfunktion

I'(y) =inf{I(z): z € E, f(x) = y}, yeE. (3.1.1)

Beweis. Die Niveaumengen von I’ sind gleich {I’ < s} = {f(z): x € E,I(z) < s} = f({I < s}),
also stetige Bilder kompakter Mengen und damit selber kompakt. Um die restlichen Aussagen
zu priifen, reicht es darauf hinzuweisen, dass fiir jede Menge A C E’ gilt: inf4 I’ = inf 14 I
und darauf, dass Urbilder offener bzw. abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktionen selber
offen bzw. abgeschlossen sind. O

Bemerkung 3.1.2. Eine alternative Formulierung ist, dass die Bildmafe s, o f~! ein Prinzip
Grofler Abweichungen erfiillen, wenn die u,, dies tun. &

Beispiel 3.1.3 (Empirische Mafle von Markovketten). Das empirische Maf§ L,, (siehe

37
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(2.4.1)) einer Markovkette (X,,)nen auf einem polnischen Raum T’ mit Ubergangskern p ist das
Bild des empirischen Paarmafles L2 (siehe (2.5.1)) unter der — offensichtlich stetigen — Abbildung
v — U. Also folgt aus einem Prinzip Grofier Abweichungen fiir L? (siehe Satz 2.5.2) eines fiir
L,,. Unter der Bedingung (U) erfiillt also (L, )nen ein Prinzip Grofler Abweichungen auf M (I")
in der schwachen Topologie auf der Skala n mit Ratenfunktion

[ inf Hv|p®p), (3.1.2)
VEMSS)(FQ): U=u

wie aus einer Kombination von (3.1.1) und (2.5.5) ersichtlich ist. Diese Darstellung der Ra-
tenfunktion ldsst sich i. Allg. nicht wesentlich vereinfachen. In dem Fall, dass (X,,),en sogar
aus unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgréfien besteht, erhalten wir auf diese Weise den
Satz 2.4.1 von Sanov. Tatsiichlich: Wenn der Ubergangskern p(+, ) nicht vom ersten Argument
abhéngt, ist die Bedingung (U) trivialerweise erfiillt (man nehme N = ¢ = M = 1), und das
Infimum in (3.1.2) wird in ¥ = 4 ® p angenommen und ergibt die Ratenfunktion von Satz 2.4.1;
man beachte, dass H(v | u®@p) =H(v | p®@u)+ H(p | p) > H(p | p) gilt, falls 7 = p. <&

Beispiel 3.1.4 (Empirische Mafle von Irrfahrten auf Z¢). Um ein Prinzip Grofer Ab-
weichungen fiir die empirischen MaBe von Irrfahrten auf dem Gitter Z? zu erhalten (was in
Anwendungen in Modellen der Statistischen Physik oft benutzt wird), muss man sich auf eine
endliche Teilmenge A C Z? (etwa eine groBe zentrierte Box) einschrinken, so dass die Ein-
schrankung des Ubergangskernes auf A irreduzibel ist. Dann erfiillt die zugehérige Irrfahrt auf
A mit Null-Randbedingungen die Bedingung (U), und man erhilt ein konditioniertes Prinzip
GroBer Abweichungen fiir die empirischen Mafie L,, gegeben das Ereignis { X1, Xo,...,X,, € A}
mit Ratenfunktion

, v(z,y) , v(z,y)
Iz p(p) = inf v(z,y)log ————~ — inf v(z,y)log —————.
veM) (A2): m=p l%e:/\ w(@)p(@,y) e pm®(a2) mge:A v(z)p(z,y)
(3.1.3)

Der subtrahierte Term beschreibt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses { X1, Xs,..., X, € A} =
{supp (L?) C A%}, auf das bedingt wird.

Die empirischen Mafle einer Irrfahrt erfiillen im Allgemeinen also kein volles Prinzip auf
M (Z%), sondern nur ein schwaches. Die zeitlich stetige Variante wird in Abschnitt 3.6 behandelt
werden. <&

Beispiel 3.1.5 (Funktionale stochastischer Prozesse). Wenn die empirischen Mafle L, ei-
nes stochastischen Prozesses (X, )nen €in Prinzip Grofler Abweichungen erfiillen, so auch Funk-
tionale der Form % S f(Xi) = [ fdLy, fiir jede beschréinkte stetige Funktion f. &

Beispiel 3.1.6 (Sanov = Cramér). Wir hatten in Bemerkung 2.4.4(ii) kurz angesprochen,
dass der Satz 2.4.1 von Sanov als ein Spezialfall einer abstrakten Version des Satzes 2.2.1 von
Cramér gesehen werden kann. Hier diskutieren wir, ob umgekehrt der Satz von Cramér mit Hilfe
des Kontraktionsprinzips aus dem Satz von Sanov gewonnen werden kann.

Sei also (X,,)nen eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsgrofien, deren
empirische Mafle L,, = % >, dx, ein Prinzip GroBer Abweichungen erfiillen. Wie wir in Bei-
spiel 3.1.5 bemerkt haben, erfiillt dann %Z;;l f(X;) = [ fdL, fiir jede beschrénkte stetige
Funktion f ein Prinzip Grofler Abweichungen. Dies heifit, dass der Satz 2.2.1 von Cramér fiir
die u.i.v. Zufallsvariablen Y; = f(X;) an Stelle von X; gilt. Mit Hilfe des Satzes 3.1.1 kénnen
wir also ad hoc den Satz von Cramér nur fiir beschrinkte ZufallsgroBen f(X;) herleiten.
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Dies wollen wir nun ein wenig ausfithren. Nehmen wir also an, dass | X;| < r fast sicher fiir
ein r > 0 gilt, dann wéhlen wir die beschrénkte stetige Funktion f,(z) = (z A7)V (—r), und die
Abbildung v +— (f,, v) ist stetig. Also erfiillt 2 > | X; = L3 | £(X;) = [ f, dL, ein Prinzip
Grofler Abweichungen auf der Skala n mit der Ratenfunktion

I,(z) = ueMl(Ri)r}f@,fT):xH(y | 1), z €R,

wobei p die Verteilung von X ist. Wegen der Eindeutigkeit der Ratenfunktion muss natiirlich
I , mit der Ratenfunktion I in (1.4.2) iibereinstimmen, aber wir wollen das auf direkte Weise
einsehen. Wir benutzen die Darstellung in Lemma 2.4.3 und erhalten eine untere Schranke fiir
:f“(m), indem wir im Supremum auf der rechten Seite von (2.4.3) iibergehen zu f = tf, mit
beliebigem ¢ € R. Dann ist [ fdv —log [ e/ du = tz — log [ /* u(dz) = tz — log E[e'*!] (man
vergesse nicht, dass p([—r,7]) = 1). Der Ubergang zum Supremum iiber ¢ € R zeigt, dass fu(m) >
I(x). Nun wollen wir auch ‘<’ einsehen, zumindest fiir alle z im Intervall (essinf(X), esssup(X))
(auBlerhalb des Abschlusses dieses Intervalls ist ja I = oo). Wir wihlen den Maximierer ¢, von
tx —log ¢(t) wie in Lemma 1.4.1 und gehen im Infimum iiber v zu v, (dy) = et /@) y(dy) /o (t,)
iiber, welches ja nach Lemma 1.4.1 zuléssig ist. Setzen wir v, in die Formel in (2.4.2) ein, so
erhalten wir nach einer kleinen Rechnung, dass fu(m) < H(vg | p) = 2ty —log Elets/r(X1)] = I(2),
wobei wir wieder beachten mussten, dass p([—r,r]) = 1.

Wir erinnern daran, dass das Obige nur fiir beschrinkte Zufallsgroflen X; funktioniert.
Auswege aus diesem Mangel sind z. B. stérkere Versionen des Kontraktionsprinzips (siehe etwa
[DZ98, Theorem 4.2.23]) oder des Satzes von Sanov (z. B. in einer stirkeren Topologie), was wir
aber nicht behandeln werden. <

Beispiel 3.1.7 (Zufillig gestorte dynamische Systeme). Nun folgt eine Anwendung des
Satzes 2.3.1 auf stochastische Differentialgleichungen. Dies ist der Einstieg in die sogenannte
Freidlin- Wentzell- Theorie; siche [FW70] und [DZ98, Sect. 5.6].

Wir erinnern daran, dass W = (Wt)te[o,l] eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung mit
Pfaden in C = C([0,1] — R?) ist. Fiir einen kleinen Stoérparameter ¢ > 0 betrachten wir einen
Diffusionsprozess X ) = (Xt(g))te[o,l] mit Pfaden in C, der durch die stochastische It6-Gleichung

dXP =b(X)dt +edW;,  t€]0,1], (3.1.4)

mit Startwert Xés) = 29 € R? gegeben ist. Hierbei ist b: R¢ — R? ein Lipschitz-stetiges Vektor-
feld, d.h. es gibt ein L > 0 mit |b(z) — b(y)| < L]z — y| fiir alle z,y € R Man beachte, dass
die Gleichung (3.1.4), zusammen mit der Startbedingung X ((f) = x0, dquivalent zu der pfadweise
definierten Integralgleichung

t
X :x0+/ b(X)ds + Wy,  te[0,1], (3.1.5)
0

ist. Wir kénnen die Losung X als eine Funktion von eW auffassen:

Lemma 3.1.8. Fiir jedes ¢ € C besitzt die Gleichung

W(t) = o +/0 b(u(s))ds + (),  telo,1], (3.1.6)

eine eindeutige Losung ¢ € C. Die Abbildung F: C — C, F(p) =, ist stetig und injektiv.
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Beweis. Der Beweis der Existenz einer eindeutigen Losung von (3.1.6) ist eine beliebte Ubungs-
aufgabe zum Banach’schen Fixpunktsatz; dieses Resultat lduft unter dem Namen Satz wvon
Picard-Lindeldf. Wir zeigen nun die Lipschitz-Stetigkeit von F' mit Hilfe des Lemmas von Gron-
wall, das besagt, dass fiir alle ¢, ¢ € C und fiir jedes L > 0 gilt:

W(t) < L/O Y(s)ds + o(t), t e [0,1] = D(t) < o(t) +L/O =) p(s)ds, t € [0,1].

Seien 1, 2,191,199 € C mit F(p;) = 9; fiir i = 1,2. Dann folgt fiir alle ¢ € [0, 1]:
t
1) = (0] = | [ (b1 (5) = ba()] ds + 1) = 2(t)

< L/o [0 (5) — ga(s)] ds + @1 (t) — ea(t)],

also folgt aus dem Lemma von Gronwall, dass |11 (t)—2(t)| < |¢1(t)—w2(t)|+L fg el t=5) |y (5)—
©o(s)| ds fiir alle ¢ € [0,1], und daraus folgt ||¢)1 — a| < (14 eX)|l¢1 — 2|, und dies zeigt die
Lipschitz-Stetigkeit von F'. Offensichtlich ist F' injektiv, denn in (3.1.6) ist ¢ eine Funktion von

V. O

Nach dem Satz 2.3.1 von Schilder erfiillt (€W ).~ fiir € | 0 ein Prinzip Grofler Abweichungen
mit Skala ¢~ und Ratenfunktion I, die in (2.3.1) gegeben ist. Nach dem Kontraktionsprinzip in
Verbindung mit Lemma 3.1.8 erfiillt (X)),s¢ fiir jeden Startwert 2o € R? ein Prinzip Grofler
Abweichungen mit Skala e =2 und Ratenfunktion

v it 1) =1(= - /0 bu(s))ds )

peC: F(p
_ {% fol [0/ (t) — b(y(t))|? dt, falls ¥(0) = ¢ und 1) absolutstetig,

o0 sonst.

Insbesondere haben wir ein Gesetz der Grofien Zahlen: Wenn X € C die (deterministische)
Losung des ungestorten Systems ist, also von (3.1.5) mit ¢ = 0, d. h. des dynamischen Systems
(X©)(t) = (X (t)) mit X (0) = xo, so gilt lim.] X© = X© gleichméflig in Wahrscheinlich-
keit und fast sicher. <

3.2 Exponentielle Approximationen

Wir hatten schon mehrmals implizit Falle gesehen, wo zwei Folgen von Zufallsgréfien dasselbe
Prinzip Grofler Abweichungen erfiillen, da ihre Verteilungen geniigend nahe an einander sind.
Diesen Sachverhalt wollen wir hier kurz allgemein betrachten. Es sei (£, d) ein metrischer Raum
und (v, )nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim,, . v, = oo.

Definition 3.2.1 (Exponentielle Aquivalenz, exponentiell gute Approximation). (i)
Zwei Folgen (X,)nen und ()N(n)neN von E-wertigen Zufallsgrifien heiflen exponentiell
aquivalent auf der Skala (vn)nen, wenn sie gemeinsam auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum definiert werden konnen, so dass fiir jedes n € N und jedes § > 0 die Menge
Ans = {d(Xn, X,) > 0} messbar ist mit
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(ii) Bine Familie von Folgen (X )nen, © € N, von E-wertigen Zufallsgrifien heifit eine ex-
ponentiell gute Approximation einer Folge (X, )nen von E-wertigen Zufallsgrofen fir
r — oo, wenn alle Zufallsgrifien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum definiert werden
kénnen, so dass fiir jedes n,r € N und jedes § > 0 die Menge A, ;5 = {d(X,, X)) > 6}
messbar ist mit )
lim limsup —logP(4,,,s) = —o0.
r—=X posoco Vn
Natiirlich gibt es auch Formulierungen in Termen von Folgen von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben. Es ist klar, dass exponentiell dquivalente Folgen das selbe Prinzip Grofler Abweichungen
erfiillen sollten und dass die Prinzipien fiir exponentiell gute Approximationen nahe bei einander
liegen sollten, wenn der Approximationsparameter divergiert. Die genaue Formulierung dieses
Sachverhalts ist recht technisch und ihr Beweis auch, weshalb wir uns auf die Formulierung und
ein paar Beispiele beschrianken. Siehe [DZ98, Sect. 4.2.2] fiir mehr iiber dieses Thema.

Satz 3.2.2 (PGA und exponentiell gute Approximationen). Es sei die Familie der Folgen
(X ) nen, © €N, eine exponentiell gute Approzimation der Folge (X, )nen, und fiir jedes r € N
erfiille (X )nen ein Prinzip Grofer Abweichungen mit Ratenfunktion I.: E — [0,00]. Dann
erfillt (X,)nen ein schwaches Prinzip Groffer Abweichungen (siehe Bemerkung 2.1.2, 6.) mit
Ratenfunktion

I(xz) = supliminf inf I, xeFE. (3.2.1)

§>0 T Bs(w)

Falls die Niveaumengen von I kompakt sind und fir jede abgeschlossene Menge F C E gilt:
infp I <limsup,_,, infp I, so gilt sogar das Prinzip Grofier Abweichungen (d.h. im Sinne der
Definition 2.1.1).

Bemerkung 3.2.3 (Gamma-Konvergenz). Die Konvergenz in (3.2.1) von I, gegen I heif}t
Gamma-Konvergenz. Dieser Konvergenzbegriff ist speziell angepasst an die Konvergenz von
Infima und von Minimierern iiber geeignete Mengen. Viel mehr iiber Gamma-Konvergenz findet
man in [DM93]. &

Wendet man Satz 3.2.2 an auf exponentiell gute Approximationen (Xy([))neN, die gar nicht
von r abhéngen, so ist die Folge der )?n = X" sogar exponentiell dquivalent zu (Xn)nen, und
die Ratenfunktion I, fiir ()Zn)nEN héngt natiirlich auch nicht von r ab. Ausserdem ist wegen
Unterhalbstetigkeit I(z) = limg|g infpg(,) I. Also erhalten wir die folgende Aussage.

Korollar 3.2.4 (PGA und exponentielle Aquivalenz). Ezxponentiell dquivalente Folgen
von Zufallsgrofien erfillen das selbe Prinzip Groffer Abweichungen, wenn sie tberhaupt eines
erfiillen.

Beispiel 3.2.5 (empirische Paarmafle). Die periodisierten empirischen Paarmafe L > und
die gewhnlichen empirischen PaarmaBe L2 einer Markovkette in Abschnitt 2.5 sind exponentiell
dquivalent, denn der Abstand von L2 zur Menge aller symmetrischen Mafle ist ja nicht grofer
als % Insbesondere liefert Korollar 3.2.4 die fehlende Begriindung im Beweis von Satz 2.5.2. <

Beispiel 3.2.6 (Brown’sche Pfade). Im Beweis des Satzes 2.3.1 von Schilder sahen wir,
dass die Approximationen eW ™ des Brown’schen Pfades eW mit stiickweise linearen Funktio-
nen auf dem Gitter {0, %, %, ..., 1} exponentiell gute Approximationen auf der Skala £~2 sind.
Man beachte, dass man W auch erhélt mit Hilfe einer Raum-Zeit-reskalierten Irrfahrt mit un-
abhingigen standardnormalverteilten Schritten durch Ubergang zum Polygonzug. Ein Prinzip
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Grofer Abweichungen fiir Polygonziige von reskalierten Irrfahrten in R? mit geeigneter Schritt-
verteilung wird in Abschnitt 3.5 als Anwendung des Satzes von Gértner-Ellis erhalten. Dann
kann man Satz 3.2.2 anwenden, um einen zweiten Beweis des Satzes von Schilder zu erhalten.
Ferner kann man auch r = r. — oo abhéngig von ¢ wihlen und erhélt eine Version des Satzes

von Schilder fiir die Pfade geeignet reskalierter Irrfahrten, was wir aber nicht ausfithren werden.
&

Beispiel 3.2.7 (Treppenfunktionen und Polygonziige). Sei (X;);en eine Folge unabhéingi-
ger, identisch verteilter R%-wertiger Zufallsgrofen, dann definiert S,, = >y X; eine Irrfahrt
auf dem R?. Wir mochten eine pfadweise Betrachtung dieser Irrfahrt anstellen, und dafiir gibt
es prinzipiell zwei sinnvolle Mdglichkeiten: die Treppenfunktion und ihre lineare Interpolation,

d.h.
ST — (S|tn])te(0,1] und Smre) — (Sitn) + (tn — [tn]) X tn)+1)te)0,1)- (3.2.2)

Letztere Funktion ist der stetige, stiickweise lineare Polygonzug durch die Werte der erste-
ren an den Zeiten 0,1/n,2/n,...,1 und liegt daher in der Menge C der stetigen beschrinkten
Funktionen [0,1] — R?. Beide Funktionen sind zufillige Elemente des Raumes L>°([0,1]) aller
beschrinkten messbaren Funktionen.

Wir setzen voraus, dass die Momenten erzeugende Funktion p(\) = E[e‘t¥1)] von X endlich

ist fiir jedes A € R% Dann sind die normierten Funktionen %S("*Tr) und %S("*PO) zueinander
exponentiell dquivalent auf der Skala n im Sinne der Supremumsnorm || - ||, was wir nun beweisen
wollen. Man sieht leicht, dass || S — L gn.Poy| < %SUPte[O,l] | X|tn|+1|- Daher erhélt man fiir
jedes § > 0 und A > 0 mit Hilfe der Markov-Ungleichung

1 1
P(H—S(”’Tr) — =Sl > ) < }P’(m%IX|X¢| > 5n) < nP(|X1| > on) < nE[eMNF1l]e=An,
n n i=

Also fallt die betrachtete Wahrscheinlichkeit exponentiell ab mit Rate \J, und diese kann beliebig
grofl gemacht werden durch Wahl von \. Damit haben wir die exponentielle Aquivalenz gezeigt.
&

3.3 Das Lemma von Varadhan

Eine ganz zentrale Frage in der Theorie der Groflen Abweichungen ist die Rate von exponentiellen
Integralen. Wir présentieren nun das wichtigste Resultat zu diesem Thema, eine weit reichende
Verallgemeinerung der Laplace-Methode in Lemma 1.3.2, die zuerst in [Va66] bewiesen wurde. Es
sei (F,d) ein metrischer Raum. Wir bevorzugen eine Formulierung in Termen von Zufallsgr68en
statt Wahrscheinlichkeitsmaflen.
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Satz 3.3.1 (Laplace-Varadhan-Methode, Varadhans Lemma). Sei (y,)nen eine Fol-
ge positiver reeller Zahlen mit lim,_,o v, = oco. Ferner sei (X, )nen eine Folge E-wertiger
Zufallsgréfen mit Verteilungen p, und I: E — [0,00] eine Funktion.

(i) Falls F': E — R unterhalbstetig ist und die untere Schranke in Definition 2.1.1(ii) gilt, so
gilt

lim inf 1 logE[e'V"F(X”)] > sup[F — I]. (3.3.1)

(i) Falls F: E — R oberhalbstetig ist, die obere Schranke in Definition 2.1.1(iii) gilt sowie die
Niveaumengen von I kompakt sind und falls gilt:

1
lim limsup — logE[e%F(X")]l{F(Xn)ZMﬂ = —00, (3.3.2)

M—c© pn—co Vn
so gilt
1
lim sup — logE[eW"F(X”)] < sup[F — I]. (3.3.3)
E

n—oo In

Bemerkung 3.3.2. (i) Die Bedingung (3.3.2) gilt zum Beispiel, wenn es ein a > 1 gibt mit

1
lim sup — logE[e‘W"F(X")] < 00,

n—oo Yn

also insbesondere auch, wenn F' nach oben beschrinkt ist. Den Beweis erbringt man als
cine Ubungsaufgabe oder liest man in [DZ98, Sect. 4.3] nach.

(ii) Wenn F nach oben beschrénkt und stetig ist, haben wir natiirlich in (3.3.3) und (3.3.1)
jeweils Gleichheit, also

1
lim —log]E[eV"F(X”)] = sup[F — I]. (3.3.4)
E

n—=00 7Yp

(iii) Das Supremum auf der rechten Seite von (3.3.3) wird angenommen, wenn F' oberhalbstetig
und nach oben beschrénkt ist und die Niveaumengen von I kompakt sind, wie man als
eine Ubungsaufgabe leicht zeigt.

<&

Beweis von Satz 3.3.1. Zuerst beweisen wir (i). Seien x € E und ¢ > 0. Wegen Unterhalbste-
tigkeit gibt es eine offene Umgebung G von x mit infg F' > F(z) — 0. Also folgt

1 1
liminf — 10gE[e%F(X”)] > liminf — logE[e%F(X")]l{Xneg}]

1 :
> liminf — log [e% infe Fp( X, e G)}

n—00  Yn

1
> iI(l;fF + liminf — log P(X,, € G)

n—00 n

ZF(x)—5—ir(1;fle(x)—I(x)—5.
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Nun folgt die Aussage durch die Ubergénge zu § | 0 und SUD,cf-

Jetzt beweisen wir (ii). Zunéchst betrachten wir Funktionen F', die nach oben beschrénkt
sind, es existiere also ein M > 0 mit F'(x) < M fiir alle x € E. Seien s > 0 und § > 0, dann ist
ja ®(s) = {I < s} kompakt. Wegen Unterhalbstetigkeit von I und —F' gibt es zu jedem x € ®(s)
eine offene Umgebung G, von z mit infz I > I(z) — 0 und supg,_ F < F(z) + 6. Die kompakte
Menge ®(s) kann von endlich vielen der G, tiberdeckt werden, sagen wir von Gy, ,...,Gzy -
Indem wir den Erwartungswert aufspalten in {X,, € ®(s)} und ihr Komplement, erhalten wir

E[e%F(X")] E[e“’"F(X")ll{XneG,i}] + G%M]P’(Xn € ®(s)°)

s

-
I
_.

e F@)HIP(x, € G, ) + e MP(X, € B(s)°).

-

@
Il
—

Nun benutzen wir die obere Schranke in Definition 2.1.1(iii) fiir die abgeschlossenen Mengen G,
sowie Lemma 2.1.3(iii’) und erhalten

lim sup ilogﬂi[e%F(X")} < max { miéf( (F(z;)+ 6 —inf I), M — s}

n—oo In G,

< max{ Z:]\z[aulx (F(zi) — I(x;) +20), M — s}.

Nun folgt die Behauptung fiir nach oben beschriinkte Funktionen F durch den Ubergang zu
lims o und limg_, .

Im allgemeinen Fall zerlegen wir fiir jedes M > 0 in die Ereignisse {F(X,) < M} und
{F(X,) > M} und wenden auf dem ersten Ereignis das Bisherige auf Fjy = FFA M an. So
erhalten wir

1 1
lim sup — logE[e%F(X")] < max { s%p[FM — I],limsup — logE[e“’"F(X")]l{F(Xn)ZM}} }

n—oo In n—oo Tn
Mit Hilfe der Bedingung (3.3.2) erhalten wir auch dann leicht die Behauptung. O

Ahnlich wie man eine Wahrscheinlichkeitstheorie auch aus dem Konzept des Erwartungs-
wertes heraus aufbauen kann, kann man eine Theorie der Groflen Abweichungen prinzipiell auch
aus Integralen exponentieller Funktionen her entwickeln. Dies wollen wir hier nicht tun, aber wir
wollen kurz auf eine partielle Umkehrung von Varadhans Lemma eingehen: Falls fiir geniigend
viele Funktionen F' der Grenzwert in (3.3.4) existiert, so haben wir ein Prinzip Groler Abwei-
chungen. Mit C,(E) bezeichnen wir die Menge der stetigen beschrinkten Funktionen £ — R.
Der folgende Satz wurde in [Br90] erstmals bewiesen; siche auch [DZ98, Sect. 4.4].

Satz 3.3.3 (Brycs Umkehrung von Varadhans Lemma). Es seien die Voraussetzungen
wie in Satz 3.3.1. Zusdtzlich sei die Folge der Verteilungen der X, exponentiell straff auf der
Skala ~yy,. Der Grenzwert

1
A(F) = lim — logE [eF(Xn)] (3.3.5)
n—00 Yn
existiere fir jedes F € Cp(F). Dann erfillt (X,)nen ein Prinzip Groffer Abweichungen auf der
Skala v, mit Ratenfunktion
I(z)= sup [F(z)—A(F)]. (3.3.6)
FeCy(E)
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Aufserdem gilt fiir jedes F' € Cp(E)

A(F) =sup [F(z) — I(z)]. (3.3.7)
zel
Es ist klar, dass (3.3.7) aus Varadhans Lemma folgt. Im Spezialfall E = R ist die Parallele
zur logarithmischen Momenten erzeugenden Funktion und ihrer Legendre-Transformierten im
Satz von Cramér auffillig, aber die Ratenfunktion I in Satz 3.3.3 ist nicht notwendiger Weise
konvex. Satz 3.3.3 hat auch eine grofie Verwandtschaft zum Gértner-Ellis-Theorem (siehe Ab-
schnitt 3.4), doch dort wird ausschlielich mit linearen Funktionalen F' gearbeitet, wohingegen
Brycs Ergebnis auch in vollstandig reguléren topologischen Hausdorffriéumen gilt. Natiirlich ist
die Voraussetzung in Satz 3.3.3, dass A(F) fiir alle F' € C,(F) existiert, zu stark und kann
abgeschwiicht werden, siche [DZ98, Sect. 4.4].

Als eine erste Anwendung von Varadhans Lemma erhalten wir Prinzipien Groflier Abwei-
chungen aus absolutstetigen exponentiellen Transformationen:

Lemma 3.3.4 (Exponentielle Transformationen). Sei (v, )nen eine Folge positiver reeller
Zahlen mit im,, oo Y5, = 00, und sei (fin)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf E,
die ein Prinzip Grofler Abweichungen auf My (E) auf der Skala v, mit Ratenfunktion I erfillt.
Ferner sei F': E — R stetig und beschrankt. Wir definieren eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf E durch

1
vn(A) = 7 /Ae%F(x) n(dz), A C E messbar,

wobei die Konstante Z, = [5 em (@) pn(dz) das Maf v, normiert. Dann erfillt (vy)nen €in
Prinzip Grofler Abweichungen auf M1(E) auf der Skala 7y, mit Ratenfunktion [ —F—min[l—F].

Beweisskizze. In Bemerkung 3.3.2 erwdhnten wir, dass I — F' sein Minimum annimmt. Aus
Satz 3.3.1 folgt lim,, an log Z,, = —min[/ — F]. Mit einer geeigneten Adaptation des Beweises
von Satz 3.3.1 zeigt man, dass der Limes inferior bzw. superior von ,Yin log [ A e F dpu, durch
—inf4[I — F] fiir offene bzw. abgeschlossene Mengen A nach unten bzw. oben beschrankt wird.
Alternativ wende man die beiden Teilaussagen von Satz 3.3.1 auf F)y = Flg — M1l zc an und
lasse spéter M — oc. [l

Beispiel 3.3.5 (Curie-Weiss-Modell). Ein oft benutztes Mean-Field-Modell fiir Ferromagne-
tismus ist das Curie- Weiss-Modell, das im einfachsten Fall folgendermaflen definiert wird. Auf
dem Konfigurationsraum E = {—1,1}" betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 1
I/N(O') = EeiﬁHN(U)2—N, (S E,
wobei 8 > 0 ein Parameter ist, und
X
HN(U):_ﬁ‘ZlaiU]ﬁ U:(Ul7"'7UN)7
Z?J:

die Hamiltonfunktion, die die Energie der Konfiguration o angibt. Die Energie setzt sich aus
den Interaktionen aller Spinpaare zusammen und ist gering, wenn viele Paare die gleiche Aus-
richtung haben. Die Konstante Zy normiert vy zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl und wird die
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Zustandssumme oder Partitionsfunktion genannt. Das Mafl bevorzugt Konfigurationen o mit
geringer Energie Hpy (o). Der Parameter § wird oft interpretiert als die inverse Temperatur.
Der Effekt der Bevorzugung von geringer Energie wird also bei tieferen Temperaturen stérker.
Die beiden Extremfille sind § = oo, die Gleichverteilung auf den energetisch optimalen Kon-
figurationen, und § = 0, die Gleichverteilung auf allen Konfigurationen (véllige ‘Unordnung’).
Das Modell ist symmetrisch in positiver und negativer Magnetisierung, d.h. der Ubergang von
o zu —o #éndert nicht das Mafl. Wir kénnen vy als eine exponentielle Transformation wie in
Lemma 3.3.4 auffassen mit puy = (3(6_1 +01))®" das N-fache Produktmaf des symmetrischen
Bernoullimafes auf dem Spinraum {—1,1}.

Wir interpretieren o als eine Magnetisierung und interessieren uns fiir die mittlere Ma-

gnetisierung o = % Z@]\L 1 0;. Man beachte, dass die Energie eine Funktion davon ist, denn
—BHN(0) = NF(g?%), wobei F(n) = 5n? fiir alle n € [—1,1]. Also bevorzugt vy Konfiguratio-
nen mit betragsméfig geringer mittlerer Magnetisierung. Mit @y und Ux bezeichnen wir die
Verteilung von @ unter py bzw. vy. Unser Ziel hier ist ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir
Un. Fiir jede messbare Menge A C [—1,1] ist

1

?N(A) = Z—N

[ Ty ().

A

Da Ty die Verteilung des arithmetischen Mittels von N unabhéngigen {—1, 1, }-wertigen Varia-
blen ist, erfiillt (i )nen nach dem Satz von Cramér ein Prinzip Grofier Abweichungen auf der
Skala N mit Ratenfunktion

. eV +e Y
I(z) =sup [zy — H(y)], wobei H(y) = log ———
yEeR 2
Man sieht leicht, dass I(z) = HZlog(1 + z) + 152 log(1 — ) fiir € [~1,1] und I = oo aufler
halb von [—1,1]. An den Réndern von [—1, 1] hat I senkrechte Asymptoten. Nach Lemma 3.3.4
geniigt (Un)nen einem Prinzip Grofler Abweichungen auf der Skala N mit der Ratenfunktion
I — F —min[l — F].

Man sieht an der Aussage limy_.oo & log [ eNF Ty (dn) = sup[F — I] einen Wettstreit
zweier Effekte: Optimierung des Energieterms F', und Optimierung des Wahrscheinlichkeitsterms
(auch manchmal ‘Entropieterm’ genannt) —I. Varadhans Lemma zeigt, dass der optimale Kom-
promiss in der Optimierung der Summe liegt.

Die Bestimmung der Nullstellen der Ratenfunktion I — F' — min[/ — F1, also die Frage nach
einem Gesetz der Groflen Zahlen fiir die mittlere Magnetisierung, ist besonders interessant. Der
oder die Minimierer m € [—1,1] sind durch die Gleichung I’(m) = F’(m) charakterisiert, also

1+m e20m 1

1

T=m = = tanh(Om).

I’ ist streng konvex auf [0, 1] und streng konkav auf [—1,0] mit I’(0) = 1 und I”(0) = 1. Hieraus
folgt, dass fiir 5 € (0,1] die einzige Losung von I'(m) = F'(m) gegeben ist durch m = 0, denn
(I-F)"(0) =1—3 > 0, und fiir 8 = 1 muss man noch die dritte und vierte Ableitung betrachten.
Aber fiir 6 > 1 gibt es drei Losungen, von denen allerdings die Null nicht minimal fiir I — F' ist,
denn (I — F)"(0) =1— < 0. Also hat I — F dann genau zwei Minimierer m_ () € (—1,0) und
m4(8) = —m_(B) € (0,1), die die beiden Lésungen von m = tanh(fSm) sind.

Also konvergiert die mittlere Magnetisierung fiir 8 < 1 gegen Null und fiir 7 > 1 gegen
die symmetrische Mischung der Dirac-MaBe auf —m () und m, (). Den letzten Effekt nennt
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man manchmal auch spontane Magnetisierung. Dies ist ein Phaseniibergang in der Temperatur:
Fiir geniigend tiefe Temperaturen bilden sich fiir groles N zwei verschiedene optimale Werte
der mittleren Magnetisierung. &

3.4 Das Gartner-Ellis-Theorem

In diesem Abschnitt bringen wir eine weit reichende Verallgemeinerung des Satzes von Cramér,
die man auch als eine gewisse Umkehrung des Lemmas von Varadhan sehen kann. Wir werden
uns von der Unabhéngigkeit 16sen und viel allgemeinere Zustandsrdume betrachten. Es wird
voraus gesetzt, dass die Raten aller exponentiellen Integrale von linearen stetigen Funktionalen
existieren und geniigend regulédr sind, und daraus wird ein Prinzip Grofler Abweichungen analog
zum Satz von Cramér abgeleitet. Insbesondere ist es wesentlich, dass der Zustandsraum eine
lineare Struktur besitzt. Die Topologie, in der das Prinzip dann erhalten wird, ist diejenige,
die durch alle Integrale gegen lineare stetige Funktionale erzeugt wird. Die Ratenfunktion ist
wiederum eine Legendre-Transformierte und damit in jedem Fall konvex. Abschnitte 3.5 und 3.6
werden verschiedenen Anwendungen gewidmet sein, insbesondere auf die Verweilzeitmafle von
Irrfahrten in stetiger Zeit und der Brown’schen Bewegung.

Das Gértner-Ellis-Theorem wurde erstmals in [GA77] in einem Spezialfall bewiesen und in
[St84] und [dA85] erweitert (und natiirlich noch in vielen weiteren Arbeiten). Wir halten uns
hier teilweise an die Darstellung in [DZ98, Sect. 4.5].

In diesem Abschnitt sei E ein Hausdorff’scher topologischer Vektorraum, also ein Vektor-
raum, in dem je zwei Punkte durch disjunkte offene Mengen von einander getrennt werden
konnen und in dem die Addition und die skalare Multiplikation stetig sind. Mit E* bezeichnen
wir den Raum aller stetigen linearen Funktionale £ — R, den Dualraum von E. Wir verwenden
auch die Notation (F,z) = F(z) fir x € E und F € E*. Auf E verwenden wir die schwa-
che Topologie, d. h. diejenige, die durch alle Auswertungsfunktionale (F,-) von linearen stetigen
F € E* erzeugt wird, und auf E* die Schwach-*-Topologie, die durch alle Funktionale der Form
(-,x) mit x € E erzeugt wird. Also ist die Abbildung (F,z) — (F,z) eine Dualititspaarung, und
die beiden Réume F und E* sind jeweils dual zu einander.

In unseren spiteren Anwendungen werden wir z. B. die Paare (E,E*) = (R R%) und
(E,E*) = (Cr(I")*,Cy(I")) benutzen, wobei Cp,(I") die Menge aller beschrénkten stetigen Funktio-
nen auf einem polnischer Raum T' ist. Es ist bekannt, dass C,(I')* mit der Menge aller signierten
endlichen Mafle auf I' identifiziert werden kann. Tatséchlich werden die von uns betrachteten
Zufallsgrofien dann Werte in der Menge M (I") aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf I' haben, die
wir also als eine Teilmenge von Cy(I')* auffassen kénnen.

Sei (yn)nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim,, . v, = 0o, und sei (X, )nen eine
Folge FE-wertiger Zufallsgroflen mit Verteilungen pu,. Die logarithmische Momenten erzeugende
Funktion oder Kumulanten erzeugende Funktion von p,, ist definiert als

Ap(F) = logE[eF(X")] = log/ '@, (dz), FeFE". (3.4.1)
E

Die Fenchel-Legendre-Transformierte einer Abbildung A: E* — [—o00, 00| ist definiert als

A (z) = Fsgg* [(F,z) — A(F)], x € E. (3.4.2)
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Im Folgenden wird die Voraussetzung, dass der Grenzwert

A(F) = Tim —=Ap(ynF) (3.4.3)

n—=00 7Yp

existiert, eine zentrale Rolle spielen und die Transformierte A* ebenfalls. Zunéchst zeigen wir,
was man erreichen kann, wenn nur der limes superior

— 1
A(F) =limsup —A, (3 F) € (—o0,00],  F € E", (3.4.4)

n—oo Tn

betrachtet wird. Es kommt immerhin schon die obere Schranke im Prinzip Grofler Abweichungen
fiir kompakte Mengen heraus.

Lemma 3.4.1. Die Funktion A: E — (—oc0,00] in (3.4.4) ist konvex, und ihre Transformierte
A" st nicht negativ, unterhalbstetig und konvex. Ferner gilt fiir jede kompakte Teilmenge I' C E

1 —*
limsup —logP(X,, € T') < — iI%fA . (3.4.5)

n—oo Yn

Beweis. Dieser Beweis ist eine Variante des analogen Beweisteils von Satz 1.4.3.

Die Konvexit#t von A,, und damit auch von A folgt aus Holders Ungleichung. Da A, (0) = 0
fiir jedes n € N und damit auch A(0) = 0, ist A" nicht negativ. Die Unterhalbstetigkeit von
A" ist klar, da es ein Supremum stetiger Funktionen ist. Die Konvexitédt von A" ist leicht zu
verifizieren.

Nun beweisen wir (3.4.5). Sei I' ¢ E kompakt, und sei § > 0. Wir setzen Is = min{A~ —
5,1/8}. Dann gibt es fiir jedes x € E ein F, € E* mit F,(x) — A(F,) > Is(x). Wegen Stetigkeit
von F, gibt es eine Umgebung A, von z mit infy, F, > F,y(z) — . Mit Hilfe der Markov-
Ungleichung erhalten wir fiir jedes g € E*

P(X, € A,) < E[ed)] ¢~ laz g,

Dies wenden wir an auf g = v, F, und erhalten
1 1
—logP(X,, € Ay) <0 — Fy(z) + —Apn(ynFy).
n n

Aus der offenen Uberdeckung von I’ mit den Mengen A, mit z € T’ kénnen wir endlich viele,
sagen wir Ay, ..., Az, , wéhlen, die auch I' iiberdecken. Also folgt

1 N — N
limsup —log P(X,, € I') < 6 — min (Fy, (z;) — A(Fy,)) <6 —min I5(z;) < 6 — inf I;.
n—oo In i=1 i=1 T
Nun wird der Beweis von (3.4.5) beendet durch Ubergang zu limg 10- O

Bemerkung 3.4.2 (Exponentielle Straffheit). Wir erwédhnten in Bemerkung 1.4.4, dass
man in der simplen Situation, wo F = R, die Voraussetzung, dass die Funktion in (3.4.4), A(F),
fiir alle F' € E endlich ist, abschwichen kann dazu, dass dieser Grenzwert nur fiir alle F' in einer
Umgebung der Null existiert. Fiir £ = R garantiert diese Bedingung die exponentielle Straftheit,
wie man einer Durchsicht des Beweises von Satz 1.4.3 entnimmt. Im abstrakten Zusammenhang
in Lemma 3.4.1 gilt diese Implikation nicht mehr, und man erhélt a priori die obere Schranke nur
fiir kompakte Mengen. Ein niitzliches abstraktes Kompaktheitskriterium findet man in [dA85].

<&
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Nun wenden wir uns der unteren Schranke fiir offene Mengen zu. Wir erinnern uns, dass
dieser Beweisteil von Satz 1.4.3 lokaler Natur ist und mit Hilfe einer absolutstetigen exponen-
tiellen Transformation, der Cramér-Transformierten, gefithrt wurde. Zur Konstruktion dieser
Transformation war es dort notig, dass die Momenten erzeugende Funktion ¢ im betrachteten
Punkt differenzierbar ist. Dies ist im Fall £ = R automatisch erfiillt, wenn ¢ in einer Umgebung
endlich ist, aber im abstrakten Zusammenhang miissen wir die nétige Glattheit voraussetzen.
Es stellt sich heraus, dass der Begriff der Gateauz-Differenzierbarkeit hierbei der passende ist.
Eine Funktion A: E* — R heifit Gateaux-differenzierbar in einem Punkt F' € E* wenn fiir
jedes g € E* die Abbildung t — A(F + tg) in t = 0 differenzierbar ist. Den Wert der Ableitung
bezeichnen wir mit DyA(F).

Ein wichtiges Element im Beweis des Satzes 3.4.4 wird die Tatsache sein, dass man durch
Fenchel-Legendre-Transformierung von A* die Funktion A wieder zuriick erhilt. Dies ist eine
gut bekannte Tatsache aus der Theorie der konvexen Funktionen und beruht auf der Konve-
xitét und Unterhalbstetigkeit von A. Den folgenden Satz findet man fiir endlich-dimensionale
Banachrédume in dem Standardwerk [Ro70].

Lemma 3.4.3 (Dualitétsprinzip der Fenchel-Legendre-Transformierten, [DZ98, Lem-|
ma 4.5.8]). Sei E ein lokalkonvezer Hausdorff scher topologischer Vektorraum und Q: E —
(—00, 00| unterhalbstetig und konvex mit Fenchel-Legendre-Transformierter A = Q*: E* —
(—o00,00]. Dann ist Q die Fenchel-Legendre-Transformierte von A, d. h.

Qzx) = Sgg* [F(z) — A(F)] = A*(z) = Q" (), z € E. (3.4.6)

Auf der Menge der unterhalbstetigen konvexen Funktionen ist also die Abbildung Q +—
Q* zu sich selbst invers. Im Allgemeinen, d.h. wenn € nicht konvex ist, ist Q** die grofite
konvexe Minorante von §2. Nun kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnittes formulieren
und beweisen. Um die Formulierung einfach zu halten, ziehen wir uns auf den Spezialfall eines
Banachraums zuriick; sieche Bemerkung 3.4.7 fiir den allgemeinen Fall.

Satz 3.4.4 (Abstraktes Gértner-Ellis-Theorem). Es sei E ein Banachraum. Ferner sei
(Yn)nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim, oo ¥, = 00, und (X, )nen sei eine Folge
E-wertiger Zufallsgrifien mit Verteilungen p,. Wir setzen voraus, dass (pn)nen exponentiell
straff ist. Ferner existiere der Grenzwert A(F) = lim,_, o %An(wnF) € R fir jedes F' € E*,
und die Funktion A sei Gateauz-differenzierbar und unterhalbstetig. Dann erfillt (X, )nen €in
Prinzip Grofier Abweichungen auf der Skala v, mit Ratenfunktion A*.

Beweis. Die Bedingungen (i) (Kompaktheit der Niveaumengen von A*) und (iii) (obere Schranke
fiir abgeschlossene Mengen) von Definition 2.1.1 folgen aus Lemma 3.4.1, zusammen mit der
exponentiellen Straftheit, siche Lemma 2.1.5.

Wir beweisen nun die untere Schranke in der Form von Lemma 2.1.3(ii’). Seien also z € E
und 6 > 0. Unser Ziel ist zu zeigen, dass

liminf —— log P(X,, € By(x)) > —A*(x) (3.4.7)

n—0o0 ’)/n
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gilt. Zundchst machen wir uns klar, dass wir die Existenz eines F' € E* mit

F(z) — A(z) = sup[F(z) — A"(2)] (3.4.8)

zeE
voraus setzen konnen. Dies folgt aus [BR65, Theorem 2|, einem Resultat aus der Theorie der
konvexen Funktionen. Es besagt, dass fiir jedes x € E eine Folge von Punkten x; € E existiert,
die jeweils die Zusatzbedingung erfiillen, so dass limg_ .o, x = @ und limy_., A*(z) = A*(z)
gilt. Es ist nicht schwer zu sehen, dass unser Ziel (3.4.7) folgt, wenn wir (3.4.7) fiir jedes xj an
Stelle von x gezeigt haben. Dies begriindet, dass wir (3.4.8) fiir ein F' € E* annehmen koénnen.

Wenn ein solches F' existiert, ist & sogar schon der einzige Punkt, der dieses Supremum
realisiert, was wir nun zeigen. Man beachte, dass die rechte Seite von (3.4.8) gleich A**(F) ist.
D.h. z realisiert fiir dieses F' gerade das Supremum in der Formel fiir A**(F'). Nach Lemma 3.4.3
ist diese rechte Seite gleich A(F), d.h. wir haben

sup [g(x) — Ag)] = F(z) — A(F).
geE*

Indem wir von g zu F + tg iibergehen, folgt fiir jedes ¢ € E* und jedes t > 0, dass g(x) <
H[A(F +tg) — A(F)]. Da A Gateaux-differenzierbar ist, folgt durch Grenziibergang ¢ | 0, dass
g(z) < DgA(F). Wegen D_gA(F) = —DyA(F) ist g(x) = DyA(F) fiir alle g € E*. Damit ist
eindeutig identifiziert worden. Da wir hierfiir nur (3.4.8) benutzt haben, ist x eindeutig durch
(3.4.8) gegeben.

Nach diesen eher technischen Vorbereitungen lauft der Beweis der unteren Schranke nach
dem Muster des analogen Beweisteils im Satz 1.4.3 von Cramér ab. Nach dem Einfiihren einer
exponentiellen Transformation wird ein Gesetz der Groflen Zahlen notwendig sein, das hier aller-
dings mit Hilfe eines Prinzips Grofler Abweichungen fiir das transformierte Mafl bewerkstelligt
werden wird. Dabei werden (3.4.8) sowie die Eindeutigkeit des z in (3.4.8) von Bedeutung sein.

Wir betrachten Zufallsgréfien X,, mit der Verteilung
]P)()?n - A) =E e'YnF(Xn)_An('YnF)]l{XneA}]’ A c FE mb.

Ein Blick auf die Definition von A,, in (3.4.1) zeigt, dass die rechte Seite wirklich eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist. Sei ein kleines ¢ > 0 vorgegeben. Da F stetig ist, gibt es ein ¢’ € (0,4),
sodass supp,, ;) ' — F (x) < t. Dann konnen wir umschreiben und abschétzen:

_ o~ WmEF@)+An (W F —yn P (Xn—2
— o~ mF@)+An(y )E[e E )ﬂ{)?neB(s(:v)}}

> ¢ F @) FAn () o= %tIP)( € By (z)),

wobei wir im letzten Schritt benutzten, dass supp,, —F(x) < t. Daraus und aus der Annahme
der Existenz des Grenzwerts A(F) = lim, . %A ( F) folgt

1 1 PN
lim inf o logP(X,, € Bs(x)) > —[F(z) — A(F)] — t + lim inf o log P(X,, € By(z)).

Aus (3.4.8) haben wir, dass F'(z) — A(F) = A*(x). Da t > 0 beliebig ist, folgt (3.4.7), sobald wir
gezeigt haben, dass lim, .o P(X,, ¢ By (z)) = 0 ist, also das Gesetz der GroBen Zahlen fiir X,,.
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Um dies zu zeigen, benutzen wir eine exponentielle Abschétzung nach oben fiir die trans-
formierten Verteilungen, d.h. wir wenden den ersten Beweisteil auf X an. Man sieht leicht,
dass die logarithmische Momenten erzeugende Funktion A,, von Xn gegeben ist durch A n(9) =
A (W F+9)—Ap (7 F) fiir alle g € E*. Also existiert der Grenzwert A(g) = limy,_.s —nA (7ng) =

A(F + g) — A(F) fiir jedes g € E*, und A ist Gateaux-differenzierbar mit Fenchel-Legendre-
Transformierter A*(y) = supyep-[9(y) — A(F + g) + A(F)].

Wenn wir also die obere Schranke auf die Menge By ()€ fiir die transformierten Verteilungen
anwenden, bleibt nur noch zu zeigen, dass infg, (y)c A* >0 gilt. Da die Niveaumengen von A
kompakt sind, wird dieses Infimum in einem y € By ()¢ angenommen. Wenn der Wert des
Infimums Null wire, so hétten wir g(y) — A(F + g) < —A(F) fiir alle g € E*. Die Substitution
h = F + g lisst folgen, dass h(y) — A(h) < F(y) — A(F) fiir jedes h € E* gilt. Ein Ubergang
zum Supremum iiber alle h € E* impliziert, dass A*(y) < F(y) — A(F) gilt. Also erfiillt y die
Beziehung in (3.4.8) an Stelle von z. Dies widerspricht der Tatsache, dass es nur einen Punkt
aus F geben kann, der dies tut. Dies beendet den Beweis der unteren Schranke und damit den
des Satzes. O

Bemerkung 3.4.5 (Konvexitit). Das Prinzip von Satz 3.4.4 gilt also nur, wenn die Raten-
funktion konvex ist. Eine grofie Klasse von Familien (X, )nen, auf die Satz 3.4.4 (oder Varianten
davon) anwendbar ist, ist gegeben, wenn X,, = %(Yl +---+Y,) der Durchschnitt von Zufallsva-
riablen Y; ist, deren Folge etwa als stationér vorausgesetzt wird und geniigend gute Mischungs-
eigenschaften aufweist. Fiir jedes m < n besitzt dann ndmlich X,, = *==X,,_, + %X}ﬁ_m),
wobei X7 = %(Yn,mﬂ +---4Y,), die Verteilung einer Konvexkombination zweier Kopien
von X, ., und X,,. Diese Struktur fiihrt heuristisch auf eine asymptotische Konvexitat der

Abbildung x — —logP(X,, ~ z): Fiir A € (0,1) und x1, 25 € R ist

P(X, ~ (1= Nay +Azy) = P(*— A N+ &Xi’; R (1= A+ A )

> P(Xoap & x1, Xy ™ & 1)
~ P(X(lf)\)n ~ xl)P(X)\n ~ -TQ),

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass eine asymptotische Unabhéngigkeit zwischen
den beiden Abschnittten der Folge besteht. Der Ubergang zu — lim,, % log lédsst die Konvexitét
der Ratenfunktion folgen.

Also kann man in diesem Fall eine konvexe Ratenfunktion erwarten. Abstrakte Konve-
xitatseigenschaften und daraus resultierende abstrakte Prinzipien Grofler Abweichungen (mit
sehr unexpliziter Ratenfunktion) werden in [dHO00, Sect. II1.7] und in [DZ98, Sect. 6.4] disku-
tiert. Hauptmittel sind das Subadditivitétslemma 1.3.3 und Brycs inverses Varadhan-Lemma in
Satz 3.3.3. &

Bemerkung 3.4.6. Die Voraussetzung der Géateaux-Differenzierbarkeit ist eine starke Vor-
aussetzung, die z.B. nicht erfiillt ist, wenn (X, )nen einem Prinzip Grofiler Abweichungen mit
nichtkonvexer Ratenfunktion geniigt; sieche auch Bemerkung 3.4.7. Man sollte also die Gateaux-
Differenzierbarkeit nicht als eine kleine technische Zusatzvoraussetzung sehen, die den Beweis
vereinfacht, sondern als ein Charakteristikum einer Situation, in der die Ratenfunktion konvex
ist.

Als ein simples Beispiel betrachten wir eine Abbildung I: [0,1] — [0,00) mit infj ;) [ =
0, die wir der Einfachheit halber als stetig differenzierbar voraussetzen, und betrachten die
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Wahrscheinlichkeitsmafle p,(dz) = Zinefnl @) dz auf [0, 1], wobei Z,, > 0 geeignet gewiihlt wird.
Mit Hilfe etwa der gewohnlichen Laplace-Methode (siehe Korollar 1.3.2) sieht man leicht, dass
(tn)nen ein Prinzip Grofler Abweichungen mit Ratenfunktion I erfiillt. Nun nehmen wir an,
dass I nicht konvex ist, und wollen dieses Prinzip mit Hilfe des Satzes 3.4.4 herleiten. Dabei
stellt sich allerdings heraus, dass die Legendre-Transformierte A von I nicht differenzierbar ist
in jenen Punkten F', sodass das Supremum A(F) = SUpgejoq)(Fz — 1 (x)) in zwei verschiedenen
Punkten z1 und x5 angenommen wird, aber nicht im Intervall (x1, z2). Eine solche Stiitzgerade
F existiert fiir jede nichtkonvexe Funktion. Als eine Ubungsaufgabe mache man sich klar, dass
dann die Rechtsableitung von A in F' ungleich der Linksableitung ist. Also ist Satz 3.4.4 nicht
anwendbar. o

Bemerkung 3.4.7 (Exponierte Punkte). Die Voraussetzung der Gateaux-Differenzierbarkeit
kann abgeschwécht werden, indem man von dem betrachteten Punkt der Cramér-Transformierten
fordert, dass er exponiert fiir die Funktion A* ist. Diese Eigenschaft ist definiert durch die Exi-
stenz einer exponierten Hyperebene, d.h. ein F' € E* mit der Eigenschaft, dass

* -k

F(z)— A (z) > F(2) — A (2) fiir jedes z € E'\ {z}

gilt. Mit anderen Worten, (3.4.8) wird durch x und nur durch z erfiillt, eine Eigenschaft, die im
Beweis von Satz 3.4.4 wesentlich war. Wenn man im Beweis der unteren Schranke fiir eine offene
Menge G C E nur Exponiertheit voraussetzt (und ansonsten einen beliebigen Hausdorff’schen to-
pologischen Vektorraum voraussetzt), so erhélt man a priori nur die untere Schranke inf gz A*,
wobei F die Menge der exponierten Punkte bezeichnet. Zusétzliche Voraussetzungen und Arbeit
sind dann nétig, um dieses Infimum als inf ¢ A* zu identifizieren. Hierfiir reicht z. B. die Gateaux-
Differenzierbarkeit aus (wie in Satz 3.4.4), die allerdings nicht in allen Situationen gegeben ist.
&

3.5 Anwendungen des Satzes von Géartner-Ellis

Beispiel 3.5.1 (Satz von Cramér). Natiirlich ist der Satz 2.2.1 von Cramér ein Spezialfall
des Satzes 3.4.4 von Gértner-Ellis. Seien also X1, Xo, ... unabhéngige reellwertige Zufallsgrofien
mit gemeinsamer Momenten erzeugender Funktion ¢(t) = E[e!X!], die wir als endlich voraus
setzen fiir alle ¢ € R. Natiirlich kénnen wir den Dualraum R* von R identifizieren mit R.
Sei S, = (X1 + -+ + X,,). Der Grenzwert A(F) = lim,_.o + log E[ef™5"] existiert natiirlich
fiir jedes F' € R* mit Wert A(F) = limnﬁoo%logE[eF(Xl‘F"'*'X")] = lim, o0 L log p(F)" =
log o(F), und A ist beliebig oft differenzierbar. Nach Satz 3.4.4 erfiillt (S )nen ein Prinzip
Grofier Abweichungen auf der Skala n mit Ratenfunktion A*, und das ist genau der Satz 2.2.1.
&

Beispiel 3.5.2 (Brown’sche Polygonzugapproximation). Wir erinnern an die exponentiel-
le Approximation des Brown’schen Pfades W € C durch den Polygonzug W™ € C, der als lineare
Interpolation der Punkte W (¢;) mit ¢ = 0,1,...,r definiert ist, wobei 0 =tg <t < -+ <t, =1
eine Unterteilung des Intervalls [0, 1] ist, siehe Beispiel 3.2.6 und Satz 2.3.1. Hier wollen wir
fiir festes r € N ein Prinzip Grofier Abweichungen fiir (eW ™). fiir € | 0 herleiten, also eine
diskrete Version des Satzes 2.3.1 von Schilder.

Zunéchst bemerken wir, dass zwischen der Menge C, aller stetigen, in allen Intervallen
[ti—1,t;] affinen Funktionen, die in Null starten, und dem R” ein Homdomorphismus existiert,
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der eine solche Funktion abbildet auf das Tupel der Werte an den Stellen ¢;. Also befassen wir uns
zundichst nur mit GroBen Abweichungen des Vektors eW ", wobei W' = (W(t1),...,W(ty)).
Der Dualraum des R" ist der R", also miissen wir Test-Skalarprodukte gegen Vektoren y € R” be-
trachten und deren exponentielle Erwartungswerte. Wir errechnen mit Hilfe der Unabhéngigkeit
der Zuwiichse und der Tatsache, dass E[e¢V(®)] = /2 fiir alle ¢ € R und ¢ > 0, dass

E[exp {8_2<y, €W>H E[GXP {8_1 i yzW(tz)}]

= E{exp {871 g(W(tZ) —W(ti-1)) lzr;ylH

<

= E[exp {6_1W(ti —til)iyl}]

1=1 =1

Also existiert der Grenzwert

T T

A(r)(y) = 161%152 ]ogE[exp {g—2<y,5W>}] = % Z(tz - tifl)(2y1>2,

i=1 =1

und er ist offensichtlich differenzierbar. Nach dem Satz von Gértner-Ellis geniigt (5W(T))5>0
einem Prinzip Grofier Abweichungen auf der Skala £~ mit Ratenfunktion

I(x) = sup [(z,y) — AV (y)]

yeR”
= S-S - 5 ()]
Ti—1 — Ti—1 2 (351)
=g Z )| (F=12) - (Zw S

1'1
:_Z t—t:1

Wenn wir den oben erwdhnten Homéomorphismus anwenden, erhalten wir, dass die Polygonziige
eW® ein Prinzip Grofler Abweichungen auf C, erfiillen mit Ratenfunktion

T

1~ () — (
Q’Z)H§Z t_tzl /W) (OF dt,

i=1

falls ¢ absolutstetig ist mit ¢(0) = 0 (sonst ist die Ratenfunktion gleich 0o). Diese Ratenfunk-
tion stimmt iiberein mit der Einschrinkung der Ratenfunktion I im Satz von Schilder auf C,.
Insbesondere sind ihre Niveaumengen gleich den Schnitten der Niveaumengen von I mit C,.

Natiirlich folgt das Prinzip fiir (eW™).so auch aus einer Anwendung des Kontraktionsprin-
zips auf den Satz von Schilder, wie man sich leicht als Ubungsaufgabe iiberlegt. O
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Beispiel 3.5.3 (Satz von Schilder). Der Satz 2.3.1 von Schilder kann auch mit Hilfe des
Satzes 3.4.4 von Gértner-Ellis bewiesen werden, was wir hier nur kurz fiir d = 1 skizzieren. Der
Dualraum C* kann mit der Menge aller signierten Mafle auf [0, 1] identifiziert werden. Fiir ein
signiertes Maf3 p errechnet man

2 e 2 (W) Lt e 2
€ logE[e ’ ] = 5/ / sAtu(ds)u(dt) = 5/ ds u([s,1])°,
0 JO 0

und daher ist die Kumulanten erzeugende Funktion gegeben als A(u) = 1 fol ds p([s, 1])2. Die
Unterhalbstetigkeit und Géateaux-Differenzierbarkeit von A sind leicht zu sehen. Analog zu
(3.5.1) identifiziert man die Fenchel-Legendre-Transformierte als ¢ — % fol Y ()2 dt, falls o € C

absolutstetig ist mit ¥ (0) = 0. &

Beispiel 3.5.4 (Polygonziige fiir Irrfahrten). Wie in Beispiel 3.2.7 betrachten wir eine
Folge (X;)ien unabhingiger, identisch verteilter R%wertiger ZufallsgroBen. Es ist von Interesse,
ein Prinzip Grofiler Abweichungen fiir den in (3.2.2) definierten Polygonzug %S (mPo) 71 erhalten.
Hier betrachten wir nur die diskrete Variante, also ein Prinzip fiir den Vektor

1
n

Zn (ST (ty), ..., S™P(¢,),

wobei 0 = tg < t1 < tg < -+ < t, < 1 fest gewdhlt seien. Dies ist eine Erweiterung des Bei-
spiels 3.5.2 von normalverteilten Schritten auf allgemeinere Verteilungen, und deshalb skizzieren
wir den Beweis nur; die genaue Ausfithrung ist eine Ubungsaufgabe.

Wir setzen voraus, dass die logarithmische Momenten erzeugende Funktion der Schritte,
A(X) = log o()\) = log E[e**1] fiir jedes A € R? endlich ist. Unsere Behauptung ist, dass (Z, )nen
ein Prinzip GroSer Abweichungen auf (RY)" auf der Skala n erfiillt, und dass die Ratenfunktion
gegeben ist als

T

Ti— Ti1
r=(21,...,2) Z(fz‘ - ti—l)/\*<ﬁ>, xo =0,
i=1 v

wobei A* die Legendre-Transformierte von A ist. Es ist angenehm, mit dem Homo6omorphismus
x — (x1,T9 — T1,23 — o, ..., T, — Ty—1) den Vektor Z,, auf den Vektor Zn abzubilden, dessen
Komponenten unabhéngig sind (wir ignorieren hier den kleinen Fehler, der auftritt, weil ¢4, ..., t,
nicht unbedingt in %NO liegen). Das Kontraktionsprinzip besagt, dass die Ratenfunktion analog

transformiert wird. Die i-te Komponente von Z,, ist % Mal eine Summe von etwa (t; — t;—1)n
unabhéngigen Kopien von X;. Nach dem Satz von Cramér erfiillt sie auf der Skala n ein Prinzip

mit Ratenfunktion y; — (t; —t;—1)A*( tifyéil ). Mit Hilfe des Satzes von Gértner-Ellis sieht man,

dass der Vektor Z, ein Prinzip erfiillt, dessen Ratenfunktion die Tensorsumme dieser Funktionen
ist. &

Bemerkung 3.5.5 (Grofle Abweichungen fiir Irrfahrt-Pfade). Eine natiirliche Frage,
die in Beispiel 3.5.4 auftaucht, ist die Frage nach einem Prinzip Grofler Abweichungen fiir die
normierten Polygonziige %S(”’Po) im Raum L°°(]0,1]). Nach Beispiel 3.2.7 haben wir dann das
selbe Prinzip fiir die Treppenfunktionen %S (»T) Ein solches ist auch tatsichlich gegeben:
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Satz 3.5.6 (Mogulskiis Theorem). Sei (X;);en eine Folge unabhingiger, identisch verteilter
Re-wertiger Zufallsgrifien, so dass A(X\) = log E[e’X1] < oo fiir jedes A\ € R?. Definiere S™7°
wie in (3.2.2) als die lineare Interpolation der Irrfahrt Y- X; an den Punkten ™ fiir m =
0,1,...,n. Dann erfillt %S(”’PO) ein Prinzip Grofier Abweichungen auf L°°([0,1]) auf der Skala
n mit Ratenfunktion

fol A (L (t))dt, falls ¢ absolutstetig mit p(0) = 0,
—
4 00 sonst,

wobei A*: R* — R die Legendre- Transformierte von A ist.

Ein Vorldufer von Satz 3.5.6 erschien in [Va66]. Satz 3.5.6 und gewisse Erweiterungen ent-
standen aus einer Serie von Arbeiten von Borovkov und Mogulskii zwischen 1965 und 1976. Hier
sei nur der Artikel [M093] erwéhnt sowie auf [DZ98, Sect. 5.1] verwiesen.

Der in [DZ98, Sect. 5.1] ausfiihrlich behandelte Beweis benutzt projektive Limiten, ein alter-
nativer Beweis wird in [DZ98, Sect. 7.2] vorgestellt. Eine dritte Beweislinie ist denkbar iiber die
diskrete Version von Satz 3.5.6, die in Beispiel 3.5.4 vorgestellt wurde, zusammen mit Satz 3.2.2.

Satz 3.5.6 ist eine nahe liegende Erweiterung von Schilders Satz 2.3.1 in zwei Richtun-
gen: von Brown’scher Bewegung zu approximierenden Irrfahrtpfaden und von normalverteilten
Zuwichsen zu allgemeineren Verteilungen. <&

Eine unserer spateren Anwendungen werden die Aufenthaltsmafle stochastischer Prozesse
in stetiger Zeit betreffen, wie Irrfahrten auf dem Z? oder Brown’scher Bewegungen im R¢. Also
werden wir Prinzipien Grofler Abweichungen fiir zufillige Wahrscheinlichkeitsmafie benttigen.
Wir betrachten hier an Stelle von Z¢ oder R? einen polnischen Raum I' sowie den Banachraum
E = (,(T) der stetigen beschrénkten Funktionen I' — R. Die Menge M (I") aller Wahrschein-
lichkeitsmafle konnen wir auffassen als eine Teilmenge des Dualraums E* = Cp,(I")* vermoge der
Dualitétspaarung (u, f) — (i, f) = [p f(7) p(dy). Die durch diese Paarung induzierte schwach-
*-Topologie auf M;(I") stimmt also mit der Topologie der schwachen Konvergenz von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen iiberein.

In Abschnitt 3.6 werden wir den folgenden Satz 3.5.7 auf zeitstetige Irrfahrten und auf die
Brown’sche Bewegung anwenden.
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Satz 3.5.7 (Zufillige Wahrscheinlichkeitsmafle). Es sei I' ein polnischer Raum und
(tn)nen eine exponentiell straffe Folge von M1(T)-wertigen Zufallsgrofien. Es sei (n)neN €ine
Folge positiver Zahlen mit ~y, — oo fiir n — oo. Fir jedes f € Cp(T') existiere der Grenzwert

und sei endlich. Die Funktion A: Cp(T') — R sei Gateauz-differenzierbar und stetig in Null
beziiglich punktweiser Konvergenz, d. h. fiir jede Folge (fp)nen in Cp(I') mit limy, o0 frn(z) =0
fir alle x € T' gelte limy, oo A(fn) = 0.

Dann geniigt (un))nen einem Prinzip Grofier Abweichungen mit Skala ~y,, und Ratenfunktion

I(p)= sup [(uf)=A(f)], neMI). (3.5.2)
fecy(m)

Die Ratenfunktion [ ist also die Einschrdnkung der Fenchel-Legendre-Transformierten von

A auf My (I).

Beweis. Wir fassen also pu,, als eine Cp(I")*-wertige Zufallsgrofie auf. Satz 3.4.4 impliziert also
ein Prinzip Grofiler Abweichungen auf Cp,(I')*, und die Ratenfunktion ist die Fenchel-Legendre-
Transformierte A* von A. Unser Ziel ist die Einschrénkung dieses Prinzips auf die Teilmenge
M;(T). Es reicht also zu zeigen, dass A*(u) = oo fiir jedes p € Cp,(I)* \ M1 (T") gilt. (Diese
Eigenschaft wird benotigt beim Beweis der unteren Schranke: Eine offene Menge G in M (T")
ist der Schnitt einer offenen Menge G in Cp(I')* mit M ('), und daher benétigt man, dass
infog A* = infé A* gilt.)

Dies zeigen wir folgendermafen. Nach dem Satz von Daniell-Stone (siche etwa [Ba92]) liegt
ein p € Cp(I')* notwendigerweise schon in My (I"), wenn es erfiillt: (1) (u, f) > 0 fiir jedes f > 0,
(2) (p, 1) =1, und (3) limy—oo{pt, fn) = 0 fiir jede Folge (fn)nen in Cp(I') mit lim,, o0 fr, = 0
punktweise.

Sei nun p € Cp(I")* mit A*(u) < oo. Wir zeigen, dass die obigen drei Bedingungen erfiillt
sind. Zu (i): Falls (u, f) < 0 fiir ein f > 0, so ist A*(x) > limsupy_,_ . [{, A\f) — A(Af)] = o0,
denn (p, \f) — oo und A(Af) < 0. Zu (ii): Falls (u, 1) # 1, so folgt A*(p) > supycp[(p, A1) —
A(AD)] = supyeg A[(i, 1) — 1] = co. Zu (iii): Angenommen, es gilt f,, () — 0 fiir jedes z € T,
und mit einem ¢ > 0 gilt (u, f,) > c fiir jedes n € N. Dann haben wir fiir jedes A € R:
AN () = XM, f) — AAfn) = Ae— A(Mfr) — Ac auf Grund der Voraussetzung der Stetigkeit von
A in Null beziiglich punktweiser Konvergenz. Das heifit, es gilt A*(u) > Ac fiir jedes A > 0, also
A*(p) = oo. O

Beispiel 3.5.8 (Der Satz von Sanov). Auch der Satz 2.4.1 ist ein Spezialfall des Satzes 3.4.4
von Girtner-Ellis (genauer: des Satzes 3.5.7), wie man als Ubungsaufgabe zeigt. Die Gateaux-
Differenzierbarkeit der Kumulanten erzeugenden Funktion und ihre Stetigkeit in Null zeigt man
elementar mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz, und Lemma 2.4.3 ist hilfreich
bei der Identifikation der Ratenfunktion. <&
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3.6 Aufenthaltsmafle zeitstetiger stochastischer Prozesse

In diesem Abschnitt wollen wir als Anwendungen von Satz 3.5.7 Grofie Abweichungen fiir die
normierten Aufenthaltsmafie der einfachen Irrfahrt auf dem Z¢ in stetiger Zeit sowie fiir die
Brown’sche Bewegung erhalten. Wie in dem zeitdiskreten Modell in Beispiel 3.1.4 miissen wir
uns auf beschrinkte Teilmengen des Z? bzw. des R? einschrinken. Allerdings werden wir mit
Hilfe des Satzes von Gértner-Ellis und ein wenig Spektraltheorie eine einfachere und schoénere
Darstellung der Ratenfunktion erhalten.

3.6.1 Irrfahrten

Wir betrachten die sogenannte einfache Irrfahrt (X;).e(0,00) auf 7% in stetiger Zeit. Der Generator
ist die diskrete Variante des Laplace-Operators:

Af(r)y= > [f)—f@), zez!fer™,

yezd: |a—y|=1

und | - | ist die £!-Norm auf dem R?. Statt |z — y| = 1 werden wir z ~ y schreiben. A ist die
7% x Z9-Matrix, die auf der Diagonalen —2d hat und auf der Nebendiagonalen (d.h. in allen
Punkten (z,y) mit  ~ y) den Wert 1. Unter dem Maf P, startet die Irrfahrt in Xy = x € Z¢.
Es gilt also Af(x) = %]tzoEx[ f(Xy)] fiir alle beschréinkten Funktionen f:Z¢ — R und alle
x € Z%. Jeweils nach unabhingigen, zum Parameter Eins exponentiell verteilten Zufallszeiten
macht die Irrfahrt einen Sprung zu einem der 2d néchsten Nachbarn, jeweils mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit 2_1d’ unabhéngig von allen anderen Entscheidungen. Man erhélt eine Realisa-
tion mit einer zeitdiskreten einfachen Néchstnachbarschaftsirrfahrt (Z,,)nen,, die in Null startet,
und einem davon unabhéngigen Poissonprozess (Nt)te[O,oo)’ indem man X; = x + Zy, setzt.

Das Hauptobjekt unserer Betrachtungen sind die Lokalzeiten oder (nicht normierten) em-
pirischen Majf$e oder AufenthaltsmajSe

t
ft(z) = / ]I{stz} dS, VS Zd,
0

die angeben, wieviel Zeit die Irrfahrt bis zum Zeitpunkt ¢ im Zustand z verbringt. Fiir jede
beschrinkte Funktion f: Z¢ — R gilt (¢, f) = fg f(Xs) ds. Die normierten Lokalzeiten %Et sind
zufillige Elemente in der Menge M (Z?) aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf Z¢. Wir werden
im Folgenden die Irrfahrt auf eine feste, aber grofe Box Qr = [~R, R]¢ N Z¢ einschriinken,
genauer: Wir werden die Verteilungen von 1¢; unter dem MaB Py = P,(- | supp (¢;) C Qr)
betrachten, wobei supp (@) = {z € Z%: p(2) # 0} der Triger von ¢: Z% — R ist. Der Grund
ist, dass ./\/ll(Zd) nicht kompakt ist, und dass daher die exponentielle Straffheit der Familie
(%ft)bo nicht ohne Weiteres gegeben ist. Die Einschriankung auf einen kompakten Bereich ist
die technisch einfachste hinreichende Mafinahme.

Das Ereignis {supp (¢;) C Qr}, auf das wir konditionieren, kann man auch als {¢;(Qr) = t}
schreiben, oder als {Tp > t}, wobei 7 = inf{t > 0: X; ¢ Qr} die Austrittszeit der Irrfahrt
aus der Box Qg ist, oder als {X, € Qg fiir alle s € [0,¢]}. Unter PY ist 14, € M;(Qg) mit
Wahrscheinlichkeit Eins.

Unter PY ist (X,) se[o,¢] zwar keine Irrfahrt, aber wir kénnen der Familie der Sub-Wahrschein-
lichkeitsmafle P, (-N{supp (¢;) C Qr}) den Generator A zuordnen, der die Einschrénkung von
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A auf die Menge aller Funktionen Z¢ — R mit Triger in Qg ist:
d
Apfx)= Y. [fW)-f@)],  z€Qr feR™ supp(f) C Qr.
yEZL: z~y

(Man beachte, dass sich die Summe iiber y insbesondere iiber den duBeren Rand von Qg er-
streckt, wo f Null ist.) Wir werden R?% auch als den Hilbertraum ¢?(Qg) auffassen. Auf diesem
Raum kann man —Ap als einen symmetrischen positiv definiten Operator auffassen. Man sagt
auch, Apr sei der Laplace-Operator in Qg mit Null-Randbedingungen.

Satz 3.6.1 (Grofle Abweichungen fiir normierte Irrfahrtslokalzeiten). Sei R > 0
fest, und sei (Xi)ejo,00) die einfache Irrfahrt auf 7% mit Generator A. Dann erfillen die

normierten Lokalzeiten %ﬁt fiir t — oo unter PY = P,(- | supp (¢;) C Qr) ein Prinzip Grofer
Abweichungen auf M1(QRr) auf der Skala t mit Ratenfunktion I, die gegeben ist durch

Inw) = (-~ AnvaEvE) ~Cr=3 Y (VE@ - Vi) ~Cr  (361)

T, YELL: Ty

wobei

Cr= inf % Z (y/u(m) — \/,u(y))2. (3.6.2)

peM1(QRr) 4 JeQn: Ty

Beweis. Wir werden Satz 3.5.7 anwenden und miissen dafiir vorher die Asymptotik der ex-
ponentiellen Momente identifizieren. Zunéchst bemerken wir, dass M;(Qgr) kompakt ist, also
(30,)i>0 exponentiell straff.

Wir benétigen ein wenig Spektraltheorie fiir den Operator Ap 4+ V auf dem ¢?(Qg) fiir
beliebige Funktionen V € £2(Qgr).! Mit (-, -) bezeichnen wir das Skalarprodukt auf dem ¢?(Qpg).
Fiir jedes V € R9~ sei

AV) = sup (AR +V)g.9)
9€2(QR): llgll2=1

i L 2 (3.6.3)
= (50X @-aw) - Vi)
supp (9)C QR llglla=1  *,y€Zd: T~y

der groBte Eigenwert des Operators A + V: 2(Qr) — £?(QRr).

Es gibt offensichtlich ein ¢ > 0, so dass die Matrix A+ cld+ V ausschliellich nichtnegative
Eintrige besitzt und fiir jedes x,y € Qg die k-te Potenz (Ag + cId + V)¥ dieser Matrix in der
(z,y)-Position positive Eintréige hat. Mit anderen Worten, A p+cId+V ist eine nichtnegative und
irreduzible Matrix. Der Satz von Perron-Frobenius (siehe etwa [Se81, Ch. 1]) besagt, dass Ar +
cld 4+ V einen geometrisch und algebraisch einfachen Eigenwert besitzt und dass die zugeh¢rige
Eigenfunktion auf ganz Q) r positiv gewéhlt werden kann und auch (bis auf konstante Vielfache)
die einzige positive Eigenfunktion ist. Offensichtlich besitzen Ap 4 cIld + V und Agr + V die
selben Eigenfunktionen, und ihre Eigenwerte unterscheiden sich nur um die Differenz c. Also ist
der Eigenwert \(V') einfach, und die zugehorige Eigenfunktion uy: Qr — (0, 00) kann positiv
gewahlt werden.

!Tatéchlich handelt es sich im Folgenden um die Lineare Algebra gewdhnlicher Matrizen, denn die Indexmenge
Qr ist ja endlich. Der Multiplikationsoperator V ist die Diagonalmatrix (V(2)0zy)e,ye@rg-
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Wir betrachten nun fiir jedes ¢t > 0 den Operator P auf 2(Qr), der gegeben ist durch
t
PY f() = By [ VD (X0 T tycamy | @ € Qo f € Q).

Das Perron-Frobenius-Theorem ist auch auf P, anwendbar. Wir behaupten, dass uy- die (bis auf
Vielfache) eindeutige positive Eigenfunktion von P ist, und zwar zum Eigenwert (V) Um dies
einzusehen, zeigt man, dass A g der Generator der Irrfahrt unter den Sub-Wahrscheinlichkeitsma-
Ben P,(- N {supp (¢;) C Qr}) ist in dem Sinne, dass

0
Arf() = 3| ElF(X) U ercam]s 2 € Qn.f € ROR.

Dann sieht man, dass

0
(Ar+V)f(:) =5 | PVI(),  2€QnfeR",

gilt. Mit Hilfe der Markoveigenschaft ist leicht zu sehen, dass die Familie (P} );>o eine stark-
stetige Halbgruppe von linearen, stetigen Operatoren auf dem (2(Qg) ist, d.h., Py ist die
Einheitsmatrix, und es gilt PV o P} = Pt‘is fiir jede s,t > 0. Damit errechnet man, dass

0

aPtvuv(z) =P/ [(Ar+ V)uv](2) = PY (A(V)uy)(2) = A(V)PY uy(2), z € Qr,t > 0.
Also gilt PYuy = et V)yy,. Damit fillt es leicht, die Kumulanten erzeugende Funktion zu
identifizieren:

.1 1
AR(V) = Jim +logE, [eHY) | supp (1) € Qx|

1 S 1
= lim z log £, [efo V(%s)d ]l{supp (Et)CQR}:| - tlirgo Z log P, (Supp (gt) C QR)

t—o0

= A(V) = A0),
denn es gilt ja

1

——PVuy(x) = _ AV (z) < V) 2UPQs UV
t
infg, uy

PY1(z) <
e 1) infg, uy infg, uy

und eine analoge untere Abschétzung.
Mit Hilfe des Satzes von Perron-Frobenius und elementarer linearer Algebra zeigt man leicht
die Gateaux-Differenzierbarkeit der Kumulanten erzeugenden Funktion sowie die Stetigkeit in

Null. Also ist Satz 3.5.7 anwendbar und ergibt das gesuchte Prinzip Grofler Abweichungen. Die
Ratenfunktion ist gegeben als

Tr(p) = s (Vo) = AV)] +M0),  pe Mi(Qr). (3.6.4)

Um I, r mit der in (3.6.1) gegebenen Funktion Ir zu identifizieren, beachte man, dass nach einer
Substitution x4 = ¢? der Eigenwert auch wie folgt geschrieben werden kann:

AV)= s ((Vow) = (In(w) + Cr)), V€ RO", (3.6.5)
HEM1(QR)
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denn eine kleine Rechnung zeigt, dass (g, Arg) = —||(=Agr)Y?¢||3. Insbesondere entpuppt
sich A(0) als —Cg (siche (3.6.2)). Natiirlich ist der Raum R%Z identisch mit seinem Dual-
raum. Wenn wir Ig in (3.6.5) ersetzen durch seine Fortsetzung Ig: (RQR)* — [0,00] durch
TR|(RQR)*\M1(QR) = 00, und wenn wir in (3.6.5) das Supremum iiber alle ;1 € (R¥7)* erstrecken,
bleibt (3.6.5) richtig, und wir erhalten, dass A(-) —A(0) die Fenchel-Legendre-Transformierte von
I ist. Man beachte, dass I unterhalbstetig und konvex ist, da M1(Qr) in (RYR)* abgeschlos-
sen ist. Nach dem Dualitétsprinzip (siehe Lemma 3.4.3) ist die Fenchel-Legendre-Transformierte
von \ gleich I auf (RPR)*, Wenn wir diese Tatsache auf M;(Qpr) einschrinken, erhalten wir
genau die gesuchte Tatsache, dass TR = TR = Ip auf M1(Qg) gilt. O

Bemerkung 3.6.2 (Die Normierungskonstante als Eigenwert). Man entnimmt dem Be-
weis des Satzes 3.6.1, dass die Normierungskonstante in (3.6.2) auch geschrieben werden kann
als

R= cpolt — Agg,g) = =0
@t ot ) =—MO)

und ist daher der Haupteigenwert des Operators —Ap in £?(Qr). Insbesondere erhalten wir,

dass

1
lim —logP(X, € Qg fiir alle s € [0,¢]) = —\(0),
t—oo t
d. h. eine spektrale Charakterisierung der Nichtverlassenswahrscheinlichkeit. <&

Bemerkung 3.6.3 (Die Ratenfunktion als Dirichletform). Die Ratenfunktion I ist also
(bis auf Addition von —Cpg) die quadratische Form ¢ +— (—ARgg, g), die man auch die Diri-
chletform von —Apg nennt. Die Subtraktion von Cp tragt einerseits der Normierung durch die
Definition der bedingten Verteilung Rechnung und sorgt andererseits dafiir, dass das Infimum
der Ratenfunktion gleich Null ist. Der Minimierer von Iy ist also das Quadrat der /2-normierten
Haupteigenfunktion von A . Insbesondere haben wir also ein Gesetz der Grofien Zahlen, d. h. die
normierten Lokalzeiten 1¢, konvergieren unter P, (- | supp (¢;) C Qr) gegen das Quadrat dieser
Haupteigenfunktion. &

Bemerkung 3.6.4 (Allgemeinere Irrfahrten). Versionen von Satz 3.6.1 gibt es fiir beliebige
endliche Teilmengen @ statt Qr und fiir viele Irrfahrten auf Q. Der oben gegebene Beweis
funktioniert, solange der Generator A = (azy)z,yeq der Irrfahrt nichtpositiv definit ist und die
Eigenschaft besitzt, dass A+cld nichtnegativ und irreduzibel ist fiir ein ¢ € R. Die Ratenfunktion
ist dann gegeben durch

To) =~ Y oy (Vi@ — Vi) = |- 2va,  wemi@. 366

z,yeq

Also ist I die Dirichletform des Operators —A.

Der in den fundamentalen Arbeiten [DV75-83] gegebene Beweis 16st sich von der Voraus-
setzung der Symmetrie des Generators, bringt aber keine so explizite Gestalt der Ratenfunktion
hervor. <&

Bemerkung 3.6.5 (Periodisierte einfache Irrfahrt). Die folgende Irrfahrt, ein Spezialfall
der in Bemerkung 3.6.4 erw#ihnten Irrfahrten, wird in spdteren Anwendungen ebenfalls von Be-
deutung sein. Betrachte die gew6hnliche symmetrische Nichstnachbarschaftsirrfahrt auf dem Z¢
(die sogenannte einfache Irrfahrt) und die Box Qg = [~ R, R)?NZ%. Wir ‘wickeln’ die Lokalzeiten
um den Torus Qg auf, indem wir ihre periodisierte Variante £{™ (z) = 3, .74 €i(2+2kR) auf Qg
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betrachten. Dann ist 14, € M;(Qr) das normierte Aufenthaltsmaf der periodisierten Irrfahrt,
die modulo Qg betrachtet wird. Der Generator dieser Irrfahrt auf £2(Qg) ist die Einschrinkung
AR per des diskreten Laplace-Operators auf ¢2(Qr) mit periodischen Randbedingungen. Wie in
Bemerkung 3.6.4 erwéhnt, erfiillen die normierten Lokalzeiten %EER) ein Prinzip Grofler Abwei-
chungen auf M;(Qr), und die Ratenfunktion ist in (3.6.6) gegeben mit A = Ap per. &

3.6.2 Brown’sche Bewegung

Es sei W = (Wi)icp,00) €ine Brown’sche Bewegung im R mit Generator %A, wobei A der
iibliche Laplace-Operator ist. Unter P, startet die Bewegung in Wy = x € R%. Das Hauptobjekt
unseres Interesses sind hier die Aufenthaltsmafe

t
w(C) = / dw,(C)ds, C c R? messbar,
0

auch Verweilzeitmafe genannt. Die Zahl p,(C) ist die Gesamtlénge der Zeit, die die Bewegung
in C verbringt. Das Maf§ % pt ist ein zufilliges Element der Menge M (R%) der Wahrscheinlich-
keitsmaBe auf R?. In d = 1 besitzt u; eine Dichte, die sogenannten Brown’schen Lokalzeiten,
aber in allen anderen Dimensionen ist der Triiger von j, ndmlich der Pfad {Ws: s € [0,¢]}, eine
Lebesgue’sche Nullmenge (obwohl von Hausdorff-Dimension Zwei), und daher besitzt p; dort
keine Dichte. Fiir jede beschriinkte stetige Funktion f: R — R gilt (i, f) = fg f(Wy)ds.

Wir wollen Grofle Abweichungen fiir die Familie (% t)r>0 betrachten, und dies wird sich als
das kontinuierliche Analogon zu der Situation in Abschnitt 3.6.1 herausstellen. Wie dort werden
wir uns auf einen beschrinkten Bereich einschriinken. Sei also M C R? eine beschriinkte offene
zusammenhéngende Menge mit glattem Rand. Mit Ajp; bezeichnen wir den Laplace-Operator
in M mit Null-Randbedingung. Wir fassen Aj; auf als die Abschliefung des Operators A auf
der Menge aller f € C* mit supp (f) C M.

Das folgende Prinzip wurde in [G&77] bewiesen. Die Aussage und der Beweis sind so analog
zu dem raumlich diskreten Fall, dass wir uns auf eine Beweisskizze beschrinken.

Satz 3.6.6 (Brown’sche AufenthaltsmaBe in einem Kompaktum). Sei M C R? be-
schrinkt und offen mit glattem Rand, und sei x € M. Dann erfiillen die normierten Aufent-
haltsmafe %,ut der Brown’schen Bewegung W unter P, (- | supp (uy) € M) fir t — oo ein
Prinzip Grofier Abweichungen auf der Skala t mit Ratenfunktion

2
Li=A %\/d—“ — Cyy, alls\/d—“eDA existiert,
I (p) = 2H( M@, = Om S a € D(Aw) (3.6.7)
00 sonst,
wobei
1
Cu=5  inf  [(=A)%g|3 (3.6.8)
gec2(rd)

supp (9)CM,|lgll2=1

der negative Haupteigenwert des Laplace-Operators in M mit Nullrandbedingung ist.

Beweisskizze. Wiederum miissen wir uns nicht um die exponentielle Straffheit kiimmern, denn

M (M) ist kompakt. Wir fixieren ein V' € C, (M), erinnern uns, dass (¢, V) = f(f V(Ws) ds gilt,
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und betrachten die Operatoren PtV7 gegeben durch

(Ptvf) (‘T) [ fo dS]l{supp (pe) CM}f(Wt)] t> Oaf € Cb(M),.T € M.

Dann ist (P;)¢>0 eine stark-stetige Halbgruppe linearer stetiger Operatoren auf dem Banachraum
Cp(M), d.h. jedes PY : Cp(M) — Cp(M) ist ein linearer stetiger Operator, PY,, = PY P} gilt fiir
alle s,¢ > 0, und fiir jedes f € C,(M) gilt PY f — f fiir t | 0 im Sinne der Norm. Der Generator
dieser Familie ist Ly = %A m +V, dessen Definitionsbereich gleich dem von A s ist. Ly besitzt
eine bis auf Vielfache eindeutige Eigenfunktion uy : M — (0,00) zum Eigenwert

_ 1

V)= s (Lveg=— b (GVeB-(ve)).  369)
9€D(Lv): llgll2=1 supp (gg)CMyl\gl\zzl

und A(V) ist isoliert und besitzt die algebraische Vielfachheit Eins, d.h. die Dimension des

Eigenprojektors ist gleich Eins. Die Funktion uy ist auch eine Eigenfunktion des Operators P,

und zwar zum Eigenwert ¢/*(V). Also identifiziert man die Kumulanten erzeugende Funktion

leicht als 1
A(V) = lim n log E, [e“%’“’w‘ supp (ue) C M] = AV) — X(0).

t—o0
Die Géateaux-Differenzierbarkeit von A erhélt man aus der Einfachheit und Isoliertheit des Ei-
genwerts A(V') mit Hilfe bekannter Sitze aus der Stérungstheorie linearer Operatoren (siche etwa
[Ka95]). Also impliziert Satz 3.5.7 das gesuchte Prinzip Groler Abweichungen mit Ratenfunktion

Du(w) = swp [(m,V)=AV)| +M0), e My(M).
Ve, (M)

Nun bleibt noch, Ip; mit Iy zu identifizieren. (Es ist klar, dass A(0) = —C)y.) Zunichst zeigt
man, dass u eine Dichte hat, wenn Ips(u) endlich ist, was wir hier nicht ausfithren wollen.

Als zweiten Schritt sieht man, dass

1A 1A
sup |, V) =AXV)| == inf (p,2 MEN _ g Ly oMY , e Mi(M).
€D(A) €Coo(M)
VECb(M) 1;“f1\/1 u1>wo u 1iLnf]M u>0 u
(3.6.10)

Um dies zu sehen, beachte man, dass die Eigenwertgleichung ($Ay+V —A(V))uy = 0 dquivalent
ist zu A(V) =V = %%AMUV, also durchlduft V' die Menge Cp(M) genau dann, wenn uy
die Menge der strikt positiven Funktionen in D(Ajs) durchliuft, und dies impliziert die erste
Gleichung in (3.6.10). Die zweite erhélt man durch ein Approximationsargument.

Fiir p € M;(M) mit geniigend glatter Dichte p: M — (0,00) mit Tréger in M und posi-
tives u € C*°(M) errechnet man mit Hilfe einer partiellen Integration und einer quadratischen
Ergénzung

(o 250) == 5 Q) v [l - 1]
T %%—% - [t [ oly -

Wenn man dies in (3.6.10) einsetzt, ist klar, dass das Infimum in v = ,/p angenommen wird und

den Wert

sup (V) = A)] = 59Vl

VECb(M)
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ergibt. Das beweist die Identifikation I, M) = Ing(p) fiir diese pu, womit wir die Beweisskizze
beenden wollen. 0

Bemerkung 3.6.7 (Nichtverlassenswahrscheinlichkeit). Wiederum erhalten wir nebenbei,
dass )

lim —logP, (W, € M fiir alle s € [0,t]) = A(0) = —C

t—oo t

gleich dem Haupteigenwert des Laplace-Operators in M mit Null-Randbedingung ist. &

Bemerkung 3.6.8 (Allgemeinere Prozesse). Es gibt Versionen von Satz 3.6.6 fiir die nor-
mierten Aufenthaltsmafle vieler Prozesse auf kompakten Mannigfaltigkeiten M. Der obige Be-
weis funktioniert, solange der Generator A des Prozesses gleichmifiig negativ definit ist auf dem
Raum L2(M), und die zugehorige Ratenfunktion ist dann gegeben als die Dirichletform des
Generators A, also

2
Yy gﬁ‘ , falls d e p(A existiert,
n) — | CAVE, Vs e D4
00

sonst.

Wir wollen hier auf die besondere Situation hinweisen (die spéter von Bedeutung sein wird), wo
M der Torus [—R, R]d ist und A der halbe Laplace-Operator auf M, also der halbe Laplace-
Operator in M mit periodischen Randbedingungen. Der zugehorige Prozess ist die Brown’sche
Bewegung, die modulo den Wiirfel [~ R, R]? betrachtet wird. Die zugehérigen Aufenthaltsmafe
kann man auch auffassen als die periodisierten Versionen pu(®(C) = > kezd Mt(C + 2Rk) der
freien Brown’schen Bewegung im R¢. <&






Kapitel 4

Ausgewihlte Anwendungen

In diesem Kapitel behandeln wir eine Reihe von ausgewédhlten Anwendungen der Theorie der
Groflen Abweichungen. Bis auf das eher historische Beispiel aus der Statistik in Abschnitt 4.1
stammen alle aus der Forschung der letzten zehn bis 15 Jahre: die Spektra zufélliger grofer
Matrizen, die rdumliche Ausbreitung zufélliger Polymerketten, Langzeitverhalten von zufalli-
gem Massentransport durch ein zufélliges Feld von Quellen und Senken, Irrfahrten in zufélliger
Umgebung etc. Wir haben uns bemiiht, Beispiele auszuwéhlen, die nicht aus der Theorie der
Groflien Abweichungen heraus motiviert werden, aber zu deren Verstédndnis diese Theorie einen
substantiellen oder sogar unverzichtbaren Beitrag liefert.

4.1 Testen von Hypothesen

Ein grundlegendes Problem der Statistik ist das folgende.! Es sei X1, X», ..., X,, eine Folge von
unabhéngigen identisch verteilten Zufallsgréfien, von denen nur bekannt ist, dass die Verteilung
entweder g oder py ist, wobei pg und p; zwei gegebene Wahrscheinlichkeitsmafie auf R sind.
Auf Grund der Beobachtungen X1, Xs, ..., X, soll nun die Entscheidung gefillt werden, ob die
Hypothese zutrifft, dass es pg ist, oder ob die Alternative gewahlt werden muss, dass es pq ist. Da-
zu bedienen wir uns eines statistischen Tests, also einer messbaren Abbildung 7',: R™ — {0, 1},
die uns im Falle T,,(X1,...,X,) = 0 die Hypothese wihlen ldsst und im anderen Fall (also
T,(X1,...,Xy) = 1) die Alternative. Natiirlich wollen wir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
dieser Entscheidung gering halten, und zwar sowohl eines Fehlers Erster Art (dass wir die Hy-
pothese verwerfen, obwohl es pg war) als auch eines Fehlers Zweiter Art (dass wir die Hypothese
wihlen, obwohl es p; war). Mit anderen Worten, wir wollen die Fehlerwahrscheinlichkeiten

oy, = Po(T), verwirft die Hypothese) und Bn = P1(T,, akzeptiert die Hypothese)

gering halten, wobei Pj unter p misst. Genauer gesagt, wir wollen entweder voraussetzen, dass
a, unter einer gegebenen Schranke ist, und dann [,, minimieren, oder umgekehrt.

Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die beiden Mafle g und pq gegenseitig ab-
solutstetig sind und nicht ununterscheidbar, so dass also der beobachtete log-likelihood Quotient

Y; = log j—Zé(Xi), =

'Den statistischen Hintergrund liefert z. B. [Ge02], der Zusammenhang mit Grofien Abweichungen ist in [dHO0,
Ch. VI] und [DZ98, Sect. 3.4] dargestellt; er geht auf [Ch52] zuriick.
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existiert und nicht fast sicher konstant ist. (Wir haben soeben Dichten vorausgesetzt; im dis-
kreten Fall wird der log-likelihood Quotient analog definiert.) Die Zufallsgroen Y; sind sowohl
unter pg als auch unter p; unabhéngig und identisch verteilt. Die Erwartungswerte

zo=EoV1] = —H(po | p1)  wnd 21 =Ei[V1] = H(pa | po)
(siehe (2.4.2) und Bemerkung 2.4.2) erfiillen
—o0 <z = Eg[V1] < Eo[YleYI] =11 > 00.

Dir Ungleichung ist strikt, da Y7 nicht fast sicher konstant ist. Mit Hilfe von Jensens Ungleichung
erhalten wir sogar
zo < logEole¥] = 0 =1logEi[e 1] < 2.

Der Einfachheit halber setzen wir nun voraus, dass po und pp eine Dichte besitzen, d. h. wir
schliefen den diskreten Fall aus. Ein Neyman-Pearson-Test ist ein Test der Form T, (X1, ..., X)) =
Uy, fog v >ny,y fr €in v, > 0, das heifit, ein Test, der sich fiir die Alternative entscheidet, so-
bald der Durchschnitt der Y; einen gegebenen Wert ~, iiberschreitet.? Nach dem Lemma von
Neyman-Pearson sind alle solchen Tests optimal in dem Sinne, dass alle Tests mit dem selben
Wert von «,, keinen geringeren Wert von 3, besitzen und umgekehrt. Damit ist das Problem
des optimalen Testens gelost. Also ist es von Interesse, fiir konstante Schwellenwerte v € (zg, z1)
das Verhalten der Folgen (v, )nen und (5, )nen zu studieren.

Satz 4.1.1. Der Neyman-Pearson-Test mit konstantem Schwellenwert v € (xg,x1) erfillt

lim —logan =—Aj(y) <0 und lim —logﬁn =~ —Al(y) <0, (4.1.1)

n—oo N n— oo

wobei A die Legendre- Transformierte (siehe (1.1.4) oder (3.4.2)) der Kumulanten erzeugenden
Funktion Ag(\) = log Eg[eM1] ist.

Beweis. Die erste Aussage in (4.1.1) folgt aus Satz 1.4.3 (genauer gesagt, einer Variante von
Satz 1.4.3, die mit endlichen exponentiellen Momenten nur in einer Umgebung der Null aus-
kommt, siehe Bemerkung 1.4.4(iv)), denn a, = Po(2(Y1 + -+ +Y,) > 7), und die ¥; sind
unabhéngig und identisch verteilt unter Py. Man beachte auch, dass v > zg = Eg[Y;]. Fer-
ner liegt v im Bereich (essinfy (Y1), esssup,(Y1)) fiir & € {0,1}, wobei essinf, bzw esssup, das
essentielle Infimum bzw. Supremum beziiglich puy ist.

Nun zur zweiten Aussage in (4.1.1). Wir haben 3, = P1( (Y1 +---4Y;) < ) und brauchen
also zunéchst die Momenten erzeugende Funktion A von Y7 unter ui. Diese ist gleich

Ei[e*] = / pr (dz) (jﬁ;( ))A /Mo(dm) GZQ( ))AH — B[],

Also gilt Aj(A) = Ag(A + 1), und daher ist die Ratenfunktion fiir 2(Y; + - +Y},) unter
gegeben als v — Aj(y) — 7. Wegen v <  — 1 = [E;[Y;] ist Satz 1.4.3 anwendbar und liefert die
zweite Aussage in (4.1.1). O

2Im diskreten Fall beinhaltet die Definition eines Neyman-Pearson-Tests, dass im Fall Y1 + --- + Y, < ny,
definitiv die Alternative gewéhlt wird, aber im Fall Y1 + - -- + Y, = n7y, eine (eventuell unfaire) Miinze geworfen
wird.
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Bemerkung 4.1.2 (Chernoff-Information). Es fillt auf, dass die beiden Raten in (4.1.1)
einander genau im Fall v = 0 gleichen, also fiir den Neyman-Pearson-Test mit Schwellenwert
Null. Der Wert v = 0 ist auch optimal fiir das Problem, das Maximum der Raten von «, und
By, zu minimieren, denn fiir v < 0 ist —Ag(y) > —A{(0) (denn Af ist konvex mit eindeutiger
Nullstelle in zp € [—00,0), also steigend in (xq, z1)), und fiir v > 0 ist v — A{(y) > —Af (denn
aus analogen Griinden fiir 1; an Stelle von g ist A — v — Af(7) ebenfalls steigend in (zg,z1)).
Die optimale Rate des Maximums, —A{(0), wird auch die Chernoff-Information genannt. <&

4.2 Das Spektrum zufilliger Matrizen

Auf Anregung von E. Wigner benutzte man seit den 1950er Jahren gewisse zufillige grofle Ma-
trizen als Modelle fiir die angeregten Energiezustinde der Atome in gewissen Materialien bei
langsamen Kernreaktionen. Der Prototyp einer solchen zufélligen Matrix ist das sogenannte
Gaufische Unitire Ensemble (GUE), eine (N x N)-Matrix mit unabhéngigen komplex stan-
dardnormalverteilten Eintriagen, bedingt darauf, hermitesch zu sein. Genauer betrachten wir
eine komplexe Matrix M = (Mi,j)i,jzl ..... N mit M! = M, sodass die Kollektion der Real- und
der Imaginérteile von M; ; fiir i < j, zusammen mit den (reellen) Diagonaleintrégen M;; un-
abhéngige normalverteilte Zufallsgrofien sind, so dass die Varianz der jeweiligen reellen Grofien
auflerhalb der Diagonalen jeweils Eins ist und auf der Diagonalen jeweils Zwei. Damit haben wir
also unterhalb und inklusive der Diagonalen komplette Unabhingigkeit, und oberhalb stehen
die konjugiert komplexen Eintrige, so dass die Matrix hermitesch ist. Die Bezeichnung ‘unitéres
Ensemble’ kommt von der Invarianz dieser Matrixverteilung unter Konjugation mit unitéren
Matrizen.

Mit A <o <A bezeichnen wir die Eigenwerte von M. Also ist A = (A{™ ... A{)
ein zufilliger Vektor, und zwar ein Element des Abschlusses der Menge W = {z € RV: 2; <
-+ < xn}. Dieser zufiillige Vektor erhilt die Interpretation des Energiespektrums der Atome
fiir gewisse Materialien.

Die Hoffnung ist, dass (1) dieses Modell tatséchlich dieser Interpretation physikalisch adiquat
entspricht (worum wir uns hier nicht kiimmern wollen), und dass (2) das mathematische Modell
erfolgreich mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt werden kann. Es gibt eine
Handvoll anderer Matrixensembles, die mit &dhnlichen Intentionen definiert wurden, darunter
auch die reelle Variante (das Gaufische Orthogonale Ensemble, GOE) und die simplektische
Variante (das Gauflsche Simplektische Ensemble, GSE). Die Theorie dieser Typen von Matri-
zenensembles (die sogenannte Random Matriz Theory) ist ausufernd, die Standardreferenz vom
physikalischen Standpunkt ist [Me91]. Fiir einen mathematischen Uberblick siche [K04] und viele
Referenzen darin.

Das Hauptinteresse konzentriert sich auf das Verhalten des Spektrums A von M fiir N — oo.
Wir werden uns hier nur um das Gesetz der Groen Zahlen und die Grofien Abweichungen® davon
kiimmern, also um die Fragen:

1. Wie muss man A?) reskalieren, damit Konvergenz eintritt, und wogegen und in welchem
Sinne?

3Es sei vorausgeschickt, dass es nicht zu einer Anwendung irgendeines allgemeinen Ergebnisses der vorausge-
gangenen Kapitel kommen wird.
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2. Was sind die Skala und die Ratenfunktion fiir ein eventuelles Prinzip Grofler Abweichun-
gen?

Die erste Frage wurde historisch zuerst gelost ([Wib5], [Wib8]), und die zweite wurde An-
fang der 1990er Jahre heuristisch von Voiculescu diskutiert und dann in [BAGI7] gelost; siehe
auch [HP0O0]. Natiirlich gibt es eine Reihe anderer Fragen, von denen die wichtigste und faszi-
nierendste wohl die Frage nach der asymptotischen Verteilung der Liicken zwischen aufeinander
folgenden Eigenwerten ist. Diese Frage ist die physikalisch zugénglichste (denn Liicken zwischen
Energielevels konnen experimentell sehr gut bestimmt werden), und ihre Losung offenbart eine
weit reichende Universalitdt. Diese Universalitdt, die schon Wigner intuitiv vermutete, war ei-
ne der Triebfedern fiir die Beschéftigung mit der Theorie der zufélligen Matrizen, und in den
1970er Jahren entdeckte man, dass die Nullstellenverteilung der Riemannschen Zetafunktion
ebenfalls in die selbe Universalitéitsklasse gehoren sollte. Die Universalitéit fiir das Spektrum
zufélliger Matrizen ist Ende der 1990er Jahre weitgehend gelést worden, aber noch nicht fiir die
Riemannsche Zetafunktion, obwohl einige rigorose Zusammenhénge gefunden worden sind.

Da die Anzahl der Koeffizienten von A\¥) mit N wichst, kann es nicht A\¥) selber sein, was
konvergiert. Wie wir schon seit Abschnitt 2.4 wissen, sollte das empirische Mafl von A" ein
guter Kandidat sein, also das Spektralmafs. Aber zuvor muss man eine geeignete Reskalierung
finden, némlich eine Potenz a € (0,00), sodass das empirische Mafi des Vektors N ~*\*) kon-
vergiert. Es stellt sich heraus, dass a = % geeignet ist, eine Wahl, die auf Grund des Zentralen
Grenzwertsatzes allerdings nicht tiberm#flig verwundert:

Satz 4.2.1 (Wigners Halbkreisgesetz). Fiir jedes N € N sei \™ € W das Tupel der
Figenwerte einer GUE-Matriz My. Wir betrachten das empirische Maf von Nfé)\(N), also

N
1 ~
v =5 > 0, wobei A = N™=2)™, (4.2.1)
i=1
Dann konvergiert pun schwach in Verteilung gegen die Halbkreisverteilung

pe(dz) 1 VZ=21_ sy (@), (4.2.2)

dzx T

Beweisskizze. Dieser Beweis (siche [Wi55], [Wi58] und auch [HP00, Ch. 4]) benutzt die Mo-
mentenmethode: Es reicht zu zeigen, dass

lim E[/ zk MN(da:)] = / z* 1, (dz), ke N. (4.2.3)
Wegen Symmetrie sind alle ungeraden Momente sowohl von py als auch von s gleich Null,
also reicht es, k = 2m zu betrachten. Die (2m)-ten Momente von pu, sind als f;—:L (21;”) bekannt.

Diejenigen von p kann man mit Hilfe der normierten Spur von My ausdriicken:

E[/R x2m ,UN(dx)} = %ﬁ;E[/ p2m 5X§N) (dx)} = ﬁﬂz [iv:()\gN))Zm]

1 v (4.2.4)

1
= R ElSpur (M) = Y E[H Mij_w].

i1,edom=1 j=1
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Nun muss einige Kombinatorik geleistet werden, um die fithrenden Terme zu finden und die
restlichen zu kontrollieren. Hierbei nutzt man die Unabhéngigkeit der Matrixeintrége und gro-
be Schranken fiir deren Momente. Der Term, der von der Teilsumme iiber die Multiindizes
i1y ..y dom mit #{i1,... 92} < m+ 1 kommt, verschwindet asymptotisch, und derjenige Term
mit #{i1,...,92m} > m + 1 ist sogar gleich Null. O

Bemerkung 4.2.2. 1. Die Konvergenz ist in dem Sinn zu verstehen, dass fiir jede beschrank-

te stetige Funktion f: R — R gilt: limy_ .o E f]R x) py(dx)] f x) px(dx).

2. Also liegt das Spektrum einer N-reihigen GUE-Matrix fiir grofies N 1m Wesentlichen
im Intervall [-v2N,v2N], und der groBite Eigenwert erfiillt imy_.oo N ™ )\(N) V2 im

schwachen Sinn. Ferner ist die Anzahl der Eigenwerte im Intervall N 2 [a, b] ungefdhr gleich
i« ([a, b]) fiir jedes a < b.

3. Die Momentenmethode funktioniert fiir viel allgemeinere Verteilungen der Matrixelemen-
te, denn sie benutzt nur grobe Schranken fiir die Momente. Andererseits wird sie viel
schwieriger bei fehlender Unabhéngigkeit der Matrixeintrége.

&

Kommen wir zu der Frage der GroBlen Abweichungen fiir das reskalierte Spektralmafl pp.
Wir suchen also nach einem Prinzip auf der Menge M (R) der Wahrscheinlichkeitsmafle auf R,
und die betreffende Ratenfunktion sollte eine eindeutige Nullstelle in p, besitzen. Daraus wird
insbesondere ein alternativer Beweis des Wignerschen Halbkreisgesetzes folgen.

Es stellt sich heraus, dass ohne eine explizite Rechnung ein solches Prinzip (zur Zeit noch)
nicht zu erhalten ist. Wir sind allerdings in der gliicklichen Lage, die Verteilung des Zufallsvektors
AWM fiir das GUE explizit identifizieren zu kénnen:

Lemma 4.2.3 (Spektralverteilung des GUE). Sei N € N fest und M eine (N x N)-GUE-
Matriz sowie A € W der Vektor der Eigenwerte von M. Dann hat der Zufallsvektor X die Dichte

Pyn(z) = ZL H (xj — 2i)? He_$%, xr=(x1,...,ZN), (4.2.5)

N 1<i<i<n i=1

wobei Zn eine geeignete Normierungskonstante ist.

Beweisskizze. Wir wihlen eine (zufillige) unitdre Matrix U, die M diagonalisiert, d.h. die
Matrix D = UMU™! ist die Diagonalmatrix mit den ); auf der Diagonalen. Dann errechnet
man

dM =d(U*DU) =dU*-D-U +U*-dD-U + U*- D -dU
—U*- (dD+U-dU*-D+D-dU -U*) -U
=dD+U-dU*-D+D-dU - U*
=dD +dA-D — D-dA,

(4.2.6)

wobei wir ausnutzten, dass die Verteilung dM der normalverteilten Matrix invariant unter
unitéren Konjugationen ist, und wir schrieben dA = U - dU* = —dU - U*. Nun integriert man
iiber alle dM; ; mit ¢ < j und benutzt ein wenig Analysis und Lineare Algebra. Details findet
man etwa in [Me91, Ch. 3] oder [HP0O, Ch. 4]. O
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Bemerkung 4.2.4. 1. Die Verteilung auf der rechten Seite von (4.2.5) ist ein sogenanntes
Ensemble orthogonaler Polynome, denn es gibt verschiedene Zusammenhénge mit den or-
thogonalen Polynomen beziiglich des L?-Skalarprodukts mit GauBschem Gewicht e dz.
(Diese Polynome sind die gut bekannten Hermite-Polynome.) Das Ensemble orthogonaler
Polynome in (4.2.5) ist also ein N-faches Produktmafl unabhéngiger GauBlscher Grofien,
das mit der Dichte [[;; ;<n(2; — 7;)? (dem Quadrat der Vandermonde-Determinante)
transformiert wird. Insbesondere hat also mit Wahrscheinlichkeit Eins jeder Eigenwert die
algebraische Vielfachheit Eins.

2. Lemma 4.2.3 kann verallgemeinert werden auf hermitsche unitdr invariante zufallige Ma-
trizen, d. h. Matrizen, deren Verteilung gegeben ist durch eine Dichte der Form

N
P(dM) = const. e~ M) Hde- H [sz‘(,l;) dMi(’Ij)»] = const. e M dp (4.2.7)
i=1 1<i<j<N

fiir eine Funktion F', und die die Eigenschaft hat, dass die Verteilung von M unter Kon-
jugation mit jeder unitdren Matrix invariant ist. Es ist leicht zu sehen, dass F' dann eine
permutationssymmetrische Funktion der Eigenwerte sein muss. Man beachte, dass das
GUE ein Spezialfall ist mit F(M) = S~ A2, und dass in jedem anderen Fall die Matri-
xeintrége a priori keinerlei Unabhéngigkeitseigenschaft besitzen.

<

Ausgeriistet mit der expliziten Beschreibung von Lemma 4.2.3, kénnen wir nun Grofile Ab-
weichungen beschreiben.

Satz 4.2.5 (Grofle Abweichungen fiir das Spektrum des GUE, [BAG97]). Fiir jedes
N € N sei My eine (N X N)-GUE-Matriz mit reskaliertem Spektralmaf$ iy, gegeben in (4.2.1).
Dann erfillt (un)nen ein Prinzip Grofer Abweichungen auf M1(R) auf der Skala N? mit
Ratenfunktion

M) = [ o utdn) = [ [ pnjp@logle -yl -3 - 51082 peM®).  (429)

Bemerkung 4.2.6. 1. Der Term [ [p p(da)p(dy)log|ez — y| ist bekannt als Voiculescus
nichtkommutative logarithmische Entropie und besitzt eine Interpretation als elektrosta-
tische Abstofung unter Anwesenheit eines externen quadratischen Feldes und eine als die
zweidimensionale Coulomb-Energie. Seine Konkavitét als Funktion von p ist altbekannt
(siehe etwa [LLO1, Th. 9.8]), also ist I konvex. Die Kompaktheit der Niveaumengen und
mehr Eigenschaften von I werden in [BAG97]| bewiesen. Eine Standardreferenz zu loga-
rithmischen Potenzialen ist [ST97].

2. [BAGY97] und [De98, Ch. 6] geben jeweils einen Beweis dafiir, dass die Halbkreisvertei-
lung p, die einzige Nullstelle von [ ist. (Man nennt die Minimierer dieses Funktionals
Gleichgewichtsmaje.) Also haben wir einen zweiten Beweis von Satz 4.2.1, siche Bemer-
kung 2.1.22. Ein verwandter Beweis dieses Gesetzes der Grofien Zahlen wird in [De98,
Ch. 6] ausgebreitet; er basiert auf [Jo98] und [DMK9S].

<
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Beweisskizze. Wir beginnen bei Lemma 4.2.3 und der Beobachtung, dass die gemeinsame

Dichte Py der unskalierten Eigenwerte von der Form Py(z) = ﬁe_HN @) mit der ‘Hamilton-

funktion’ N
Hy(z) =) a7 —2 Y log(z; — ). (4.2.9)
i=1 1<i<j<N

ist. Um einen nichttrivialen Grenzwert zu erhalten, muss man die )\EN) so reskalieren, dass beide
Teile von H () von der gleichen Ordnung in N sind. Da der zweite Teil immer von der Ordnung
N? ist, muss man also )\EN) = Nfé)\gm betrachten.* Dessen Vektor A hat die Dichte

~ 1 =~
PO € dz) = =—e VHNE) g, (4.2.10)
ZN
mit
~ 1 & 2 31
_ 2 o922
Hy(z) = Zml ~ 3 Z log(z; — ;) — 7 — 5 log2, (4.2.11)
=1 1<i<j<N

wobei wir geeignete Terme in der Normierungskonstanten absorbierten. Nun haben wir die Ge-
stalt Hy(z) ~ I(jun), wenn py das empirische MaB der z1, ...,z ist. (Wir unterdriickten die
Diagonalterme, was ein technisches Detail ist.) Die Integration ist von der Ordnung N, aber
der Exponent von der Ordnung N?2. Daher ist kein klassisches Prinzip Grofiler Abweichungen in
Kraft, sondern ein explizites: Die Ratenfunktion personlich erscheint direkt (bis auf technische
Approximationsdetails) als exponentielle Dichte auf der Skala n?. O

4.3 Zufillige Polymerketten

4.3.1 Das Modell

Eine Polymerkette ist eine endliche Sequenz von kleineren Atomgruppen, sogenannten Mono-
meren, die durch zweiwertige Verbindungen zusammengefiigt werden. Wr nehmen den Aufent-
haltsort der Monomere als zuféllig an. Ein simples mathematisches Modell fiir eine n-schrittige
Polymerkette in d Dimensionen ist der Beginn (S, S1,...,S,) einer Irrfahrt im Z<¢ mit Sy = 0.
Wir setzen voraus, dass die Schritte der Irrfahrt zentriert sind und eine endliche Varianz besit-
zen. Allerdings ist dieses Modell kaum brauchbar, denn mit einiger Wahrscheinlichkeit werden
Selbstiiberschneidungen auftreten, d.h. Paare (i,j) mit ¢ < j und S; = S;. Da das i-te und
das j-te Monomer nicht am selben Ort sein sollen, macht diese Eigenschaft die Irrfahrt un-
brauchbar als ein Modell fiir eine Polymerkette. Also verbessern wir das Modell, indem wir
Selbstiiberschneidungen ausschlieflen bzw. unterdriicken. Mit einem Stéirkeparameter 3 € (0, oo
betrachten wir das transformierte Pfadmafl

1
dPg,, = e PHn dp, (4.3.1)
Zgn
wobei
Hy= Y s s, (4.3.2)
0<i<j<n

4Dieses Argument zeigt unabhingig vom Ergebnis von Satz 4.2.1, dass die Reskalierung genau mit N 2 gewahlt
werden muss.
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die Anzahl der Selbstiiberschneidungen der Kette (Sg, S1,...,Sy) ist und P das zugrunde liegen-
de Wahrscheinlichkeitsmaf}. Die Konstante Z3,, normiert Pg ,, zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf.
Das Maf} Pz ,, unterdriickt alle diese Selbstiiberschneidungen mit Stérke 3, wobei wir Py, ,, als
die bedingte Verteilung gegeben H, = 0 interpretieren. Fiir 5 € (0,00) heifit das Modell die
selbstabstoffende Irrfahrt oder auch das Domb-Joyce-Modell, und P ,, heifit die selbstvermei-
dende Irrfahrt. Der Fall 3 = oo scheint auf dem ersten Blick der einzige zu sein, der uns im
Zusammenhang mit Polymerketten interessieren kénnte, aber auch das Modell mit g € (0, 00)
hat seine Berechtigung, da man einen Zustand i € Z? als Stellvertreter der ganzen Mikrobox
i+ (—%, %]d interpretiert, die sehr wohl mehrere Monomere aufnehmen kann, dafiir aber zahlen
muss. Als zugrunde liegende Irrfahrt wird meistens die einfache Irrfahrt benutzt (also die sym-
metrische Néchstnachbarschaftsirrfahrt). In diesem Fall ist P ,, genau die Gleichverteilung auf
der Menge aller n-schrittigen in Null startenden Nichstnachbarschaftspfade auf Z?, die keinen
Punkt zweimal treffen.

Die Polymermafe IPg ,, werden seit Jahrzehnten mit Interesse untersucht, denn, wie Compu-
tersimulationen zeigen, spiegeln sie einerseits das rdumliche Verhalten von Polymerketten recht
gut wider, und andererseits birgt ihre mathematische Analyse grofle Herausforderungen, die
noch weithin offen sind. Das Hauptinteresse konzentriert sich auf den erwarteten Abstand der
Enden der Kette fiir groie n, also die Asymptotik von Eg,,[|S,|], wobei Eg ,, der Erwartungswert
beziiglich P, ist. Intuitiv ist klar, dass die réumliche Ausbreitung der Irrfahrt gréfier sein muss
als die der freien Irrfahrt und dass dieser Effekt mit hoher Dimension abnehmen sollte. Um
dies effektiv zu zeigen, miisste man die Korrelation zwischen |S,| und H,, unter P3,, kontrollie-
ren, aber dies ist bisher noch nicht explizit gelungen. Seit Jahrzehnten wird (auf der Basis von
Computersimulationen) vermutet, dass

1 ind=1,
3 .
2 ind=2
Eg,[|Sn]] ~ Dn”, wobei v=<*4 ’ 4.3.3
gl 0,588... ind=3, (43.3)
: ind > 4.

Die Konstante D sollte nicht nur von der Dimension, sondern auch von den Details der Irr-
fahrt abhéngen, aber der sogenannte kritische Exponent v ist universell. (In d = 4 vermutet
man tatsichlich gewisse logarithmische Korrekturen in der Asymptotik.) Fiir den Wert von v
in d = 3 gibt es keinerlei Heuristik.® Die Vermutung (4.3.3) wurde Anfang der 1990er Jahre
fiir d > 5 von Hara und Slade bewiesen, siehe auch die Monografie [MS93], die den Stand des
Wissens von 1993 zusammenfasst und Vieles iiber die Erstellung von Computersimulationen
bringt. Der Beweis in d > 5 basiert darauf, dass P, eine gewisse ‘kleine Stérung’ der freien Irr-
fahrt ist. Der Unterschied wird durch die ‘Spitzenmethode’, die lace expansion, kontrolliert, eine
diagrammatische Entwicklungsmethode, die von Hara und Slade mittels einer Fourierinversion
behandelt wurde. Um 2000 herum wurden kiirzere und klarere Beweismethoden gefunden, die
die lace expansion fiir eine Vollsténdige Induktion bzw. fiir ein Fixpunktargument einsetzen.

Die hauptséchlich interessanten Dimensionen d € {2,3,4} sind weithin offen und haben
vermutlich ebenfalls nichts mit der Theorie der Groflien Abweichungen zu tun. In d = 3 gibt es
kein nichttriviales rigoroses Ergebnis. In d = 4 wurden Teilfragen von Brydges und Imbrie gel 6st.

®Diese Bezeichnungen fithren in die Irre, was das Baugesetz der Folge (Ps,,)nen angeht: Es handelt sich nicht
um eine Irrfahrt, nicht einmal um eine konsistente Familie.

5Es scheint ein allgemeines Phinomen in der statistischen Mechanik zu sein, dass kritische Exponenten in zwei
Dimensionen vermutlich einfache Briiche sind, aber ihr Wert in drei Dimensionen véllig im Dunkeln liegt.
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In d = 2 wurde kiirzlich von Lawler, Schramm und Werner ein interessantes bedingtes Theorem
bewiesen: Falls ein Skalierungsgrenzwert der selbstabstolenden Irrfahrt existiert und konform
invariant ist, so muss er die sogenannte Stochastische Ldwner-Evolution (SLE) sein. Die von
diesen drei Autoren angestofiene Arbeit an der SLE ist sehr bedeutsam, da sie etliche Modelle
der mathematischen Physik in zwei Raumdimensionen erklédrt und ein rigoroses Beweiskonzept
liefert. Teilweise wurden mit ihr sogar Modelle verstanden, fiir die in der physikalischen Literatur
keine einsehbaren Heuristiken existieren. Hierzu gehoért auch die selbstabstoflende Irrfahrt.

4.3.2 Grofle Abweichungen fiir eindimensionale Polymerketten

Jetzt wenden wir uns nur noch den eindimensionalen selbstabstoBenden Irrfahrten zu. Ein Uber-
blick iiber die mathematische Literatur ist [HK01] und manche der Referenzen darin. Das folgen-
de Material stammt aus den Publikationen [K693], [K694], [HHK97], [HHKO03a] und [HHKO03b]
sowie aus [dHO00, Ch. IX].

Nach gewissen Umformulierungen wird sich gleich herausstellen, dass das eindimensionale
Polymermafl mit Hilfe von Methoden aus der Theorie der Groflien Abweichungen behandelt
werden kann. Wir werden tatséchlich sogar ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir den Endpunkt
der Polymerkette herleiten. Genauer, wir werden die Funktion

1
I5(6) = — lim —log (ZsnPan(Sn ~6n)),  OER, (4.3.4)

analysieren. Mit ‘ax’ bezeichen wir Gleichheit bis auf eine Abweichung der Groe o(n), und es
wird sich zeigen, dass die Existenz und der Wert des Grenzwertes in (4.3.4) nicht von dieser Ab-
weichung abhéngen. Die Funktion I3 unterscheidet sich nur um die Konstante lim,, % log Z3 1,
von dem, was man iiblicherweise die Ratenfunktion fiir die Groflen Abweichungen des Endpunk-
tes nennt. Ab sofort setzen wir voraus, dass die Schritte der freien Irrfahrt symmetrisch verteilt
sind auf der Menge {—L,—L+1,...,L} fiir ein L € N. Der Fall L = 1 ist die einfache Irrfahrt.
Um Trivialitdten auszuschliefen, betrachten wir im Fall L = 1 nicht den Fall § = oo, denn es
gibt ja nur zwei selbstvermeidende Néchstnachbarschaftspfade. Die Symmetrie der Verteilung
fiihrt zur Symmetrie von Ig, d.h. es gilt Ig(—60) = I3(0). AuBerdem ist klar, dass Ig = oo auf
[—L, L]°. Hier ist das Hauptergebnis iiber das eindimensionale Polymerma$.

Satz 4.3.1 (Grofle Abweichungen fiir das eindimensionale Polymermaf). Fiir jedes
0 € [0, L] existiert der Grenzwert in (4.3.4). Die Funktion I3 ist stetig und konvex auf [0, L] und
stetig differenzierbar in (0, L). Es gibt zwei kritische Punkte 6**(3) < 6*(3) in (0, L), sodass I
in [0,0**(B)] linear und monoton fallend ist und in [6**(3), L] reell-analytisch und strikt konvex
ist mit einzigem Minimum in 0*([3).

Der Graf von I3 hat also das folgende Aussehen:
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0 () 6*(5) L

Wir haben also ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir die Verteilung von %Sn unter Pg,,, und
die Ratenfunktion ist konvex auf (0, L) und auf (—L,0), aber nicht in ihrem Definitionsbereich
[—L, L]. Die Rate der Normierungskonstanten ist gegeben als

1 X
nlLHgO - log Z3, = —15(0) = —r*(B).
Bemerkung 4.3.2 (Gesetz der Groflen Zahlen). Insbesondere gilt das folgende Gesetz der
Groflen Zahlen: Die Verteilung von %Sn konvergiert gegen %(5_9*(5) + dg+())> d. h. mit gleicher
Wahrscheinlichkeit entscheidet sich die Polymerkette zuféllig, ob sie nach oben oder nach unten
lauft, und dann nimmt sie die Drift 6*(3) bzw. —6*(5) an. &

Bemerkung 4.3.3 (Zentraler Grenzwertsatz und Invarianzprinzip). Die Zahl

1
- I5(0°(8))

ist positiv, und die Verteilung von (|S,|—6*(3)n)/+/c*?(3)n unter dem Polymermaf konvergiert
gegen die Standardnormalverteilung. Eine grobe heuristische Rechnung auf exponentieller Skala
belegt diese Aussage. Mit fﬁ = I3 —I5(6*(B)) bezeichnen wir die Ratenfunktion von 1[5, | unter
dem Polymermaf.

a*()

[Sul = 07(B)n 1 z —nlg(0*(B)+ 0" (8))
]Pn—% :IP’n—Snza* _—_~F ~ 6] NG
B, ( U*Q(B)n x) B, (’I’L| | (ﬂ) + \/EO- (ﬁ)) €
_ o 3222 (B)IL (" (B)+0(1) _ —Sa+o(1)
wobei wir im letzten Schritt eine Taylorapproximation machten und beachteten, dass I, 3(0%( B)) =
I5(6(8)) = 0 gelten.

AuBerdem haben wir ein Invarianzprinzip: Der Prozess ((|Snt| — 0*(8)nt)//0*2(B)n)ejo,)
konvergiert gegen die Brownsche Bewegung in Verteilung. Der Zentrale Grenzwertsatz wurde in
der Literatur bewiesen, das Invarianzprinzip noch nicht. &
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Bemerkung 4.3.4 (Phaseniibergang). Der Phaseniibergang am Punkt 0**(/3) kann wie folgt
interpretiert (und mit etwas mehr Arbeit auch bewiesen) werden. Fiir 6 > 6**(/3) besteht die
optimale Strategie der Polymerkette, das Ereignis {S, & 6n} zu realisieren, darin, die Drift 6
wihrend des gesamten Zeitintervalls [0, n] einzuhalten. Diese Strategie ist allerdings offensichtlich
nicht optimal fiir kleine 6, denn sie produziert dann zu viele Selbstiiberschneidungen. Fiir 6 €

[0,0**(5)] besteht die optimale Strategie darin, im Zeitintervall [0, %n] mit Drift 6**(3) zu

reisen und danach mit Drift —6**(3). Damit ragt der Pfad insgesamt um 3 (6**(3) —6)n aus dem
Intervall [0,0n] heraus, und dies fithrt zur Linearitét der Ratenfunktion im Intervall [0, 6**(3)].
&

Bemerkung 4.3.5 (Monotonie in 3). Es ist natiirlich zu vermuten, dass die optimale Drift
0* () der Polymerkette streng monoton steigend in [ ist, denn wenn Selbstiiberschneidungen
hérter bestraft werden, sollte die Kette sich iiber einen gréfleren Bereich ausdehnen, um weniger
Selbstiiberschneidungen zu produzieren. Diese Vermutung ist allerdings noch unbewiesen, ob-
wohl eine recht explizite Darstellung von 0*(3) in Termen eines Variationsproblems bzw. eines
Eigenwertproblems fiir eine unendlich grofle Matrix existiert, siche unten. &

Bemerkung 4.3.6 (Kleine 3). Die Asymptotik von 0*(3) fiir kleine (3 ist wie folgt: Es gibt
Konstanten a*, b* und ¢*, so dass fiir 6 | 0 gelten:

7*(8) ~a*oT3B5,  0%(B) ~ b o3B3, oF -t (4.3.5)

Hier ist 02 € (0, 00) die Varianz der Schritte der freien Irrfahrt. (Tatséchlich ist die letzte Aussage
in (4.3.5) nur fiir die einfache Irrfahrt bewiesen worden.) Die Konstanten a*, b* und ¢* haben
eine analoge Bedeutung fiir das entsprechende Brownsche Polymermodell, siehe Abschnitt 4.3.4.
Ihr numerischen Werte sind a* ~ 2,19, b* ~ 1,11, und ¢* ~ 0,63. (4.3.5) wurde zunéchst nur fiir
L = 1 mit Hilfe von technisch aufwendiger Analyse der I'-Konvergenz der in Bemerkung 4.3.5
erwihnten Variationsformel bewiesen, aber spéter viel einfacher und universeller mit Hilfe des
gewohnlichen Invarianzprinzips. &

4.3.3 Uberblick iiber den Beweis von Satz 4.3.1

Wir geben hier eine ausfiihrliche Skizze des Beweises von Satz 4.3.1, und zwar nur im Spezialfall
L = 1, also fiir die einfache Irrfahrt. Zunéchst sieht man, dass die Anzahl H,, der Selbstiiber-
schneidungen ein Funktional der Lokalzeiten der Irrfahrt sind:

n

2H, +n+1= Z ]1{51.:51.} = Z@n(x)Q, wobei  /(z) = Z | FEa— (4.3.6)
=0

i,j=0 T€L

Da die Konstante n + 1 in der Normierungskonstanten Zg,, absorbiert wird, kénnen wir davon
ausgehen, dass Py, die Dichte exp{—83_,c7 ln(2)?}/Z3,, besitzt. (Wir wechseln also nun von 3
zu 2/3.) Da nun das Polymermaf} mit Hilfe der Lokalzeiten beschrieben wird, ist ein naheliegende
Ansatz, auf ein Prinzip Groflier Abweichungen fiir die normierten Lokalzeiten hinzuarbeiten,
also etwa auf Satz 3.6.1. Dies ist jedoch irrefithrend, denn die Vermutung (4.3.3) besagt ja,
dass die Polymerkette sich auf ein Interval der Linge O(n) ausbreiten sollte, und dann sind
die Lokalzeiten von endlicher Groflienordnung, also wiirden die normierten Lokalzeiten von der
Ordnung % sein. Dies bringt uns auf die Idee, mit dem empirischen Maf der Folge (¢,,(z))zcz zu
arbeiten, aber welches ist der richtige Parameterbereich dieser Folge? Und wie bekommt man
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Kontrolle iiber die Lage des Endpunktes S,,7 Und welches Prinzip Grofler Abweichungen sollte
fiir das empirische Maf§ der Lokalzeitenfolge gelten, die ja noch nicht einmal Markovsch ist?

Zunéchst fithren wir eine Pfadklasse ein, die besonders gut mit Grolen Abweichungen fiir die
Lokalzeiten behandelt werden kann, die Klasse der Pfade, die nie den Bereich zwischen Beginn-
und Endpunkt verlassen. Wir betrachten die Funktion

1
Lﬂﬂ):<—Jggoglog(Z@npﬁm(sh.”,5h,1G 0,8,] und $,, ~ 6n) )
(4.3.7)

. 1 7,8 Gri b (2 2 on o
——T}LngoﬁlogE[e Lo n(@) Il{;)fn(m)—n}}, feR,
wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht eventuelle Abweichungen der Ordnung o(n)
in der Notation widerspiegeln wollen. Das Bemerkenswerte an Jg ist, dass diese Funktion ganz
mit Hilfe der Lokalzeiten im Bereich 0, ..., 0n beschrieben werden kann, d. h. unter der ‘Kasten-
bedingung’” kénnen der Endpunkt und die Interaktion mit Hilfe der Lokalzeiten ausgedriickt
werden, und zwar als Summe der Lokalzeiten bzw. ihrer Quadrate. Es ist klar, dass diese bei-
den Summen leicht mit Hilfe eines Integrals des empirischen Mafles der Lokalzeiten geschrieben
werden kann. Aber erfiillen diese ein Prinzip Grofler Abweichungen?

An dieser Stelle hilft uns eine Beschreibung der Folge der Lokalzeiten als ein Zwei-Block-

Funktional einer schénen Markovkette. Wir betrachten die Anzahl der Aufwéirtsschritte der
Irrfahrt,

mn(m) = Z H{Si,1=1,5¢:m+l}’ r € L. (438)
i=1

Auf dem Ereignis {S1,...,S,—1 € [0,5,]} ist dann offensichtlich
lp(x) = mp(z) + mp(z —1) — 1, xe€A{0,...,S, —1}, (4.3.9)

denn die Zahl der Aufenthalte in x ist gleich der Zahl der Aufwértsschritte z — x + 1 (also
my(x)) plus die Zahl der Abwértsschritte z — x — 1, und Letzteres ist um genau eines kleiner
als die Zahl m,,(z — 1) der Schritte x — 1 — z. Also ist ¢,, ein Zwei-Block-Funktional von m,.
Im folgenden Lemma wird die Markovsche Eigenschaft von m,, enthiillt.

Lemma 4.3.7 (Lokalzeiten als Funktional einer Markovkette, [Kn63]). Fir h,z € N
set

T,(h) = inf{n € N: m,(z) > h}

die Inverse der Abbildung n +— mpn(z) an der Stelle h. Dann ist die Folge (mr, 5y (2 —))z=01,... =
eine homogene z-schrittige Markovkette auf N mit Start in h und Ubergangsmatriz

i+j—2

H@ﬁzfﬂ4< S ) i,j €N. (4.3.10)

Dieses Ergebnis ist eine diskrete Variante des einen der bekannten Ray-Knight-Theoreme fiir
die Lokalzeiten der eindimensionalen Brownschen Bewegung. Dort stellen sich die Lokalzeiten

personlich als ein Markovprozess heraus, aber hier spielt diese Rolle die Folge der Aufwérts-
spriinge.

"Die Bezeichnung kommt daher, dass der Graf des Pfades im Kasten [0,7] x [0, 0n] bleibt und von der linken
unteren zur rechten oberen Ecke verlauft.
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Beweisskizze von Lemma 4.3.7. Wir fixieren h,z € N und betrachten die Irrfahrt bis
zum Zeitpunkt T,(h), an dem sie den h-ten Sprung z — 2z + 1 macht. Wir schreiben kurz
m statt mr, (). Fixiere ein x € {1,...,2 =1} und ig,41,...,i,+1 € N. Bedinge auf das Ereignis
{m(z) = ig,m(z — 1) = i1,...,m(z — x) = iy} und betrachte darunter die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {m(z —x — 1) = iz4+1}. Alle Spriinge z —x — 1 — z — x bis auf den ersten finden
wéhrend einer Exkursion unter das Niveau z — x statt (d.h. wéhrend eines Pfadstiickes maxi-
maler Lange, das in z — x beginnt und endet und in (—oo, z — x] verlduft), also zwischen je zwei
aufeinander folgenden Schritten z — x — z —  + 1. Die Anzahl dieser Spriinge in einer solchen
Exkursion ist geometrisch auf Ng verteilt mit Parameter %, und Anzahlen in verschiedenen dieser
Exkursionen sind unabhéngig. Ferner sind diese Anzahlen (gegeben der Anzahl m(z — z) = i,)
auch unabhéngig von den Anzahlen der Spriinge iiber hoher gelegene Niveaus, d. h. unabhéngig

von dem Ereignis {m(z) =ig,m(z — 1) =4i1,...,m(z —x + 1) = iy_1}. Also ist
m(z—x)
me—s-)=1+ 3 &
k=1

wobei die £ unabhéngige, zum Parameter % geometrisch auf Ny verteilte Zufallsgrofien sind.

Nun beachte man noch, dass die Verteilung P(i,, -) gerade die Verteilung von 1 + Z?f:l &k
besitzt. Also haben wir bewiesen, dass

P(m(z —z —1) :imﬂ‘m(z) =ig,m(z — 1) =i1,...,m(z — x) = iy)
=P(m(z—z—1) =iz |m(z—:n) = iy)
= Plig,iz+1)
gilt. O

Bemerkung 4.3.8. Wenn die Irrfahrt in stetiger Zeit betrachtet wird statt in diskreter, ist
vermutlich die Folge der Lokalzeiten selber Markovsch mit einer expliziten Ubergangsmatrix.
Das sollte es moglich machen, ein Analogon von Satz 4.3.1 zu beweisen. Die Ausfiithrung sollte
Gelegenheit zu einer ansprechenden Diplomarbeit geben. &

Nun setzen wir Lemma 4.3.7 in (4.3.7) ein und erhalten eine Darstellung von Jg in Termen
einer Markovkette (m(z))zen, auf N mit Ubergangsmatrix P. Mit P; und E; bezeichnen wir
die Wahrscheinlichkeit und den Erwartungswert, wenn diese Kette in ¢ € N startet. Ferner sei
Vp = %ZZ;& O(m(x),m(z+1)) ihr empirisches Paarmafl. Auflerdem benétigen wir die Funktion
F:N? — R, definiert durch F(i,j) =i + j — 1. Wir schreiben (G,v) = > ijen G, g)v(i, j) fir
Funktionen G und Mafle v auf N?. Dann haben wir

on
—B ln()? o\~ g [e00n(F2 0 Ryeratl 3.
Ele 0 ﬂ{;ﬁn(x) n}] E; [e 0 ]1{<F, Vgn) HH (4.3.11)

wobei wir uns wieder einmal nicht um kleine Abweichungen gekiimmert haben, insbesondere
nicht um den Startwert der Kette, den wir willkiirlich gleich Eins gesetzt haben.

Nun sind wir in einer Situation, in der wir fast die Theorie der Grofien Abweichungen
einsetzen konnen, genauer gesagt, das Prinzip Grofler Abweichungen fiir empirische Mafle von
Markovketten in Satz 2.5.2 oder auch Satz 2.5.4 fiir k = 2. Leider passen beide Sétze nicht
auf die Markovkette (m(x)),, denn der Zustandsraum ist nicht endlich, und die Bedingung (U)
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ist nicht erfiillt. AuBerdem sind die Abbildungen v + (F,v) und v — (F2 v) nicht stetig in
der schwachen Topologie der Wahrscheinlichkeitsmafle, da F' nicht beschréankt ist. Diese Méngel
sind rein technischer Natur und kénnen behoben werden durch aufwendige Standardmafinah-
men. Genauer gesagt, man muss den Zustandsraum auf eine endliche Gréfle abschneiden und
den Abschneidefehler kontrollieren, und man muss, da auch nach dem Abschneiden die Menge
{v: (F,v) = 3} nicht offen ist, diese durch {v: |(F,v) — 6] < €} ersetzen und den Fehler fiir
kleines € > 0 kontrollieren. Um die Ausfithrung dieser Techniken kiimmern wir uns hier nicht.
Als Ergebnis erhélt man, was man auf Grund von Satz 2.5.2, zusammen mit dem Lemma von
Varadhan, vermutet hétte: Der Grenzwert in (4.3.7) existiert, und es gilt fiir jedes 6 € (0,1):

1 2 1 ~
- Tm = —BOn(F2,vg,,) ~ ol
J5(0) = = lim_—logEy [e 11{ (F,von) ~ 5 H T5(0), (4.3.12)
wobei
J5(0) = O inf {I}?(u) + B(F%v): v e MP(N?),(F,v) = %} (4.3.13)

(Der Vorfaktor 6 kommt von dem Wechsel der Skala n zur Skala n.) Die auftretende Raten-
funktion ist diejenige von Satz 2.5.2:

(2)1/ v(z.1) 1o M

Nun haben wir zwar schon die Existenz des Grenzwertes und eine Formel, aber noch nicht
die Eigenschaften, die notig sind, um Satz 4.3.1 zu beweisen. Also miissen wir die Formel in
(4.3.13) analysieren. Es stellt sich heraus, dass Minimierer existieren und dass sie mit Hilfe der
unendlichen Matrix

Ay (i, ) = "= =BEHI=1" p(; ), i,j €N,

charakterisiert werden kénnen. Fiir jedes 7 € R kénnen wir A, 5: ¢*(N) — ¢%(N) als einen
symmetrischen positiven Operator auffassen, der wegen des schnellen Abfalls seiner Koeffizienten
sogar ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Insbesondere besitzt er einen grofiten Eigenwert A(r, 5) €
R (den Spektralradius) mit zugehérigem ¢?-normierten positiven Eigenvektor 7,5 = (7, 5(4))ien-
Die Abbildung (r,3) +— A(r,3) ist analytisch, und r — log A(r, 3) ist strikt konvex fiir jedes
B> 0. AuBerdem ist das Bild der Abbildung r — & log A(r, 3) gleich dem Intervall (1,0c0).

Lemma 4.3.9 (Analyse von fg) Fiziere 8 € (0,00). Fiir jedes 6 € (0,1) besitzt die For-

mel in (4.3.13) genau einen Minimierer vg. Definiere v = r(0) € R durch die Gleichung
% = % log A(r(0), 3). Dann ist der Minimierer gegeben als
(1.3) = 5o s Anai resli), i EN (4.3.14)
vg(i,j) = ——7, (i i, )T, i . 3.
o\, )] )\(T‘,B) r,0 r,B8\% 0)Tr,g\]), )

Insbesondere ist Ug(i) = 7'36(2') sowie

~

J3(0) = —r(0) + 0log A(r(8), ). (4.3.15)
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Beweisskizze. Das Maf} auf der rechten Seite von (4.3.14) (nennen wir es 7y) ist tatséchlich
zuléissig in der Formel in (4.3.13): Es ist normiert und symmetrisch (erfiillt also die Marginalbe-
dingung), und es gilt

(Figy =3 i+ - 1)ﬁw(i)/x 50, d)mep(d) = ﬁ@ﬂ, (2 4,5)75)
ijeN ’ ’ (4.3.16)

1 9 1 0 0
- A(r, ) §<TT’B’AT’BTT’B> A(r, ) (97“)\( rB) = EIOg A B =3

Die zweite Gleichung erhélt man durch die Produktregel, die Eigenwerteigenschaft und die Nor-
mierung von 7, ¢, denn

<%T,75,A,,,ﬁ7r,ﬁ>_xw>< T5sT) = A B) kuz

wobei wir die Notation (-,-) auch fiir das Standardskalarprodukt auf N benutzten. Ahnliche
Rechnungen, die wir als Ubungsaufgabe lassen, ergeben, dass gilt:

0(B{F?, vg) + I (7)) = 7(8) — Olog A(r(6). ).

Um zu priifen, dass vy ein Minimierer in (4.3.13) ist, reicht es wegen Konvexitét der Ratenfunk-
tion I}f) aus zu zeigen, dass es die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt. Alternativ leitet man fiir
beliebiges v € M{”(N?) mit (F,v) = 4 die Gleichung

9(6<F2,V> —|—Ig)(1/)) =r(0) —0Olog A(r(0),5) + 0 Z (4,7 log< dCF) ~§9.(i). >

i jEN v V@(l,])

her und schreibt den letzten Term als eine Konvexkombination von Entropien, die genau fiir
v = vy gleich Null ist. Letzteres lassen wir als Ubungsaufgabe, ersteres skizzieren wir: Sei v
ein Minimierer in (4.3.13), und zur Vereinfachung nehmen wir an, dass v(i,7) > 0 fiir alle i, j
(der Beweis der Positivitit ist recht technisch). Fiir jeden Stérer g: N2> — R, der nur endlich
oft ungleich Null ist, die Marginalbedingung erfiillt und senkrecht auf 1 und F' steht, ist v 4 eg
zuldissig fiir alle e € R mit geniigend kleinem |¢]. Von der Minimalitéit haben wir

9 2 (2) 2 4
0= %(MF VAeg) +1Ip (v +59))L:0 = <g,5F + log ﬁ>7
wobei =5 der Vektor mit den Koeffizienten V(Z)(Ii’é)j) ist. Die Zuléssigkeitsbedingungen an g

konnen wir formulieren als dass g im orthogonalen Komplement der Vektoren 1, F' und aller
Vektoren (i,7) +— 0r(i) — 0k(j) liegt mit & € N. Die Minimalitéit liefert, dass jedes solche g
senkrecht steht auf dem Vektor SF? 4 log % =5. Also ist dieser Vektor eine Linearkombination der
Vektoren, auf denen g senkrecht steht, d.h. es gibt Konstanten a,  und ¢ (abhéngig von ),
sodass

B(i+j— 1) +log v(i, j) =a+r(i+j-1)+Y (k@) — (i), ijeN,

o(0)P(i.J) 2
und dies kann man umformen zu

v(i,j) = v(i)e* Ar (i, j)e“ ™%, i,j €N
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Die Marginalbedingung und Normierung von v implizieren, dass der Vektor (e™%);en ein po-
sitiver Eigenvektor von A, g zum Eigenwert e~ ist. Wegen der Eindeutigkeit von positiven
Eigenvektoren (hier benutzen wir ein wenig Frobenius-Theorie) ist also e™% = 7, 3(j) und
e~ = A\(r, 3), und dann folgt auch leicht, dass 7 = 7_7?,/3 ist. Ahnlich wie in (4.3.16) errechnet man,
dass wegen der Bedingung (F,v) = % der Lagrange-Faktor r = r(6) eindeutig charakterisiert
wird durch die Gleichung § = % log A(r(#), 3). Dies beendet den Beweis des Lemmas. O

Damit kénnen wir die Ratenfunktion mit Kastenbedingung in (4.3.7) vollstédndig beschrei-
ben:

Korollar 4.3.10. Die Funktion Jg ist analytisch und strikt konver und nimmt ihr eindeutig
bestimmtes Minimum in einem Punkt 6*(3) € (0,1) an, der charakterisiert wird durch die Glei-
chung

@)~ or 8OO 8), wobei  Ar(07(5)). 5) = 1. (4.3.17)

FEs gilt limg o J3(6) = oo.

Beweis. Die Analytizitéit von Jg = fg erhélt man aus der von r +— A(r, #) via die Charakterisie-
rung in Lemma 4.3.9 und den Satz iiber implizite Funktionen. Wir differenzieren die Gleichung
(4.3.15) nach 6 € (0,1) und erhalten

_ 0 9
A(r(9),5) or

Hier benutzten wir, dass der erste und der letzte Term sich gegenseitig aufheben wegen der
Bedingung 3 = % log A(r(), B). Die einzige Nullstelle 6*(3) von Jj ist also offensichtlich cha-
rakterisiert durch (4.3.17). AuBierdem haben wir J5(0) = —27() > 0, also ist J konvex. Die
letzte Aussage des Lemmas erhélt man, indem man zu (4.3.13) zuriick geht und die Jensensche
Ungleichung anwendet auf ein beliebiges zuléssiges v: Wir haben

J5(0) = —r'(0) +1og A(r(6), 3) + A(r(0), B)r'(0) = log A(r(6), ).

1
9<F2,I/>20<F,V>2:§,

und wegen Nichtnegativitit von Ig) sieht man, dass limg g J3(f) = oo. O

Als letzten Schritt im Beweis von Satz 4.3.1 identifizieren wir die Ratenfunktion /5 in (4.3.4)
mit Hilfe der Kastenbedingungs-Ratenfunktion Jg in (4.3.7), siehe [dH00, Lemma IX.35]:

Lemma 4.3.11. Der Grenzwert 153(6) in (4.3.4) existiert fir jedes 0 € (0,1), und es gilt 15(0) >
J3(0%(8)). Es sei §*(3) definiert als derjenige Punkt, in dem die Tangente an Jg durch den
Punkt (0,15(0)) verlduft. Insbesondere ist 0 < 60**(B) < 6*(8). Dann stimmt Iz im Intervall
[0,0**(8)] mit dieser Tangente tberein und im Intervall [0**(3), 1] mit Jgs.

Beweisskizze. Ein beliebiger Pfad mit S,, &~ 6n verbringt t1n Zeiteinheiten in (—oo,0], tan
Zeiteinheiten in [fn,00) und (1 — ¢; — to)n Zeiteiheiten in [0, On] mit geeigneten tq,ts € [0, 1].
Nach geeigneter Reorganisation der diversen Pfadstiicke, die in diesen drei Raumintervallen
verlaufen, haben wir im Zeitintervall [0, t;n] das Stiick in (—oo, 0], im Zeitintervall [tn, (1—t2)n]
das Stiick in [0,6n] und zum Schluss das dritte. Der Beitrag des mittleren Stiickes wird durch
(1 =ty —t2)J3(8/(1 —t1 — t2)) beschrieben, denn hier handelt es sich um ein Stiick der Lange
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(1 —t1 —ta)n, das die Kastenbedingung mit Steigung 6/(1 —t1 — t2) erfiillt. Die anderen beiden
konnen mit der Funktion I; (0) beschrieben werden, die sich von der Funktion /5(0) in (4.3.4) nur
durch die Einfiigung des Indikators auf {S; > 0Vi < n} unterscheidet. Die obigen Uberlegungen
fiihren auf die Beziehung

I4(0) = inf 1—t — tg)Jﬁ(

- +(t1+t2)I5(0),  6€](0,1]
t1,t2€[0,1]: t1+t2<1 ) (1 2) ﬁ( ) [ ]

1—t —to

Es ist heuristisch relativ leicht zu sehen, dass IE (0) = 15(0), denn man kann sich leicht Abbil-
dungen vorstellen, die Pfade mit S,, ~ 0 auf Pfade mit S,, ~ 0 abbilden, die immer in [0, c0)
verlaufen, so dass die Anzahl der Urbilder eines gegebenen Pfades nicht groBer als e ist. Dann
hat man also 9

Ia:'f[l—w(—) ¢ o}, 6 [0,1]. 43.18

5(0) téfé,l]( Vo 7= ) +tLs(0) [0, 1] ( )
Ferner kann man mit einigem Aufwand zeigen, dass Ig(0) existiert und dass Ig(0) > inf Js gilt.
Dies geht iiber eine dhnliche Technik wie die im Beweis von Abschnitt 4.3.3 vorgestellte, aber
man benutzt nun eine Variante von Lemma 4.3.7, das ein Analogon des anderen der beiden
Ray-Knight-Theoreme ist.

Wenn man I3(0) > inf Jg in (4.3.18) beriicksichtigt, ist die Vollendung des Beweises eine
elementare Ubungsaufgabe. O

4.3.4 Brownsche Polymermafle

Als Basis fiir ein Polymermodell kann man an Stelle einer Irrfahrt auch eine Brownsche Be-
wegung (Bt).e(o,r) im R¢ wihlen. Mit einem Stirkeparameter 8 € (0,00) und der sogenannten
Selbstiiberschneidungslokalzeit

T T
Hy = / ds/ dt 0o(Bs — By) (4.3.19)
0 0
bildet man das transformierte Mafl
~ 1 ~
dPgr = =—e PHT 4P, (4.3.20)
Zgr

wobei P das zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafl ist und ZB,T die Normierungskonstante.
Allerdings: Wie soll man Hp rigoros definieren? (Der Ausdruck in (4.3.19) ist ja nur formal.)
In einer Raumdimension ist das leicht, denn die Aufenthaltsmafile der Brownschen Bewegung
(siche den Beginn von Abschnitt 3.6.2) besitzen eine Dichte Lr: R — [0, 00), und die Abbildung
(T, z) — Lp(x) kann fast sicher gemeinsam stetig gewihlt werden. Dann setzen wir

fIT:/LT(x)de, (4.3.21)
R

und die Rechnung in (4.3.6) zeigt, dass dies die richtige Wahl sein muss. In Dimensionen d = 2
und d = 3 ist ein Analogon der Selbstiiberschneidungslokalzeit Hy noch nicht konstruiert worden
(in d = 2 allerdings konstruierte Varadhan 1969 eine reskalierte und renormierte Variante),
aber mit einigem technischen Aufwand wurden Polymermafle konstruiert, die im Geiste des
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Mafles ]?”@T sind. Dieses Maf} nennt man das Edwards-Modell. In Dimensionen d > 4 ist eine

Konstruktion von @@T aussichtslos bzw. nicht sinnvoll, denn die Brownsche Bewegung besitzt
dort keine Selbstiiberschneidungen.

Wir bleiben nun in einer Dimension und erldutern das Langzeitverhalten des Edwards-
Modells sowie seine Relation zu dem diskreten Polymermaflen aus Abschnitt 4.3.1 fiir die einfache
Irrfahrt auf Z. Zunéchst kann man aus dem Donskerschen Invarianzprinzip mit etwas Arbeit
herleiten, dass fiir jedes T' > 0 gilt:

3

1 n—0o 7y
(“7 (Snt)eefo, ) nfﬁHnT) e <(Bt)t€[0,T] ; HT) : (4.3.22)

Dies bedeutet, dass die Verteilung des Pfades n3 (Snt)tejo,r) unter dem PolymermaB Py, —2/s ,,p

gegen die Verteilung des Pfades (B;)cjo,r) unter dem Edwards-Maf ]?Dﬁ,T konvergiert. (4.3.22)
gibt schon eine Ahnung davon, warum die Asymptotik in Bemerkung 4.3.6 stimmen kénnte, und
tatséchlich erhélt man sie formal aus einer Heuristik, in der man die Grenzwerte n — oo und
B | 0 vertauscht.

Ferner liefert die Brownsche Skalierungseigenschaft, dass

- NN .
P10 <(Bt)te[0,T]> =Py gessp o (ﬁig(BﬁQ/%)te[O,T]) : B, T > 0. (4.3.23)

Also kénnen wir uns auf 3 = 1 zuriick ziehen.

Es folgt nun ohne Beweis das Hauptergebnis iiber das eindimensionale Edwards-Modell, ein
Analogon von Satz 4.3.1.

Satz 4.3.12 (Grofle Abweichungen fiir das Edwards-Modell). Fiir jedes b € [0,00)
existiert der Grenzwert

1. (s ~ 1 ar
1(b) = - lim —log (ZLTIPLT(BT ~ bT)) = — lim TlogE[e’BHT]l{BT%bT}]. (4.3.24)

Die Funktion I ist stetig und konvex in [0,00) und stetig differenzierbar in (0,00). Es gibt
Konstanten 0 < b** < b* < 00, sodass I; linear und monoton fallend in [0,b*] ist sowie strikt
konvex in [b**, 00) mit eindeutigem Minimum in b*.

Der Beweis von Satz 4.3.12 in [HHKO03b] ist im Geiste des Beweises von Satz 4.3.1 und
benutzt beide Ray-Knight-Theoreme fiir die Lokalzeiten der Brownschen Bewegung.

Also hat der Graf von fl das selbe Aussehen wie der von Ig, siche die Skizze nach Satz 4.3.1.
Natiirlich ist b* identisch mit der in Bemerkung 4.3.6 eingefiihrten Konstante, und mit den
dortigen a* und ¢* gelten I;(b*) = a* sowie f{’(b*) = 1/c*2. Die nach Satz 4.3.1 aufgefiihrten
Bemerkungen gelten analog fiir das Edwards-Modell. Mit Hilfe von (4.3.23) sieht man leicht,
dass die Drift der Brownschen Polymerkette mit Stirkeparameter 3 ezakt gleich b*5Y/3 ist fiir
jedes B > 0 statt nur asymptotisch fir 3 | 0.
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4.4 Das parabolische Anderson-Modell

4.4.1 Das Modell und die Fragestellungen

Wir betrachten das Cauchy-Problem fiir die Wéarmeleitungsgleichung mit zufélligem Potenzial
mit lokalisierter Anfangsbedingung:

2
ot
u(0,z) = do(2), z €74

(t,2) = Au(t,2) +E(ult,z),  te(0,00),z € Z7, (4.4.1)

Hier ist

Af(z) = [f(@)—f(2)] (4.4.2)

xC€Z4: x~z

der diskrete Laplace-Operator (und Awu(t,z) wirkt nur auf die Raumkoordinate), und £ =
(&(2)),eza ist ein Feld von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen. Dieses Modell
wird oft das parabolische Anderson-Modell genannt. Der Laplace-Operator mit zufélligem Po-
tenzial, A + £, wird oft der Anderson-Operator genannt, und das Studium seines Spektrums ist
von groflem Interesse in der Mathematischen Physik. Er besteht aus zwei Teilen: einem diffusiven
Teil, A, der einen zufilligen Transport durch den Z? beschreibt, und einen irreguliren, ungeord-
neten, &, der ein zufilliges Feld von Quellen und Senken darstellt. Zum Zeitpunkt Null haben
wir eine Einheitsmasse im Ursprung, und diese diffundiert zufillig wie eine einfache Irrfahrt
mit Generator A durch ein von ihr unabhéngiges Feld von Wachstums- oder Tétungsraten. Bei
Aufenthalt der Masse in einem Raumpunkt z mit grofem Wert £(z) wird die dort anwesende
Masse exponentiell mit der Rate £(z) akkumuliert, falls sie positiv ist, und exponentiell mit der
Rate |£(z)| getotet, falls £(z) negativ ist. Der Wert £(z) = —oo ist zugelassen; in diesem Fall
wird die Masse sofort komplett vertilgt.

Bemerkung 4.4.1 (Verzweigende Irrfahrt). Es gibt eine Interpretation des Modells in Ter-
men einer verzweigenden Irrfahrt in einem zufélligen Feld von Verzweigungs- und T6tungsraten,
siche [GM90]. Genauer: Wenn & (z) > 0 die Rate der Verzweigung in zwei Teilchen im Punkt
z € Z% ist und £_(2) € [0,00] die T6tungsrate eines Teilchens in z, und wenn wir £ = £, — &
setzen, dann ist u(t, z) die erwartete Teilchenzahl in z zum Zeitpunkt ¢, falls wir mit einem
einzelnen Teilchen im Ursprung zum Zeitpunkt Null gestartet sind. &

Bemerkung 4.4.2 (Bernoulli-Fallen). Einen interessanten Spezialfall erhalten wir, wenn
£(z) = 0 mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) und £(z) = —oo sonst. Dann ist O = {z € Z9: £(z) =
—oo} die Region der Fallen (obstacles), und die Fallen sind Bernoullisch verteilt. Sobald die
Irrfahrt O betritt, wird sie sofort getotet, d.h. u(¢,z) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine im
Ursprung gestartete Irrfahrt zum Zeitpunkt ¢ in z ist, ohne bisher O betreten zu haben, also
eine Uberlebenswahrscheinlichkeit. &

Bemerkung 4.4.3 (Brownsche Variante). Die Brownsche Variante des parabolischen Ander-
son-Modells ersetzt Z? durch R? und den diskreten Laplace-Operator durch den iiblichen. Dann
erhilt man die selbe Interpretation der Losung, wobei die einfache Irrfahrt durch die Brown-
sche Bewegung ersetzt wird. Die Voraussetzung, dass das Feld £ = (£(z)) ,cre unabhéngig und
identisch verteilt ist, ldsst man meist fallen oder betrachtet ein Weiles Rauschen. Die interes-
santesten Beispiele von Feldern £ im ersten Fall sind Gauflsche Felder mit geeigneten Regula-
ritdtsannahmen oder Poissonsche Felder, wo man um jeden Poissonschen Punkt z; herum eine



84 KAPITEL 4. AUSGEWAHLTE ANWENDUNGEN

gewisse Funktion ¢: R? — R legt und aufsummiert, d.h. £(z) = > ¢(z—x;). Ein Analogon des
Modells der Bernoulli-Fallen erhélt man, wenn man ¢(z) = —ocoll{|x| < a} fiir ein a > 0 wihlt.
In diesem Fall ist u(t,x) die Wahrscheinlichkeit, dass eine im Ursprung gestartete Brownsche
Bewegung bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht die a-Umgebung der Poissonschen Punkte erreicht
hat und zum Zeitpunkt ¢ in z ist (genauer gesagt, z — wu(t,z) ist dann die Dichte fiir diese
Aufenthaltswahrscheinlichkeit). Dieses Modell wird auch ‘Brownsche Bewegung unter Poisson-
schen Fallen’ genannt und wurde in den 1990ern von Sznitman intensiv studiert, siche [Sz98].
Die Ergebnisse weisen eine grofie Ahnlichkeit zu den Ergebnissen im diskreten Fall auf. <&

Wir werden immer voraussetzen, dass alle positiven exponentiellen Momente der Potenzial-
variablen endlich sind, d.h.

H(t) = log(e®) < oo fiir jedes t > 0. (4.4.3)

Wir schreiben immer (-) fiir den Erwartungswert beziiglich des Potenzials £ und Prob fiir das zu-
grundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl. Unter der Bedingung (4.4.3) existiert fast sicher genau
eine nichtnegative Losung von (4.4.1), und sie ist gegeben durch die Feynman-Kac-Formel

u(t,z) =E, [efot f(X(S))dséo(X(t))} =Eo [efot EXGDdss (X (1)1, t>0zeZ%  (4.4.4)

wobei E, den Erwartungswert beziiglich einer in z gestarteten Irrfahrt (X(s))seo,0c) mit Ge-
nerator A bezeichnet und P, die zugehorige Wahrscheinlichkeit. Diese Existenz- und Eindeu-
tigkeitsaussage sowie viele andere fundamentale Aussagen zum parabolischen Anderson-Modell
stammen aus [GM90]. Mehr Hintergrund findet man in [M94] und [CM94]; ein Uberblick iiber
die mathematischen Ergebnisse zum Langzeitverhalten ist in [GKO05]. Die zweite Gleichung in
(4.4.4) erhélt man elementar durch Zeitumkehr.

Unsere Hauptfrage ist nach dem Verhalten der Losung u(t,-) von (4.4.1) fiir grofie ¢. Der
Feynman-Kac-Formel (4.4.4) sicht man an, dass dieses Verhalten mafigeblich bestimmt werden
sollte von denjenigen Regionen, wo das Potenzial ¢ besonders hohe Werte aufweist. Die Irrfahrt
kann versuchen, davon moglichst gut zu profitieren, indem sie schnell in diese Regionen reist und
dann dort viel Zeit verbringt.® Allerdings kann es mithsam und kontraproduktiv sein, in einem
eventuell sehr kleinen Gebiet lange ausharren zu wollen, denn dies hat geringe Wahrscheinlich-
keit. Ferner sollten die bevorzugten Gebiete nicht zu weit vom Startpunkt entfernt sein (diese
Bedingung h#ngt natiirlich von t ab). Also sollten die Gebiete mit hohen Potenzialwerten eine
moglichst schéne Gestalt haben (etwa eine Kugel), grof sein und ungefihr im Abstand < ¢ vom
Ursprung liegen. Die Existenz, Grofle und Gestalt solcher Gegenden héngt (aufler natiirlich vom
Parameter t) sehr stark ab von der konkreten Verteilung der Potenzialvariablen, genauer gesagt
von deren oberen Schwénzen. Wir nennen die besonders bevorzugten Gegenden die relevanten
Inseln.

Das vieldiskutierte Phdnomen der Intermittenz besagt, dass die Funktion u(t, ) fiir grofie ¢
hochst irregulér aussieht und dass insbesondere die Gesamtmasse

U(t) = 3 ult, 2) = Bg[eo X (D] (4.4.5)
z€Z4

hauptsédchlich von wenigen, kleinen und weit von einander entfernten Gebieten stammt, und
dies sind natiirlich die relevanten Inseln. Da diese Definition von Intermittenz sehr unhandlich,

8Dieser Argumentation liegt natiirlich die fundamentale Idee zugrunde, dass hohe exponentielle Momente
hauptséchlich von den Maxima des zufilligen Exponenten bestimmt werden, siche etwa Lemma 1.3.1.
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unpriézise und schwer zu priifen ist, definiert man Intermittenz gewdhnlich {iber einen asympto-
tischen Vergleich der p-ten und g-ten Momente von U(t): Man nennt uy intermittent fiir t — oo,
wenn gilt

0<p<yq = tlim log —————— = —o0. (4.4.6)

(Unter unserer Bedingung (4.4.3) sind alle positiven Momente von U (¢) endlich. Dass der Quo-
tient nicht grofer als Eins ist, ist klar auf Grund der Jensenschen Ungleichung.) Die Idee von
(4.4.6) ist, dass die Asymptotik der p-Norm auf anderen Inseln konzentriert ist als die der g-ten
Momente, sieche [GM90]. Dort wird auch bewiesen, dass in jedem Fall, wo das Potenzial ¢ fast
sicher nicht konstant ist, Intermittenz im Sinne von (4.4.6) vorliegt.

Die Ergebnisse zum parabolischen Anderson-Modell seit 1990 zielen allerdings noch viel
tiefer. Das Faszinierende ist, dass zwar die Anzahl und Lage der relevanten Inseln zufillig ist,
aber dass die Asymptotik der maximalen Potenzialwerte und die reskalierte Gestalt des Poten-
zials £ in diesen Inseln deterministisch sein sollte und durch ein deterministisches Variations-
problem bestimmt sein sollte, das nur von wenigen Kenngrofien in der Asymptotik der oberen
Schwénze der Potenzialverteilung abhéngt. Diese Universalitét ist in wichtigen Spezialfillen be-
wiesen worden, und wir werden sie weiter unten skizzieren. Das wichtigste Hilfsmittel hierbei ist
die Theorie der Groflien Abweichungen.

4.4.2 Momentenasymptotik fiir die Doppelt-Exponential-Verteilung

In diesem Abschnitt bringen wir das Hauptergebnis iiber die Asymptotik der Momente von U (¢)
fiir einen wichtigen Spezialfall. Das Folgende stammt aus [GMO98].

Wir betrachten die sogenannte Doppelt-Exponential- Verteilung
Prob(£(0) > r) = exp { - er/p}, r € R, (4.4.7)

wobei p € (0,00) ein Parameter ist. Dann ist die Kumulanten erzeugende Funktion gegeben als
H(t) =logT'(pt + 1) = ptlog(pt) — pt + o(t) fir t — oo. Wir werden sehen, dass die GroBe der
relevanten Inseln nicht von ¢ abhéingt. Tatséchlich bendtigen wir nicht die exakte Verteilung in
(4.4.7), sondern nur ihre oberen Schwinze, und wir formulieren diese Voraussetzung in Termen
der Kumulanten erzeugenden Funktion:

Voraussetzung (DE): Es gibt ein p € (0,00), sodass

tlim H(tx) ; xH(t)

= prlogw, x € (0,1). (4.4.8)

Die Konvergenz in (4.4.8) ist sogar gleichméfig in [0, 1]. Die Asymptotik der Momente der
Gesamtmasse wird wie folgt identifiziert:
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Satz 4.4.4 (Momente von U(t)). Es gelte die Voraussetzung (DE). Dann gilt fir jedes
peN
(U(t)P) = &PV g=Ptlxpto(1) t — oo, (4.4.9)

wobei

Xp = inf {I(,u) —J(w): pe Ml(zd)}, (4.4.10)

wobei J(p) = p Y- cga p(x)log p(x), und I(p) = %ley(\/,u(x) —\/u(y))? ist die Ratenfunk-

tion aus (3.6.1) mit R = oo.

Bemerkung 4.4.5 (Intermittenz). Natiirlich sollte (4.4.9) auch fiir p € (0,00) gelten, aber
der Beweis dafiir ist noch nicht gefiihrt worden. Insbesondere haben wir Intermittenz im Sinne
von (4.4.6), denn wegen der Voraussetzung (DE) ist fiir 0 < p < ¢

p\1/p H(pt) — EH(qt
lim 1log 7<U(t) ) = lim (p) 1 ()
t—oo t <U(t)Q>1/q t—o00 pt

:pglogz—) < 0.
p q

Fiir die Tatsache, dass die p-ten Momente von U(t) die gleiche Asymptotik wie die Momente
von U (pt) besitzen, gibt es eine Heuristik, die in Abschnitt 4.4.3 gebracht werden wird. &

Bemerkung 4.4.6 (Minimierer). Der oder die Minimierer y in der Formel in (4.4.10) besitzen
natiirlich die Interpretation der Strategie der Irrfahrt, optimal zu dem Erwartungswert in der
Feynman-Kac-Formel beizutragen, in Termen der normierten Lokalzeiten. Tiefer als diese recht
technische Interpretation liegt aber die viel interessantere Aussage, dass der oder die Minimierer
diejenige Gestalt der geeignet renormierten Losung u(t,-) fiir groBe ¢ approximiert, die optimal
zum Erwartungswert der Gesamtmasse U (t) beitragt, siche Abschnitt 4.4.3.

Die Existenz eines Minimierers ist fiir jedes p € (0,00) klar, doch der Beweis der Eindeu-
tigkeit (bis auf rdumliche Verschiebung natiirlich) gelang trotz etlicher Versuche nur fiir alle
geniigend grofilen p. Hier némlich stellte sich heraus, dass der Minimierer p, von der Form
Pp = (5?‘1)2 ist mit einem v, = v,/||v,||2 € M1(Z), das eindeutig charakterisiert wird durch die
Gleichung Av, + 2pv,logv, = 0 und durch die Bedingung minimaler ¢2>-Norm. Die Abbildung
x — vp(x) nimmt ihr Maximum in genau einem Punkt an, den wir als Null setzen kénnen, und
links und rechts davon ist v, streng monoton. Ferner gelten

liﬁ)l v(lz/v/pl) = e2(1=%) und lim v,(x) = do(x). (4.4.11)
p

pP—00

<

Bemerkung 4.4.7 (p = o0). Der Randfall p = oo ist ebenfalls ausfiihrlich in [GM98] studiert
worden, also der Fall unter der Voraussetzung (DE) mit p = oo. Wir man auch auf Grund von
(4.4.11) erwarten wiirde, bestehen die relevanten Inseln in diesem Fall aus einzelnen Punkten,
und Satz 4.4.4 ist immer noch richtig, aber das Variationsproblem ist trivial, und die Minimierer
sind J-Funktionen. <

Beweisskizze von Satz 4.4.4. Wir behandeln nur den Fall p = 1.

Wir bilden den Erwartungwert in der Feynman-Kac-Formel in (4.4.5) und vertauschen die
beiden Erwartungswerte:

{U(t) = Eo<ef5 §X() ds>. (4.4.12)
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Der Exponent kann mit Hilfe der Lokalzeiten der Irrfahrt, ¢4(z) = fo )) ds, geschrieben
werden als ) 4 £1(2)§(2). Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der £(z) konnen wir daher den inneren
Erwartungswert schreiben als

JaEX(s))ds\) _ LEEDN — TT (b2
{ )= (L9 = TLeh)

2€7Z4 z€74

=TI @) = o0 [T exp |t —

2€74 2€74

(4.4.13)

wobei wir auch benutzten, dass sich die Lokalzeiten zu ¢ aufsummieren. Nach Voraussetzung
(DE) ist also

U(t)) = eHOE, [exp {tJ(%Et) H o), (4.4.14)
da ja die Konvergenz in Voraussetzung (DE) gleichméfig in [0, 1] ist.

Nun ist klar, dass das Ergebnis in (4.4.9) heraus kommen muss, denn wenn %Et ein Prinzip
Groflier Abweichungen mit Ratenfunktion I erfiillt und wenn J beschrinkt und stetig ist, dann
lisst Varadhans Lemma (Satz 3.3.1) sofort folgen, dass (4.4.9) gilt. Aber 1¢; erfiillt ein Prinzip
GroBer Abweichungen nur auf endlichen Teilmengen des Z? bzw. auf endlichen Tori, also miissen
wir technische Arbeit leisten und die obere und untere Schranke einzeln behandeln.

Eine untere Schranke erhélt man, indem man fiir ein beliebiges, groles R € N auf der rechten
Seite von (4.4.14) den Indikator auf dem Ereignis {supp (¢;) C Qr} (mit Qr = [-R, R)¢ N Z%)
einsetzt und das Prinzip Grofler Abweichungen von Satz 3.6.1 sowie Varadhans Lemma anwen-

det. Das geht, da J nach oben beschrénkt ist und auf der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe
auf Qg auch nach unten beschrénkt ist. Dies ergibt

{U(t)) > () otxp(R) eO(t)’

wobei x,(R) wie x, in (4.4.10) definiert wird mit zusétzlicher Bedingung supp (1) C Qg. Der
Beweis der Tatsache, dass limpr_.o x,(R) = X, gilt, ist recht leicht, aber ein wenig technisch;
wir lassen ihn hier weg. Also ist die untere Schranke in (4.4.9) bewiesen.

Fiir den Beweis der oberen Schranke gehen wir iiber zu der periodisierten Variante der
Lokalzeiten, £;"(2) = 3" cpa (2 + 2Rk) fiir z € Qg. Die Abbildung ¢(z) = zlog x ist konvex
mit ¢(0) = 0, also auch superlinear.” Also gilt

() =p > S e(buz+2kR) <p > (D talz +2kR)) = I (2.
2€EQR keZ4 Z2€EQR kezd

Daher diirfen wir die rechte Seite von (4.4.14) nach oben abschétzen gegen den selben Ausdruck
mit ¢; ersetzt durch EiR), und wir kénnen das Prinzip Grofler Abweichungen aus Bemerkung 3.6.5
benutzen. Dies lédsst mit Hilfe des Lemmas von Varadhan folgen, dass gilt

(U(1)) < HO ™ (B)golt)

wobei xi*” (R) wie x, in (4.4.10) definiert wird mit periodischen Randbedingungen in @ . Auch
den (technischen und nicht zu schwierigen) Beweis der Tatsache, dass limp_.~ X(per)(R) = Xp
gilt, lassen wir hier weg. Also ist auch die obere Schranke in (4.4.9) bewiesen. g

9Fiir z,y € (0,00) wende man die Konvexitéit an auf 2 bzw. auf y als eine Konvexitétskombination von 0 und
@ +y und erhalt p(z) < Ao o(z +y) baw. p(y) < A7 e(x +y). Dann addiere man die beiden Ungleichungen.



88 KAPITEL 4. AUSGEWAHLTE ANWENDUNGEN

4.4.3 Ein ‘dualer’ Alternativbeweis

In diesem Abschnitt diskutieren wir heuristisch einen Alternativbeweis von Satz 4.4.4. Dieser
Beweisweg ist vom Standpunkt des parabolischen Anderson-Modells intuitiver als der im vorigen
Abschnitt gegebene Beweis, denn er argumentiert auf der Ebene der Geometrie des zufilligen
Potenzials.!?

Nach der Bildung des Erwartungswertes von U(t) in (4.4.5) erscheinen zwei Erwartungs-
werte in einander: iiber das Potenzial ¢ und iiber die Irrfahrt (X(s))sejo,00)- Im Beweis von
Satz 4.4.4 in Abschnitt 4.4.2 fiihrten wir den iiber das Potenzial sofort aus und benutzten Grofie
Abweichungen fiir den zweiten. Hier machen wir es umgekehrt und beschreiten also den ‘dualen’
Weg.

Fiir fast alle Realisierungen des Potenzials £ gilt asymptotisch fiir ¢ — oo

U(t) = Eq [exp { / t £(X(s)) dsH = tM&)+o(1) (4.4.15)
0

wobei A(¢) der Haupteigenwert des Operators A + ¢ im Z? ist. Dieser Haupteigenwert ist
natiirlich nur sinvoll definiert, wenn entweder ¢ bei co gegen —oo abfillt oder wenn der Z¢
ersetzt wird durch eine grofie Box g, an deren Rande wir geeignete Bedingungen stellen. Wenn
man (4.4.15) rigoros machen méochte, wird man fiir obere Abschétzungen periodische Randbedin-
gung stellen und fiir eine untere Abschétzung Nullrandbedingung. Der Beweis einer geeigneten
Version von (4.4.15) ist dann leicht zu fithren, etwa {iber eine Fourierentwicklung beziiglich aller
Eigenwerte von A + €.

In der Darstellung (4.4.15) sehen wir auch, warum die Asymptotik des p-ten Moments von
U(t) gleich der Asymptotik des Erwartungswertes von U(pt) sein sollte, und zwar fiir jedes
p € (0,00), sieche Bemerkung 4.4.5.

Wir bilden nun in (4.4.15) den Erwartungswert und versuchen, ein Prinzip Grofier Abwei-
chungen fiir das Potenzial £ zu finden und anzuwenden. Dazu muss das Potenzial um einen
t-abhéngigen Wert vertikal verschoben werden. Genauer gesagt, das Feld & = & — %H (t) sollte
flir t — oo ein Prinzip Grofler Abweichungen auf der Skala ¢ mit Ratenfunktion

I,(¢) = g 3 ent® (4.4.16)

zc74

erfiillen, wie die folgende grobe Approximation zeigt. Wir ersetzen dabei %H (t) durch sei-
nen asymptotischen Wert plog(pt) — p und benutzen approximativ die Schwénze der Doppelt-
Exponential-Verteilung in (4.4.7).

Prob(& ~ ¢) ~ H Prob(&(z) > plog(pt) — p+ ¢(z)) ~ H exp{ - e%(plog(pt)*/)+¢(z))}

2€7Z4 zeZ4

Hinter dem Ansatz, dass & — %H (t) ein Prinzip erfiillt, steht die Idee, dass %H (t) gegen das
essenzielle Supremum von £(0) konvergiert (das hier gleich oo ist), also seine Asymptotik eng
verbunden sein sollte mit dem Verhalten des Potenzials bei extrem grofien Werten.

YEine Ausfithrung dieses Beweises ist enthalten in dem zu [GM98] gehorigen Preprint, fiel aber den Kiirzungs-
vorgaben der Zeitschrift zum Opfer.
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Wenn wir nun noch ignorieren, dass die Abbildung ¢ — A(¢) nicht beschrénkt und stetig
ist, dann erhalten wir mit Hilfe des Lemmas von Varadhan:

(U#)) = (&)t = H®) ((PAE)yeolt) — H ()t Xp+o(1))

wobei

X, = inf {fp(gb) —\@): b € de}. (4.4.17)

Diese Formel ist ‘dual’ zu (4.4.10), da (wie wir im Beweis von Satz 3.6.1 gesehen haben) A die
Legendre-Transformierte der Ratenfunktion I ist. Wir kénnen x, mit x, identifizieren, indem wir
die Rayleigh-Ritz-Formel fiir den Haupteigenwert A(¢) einsetzen, g2 = p € M;(Z%) substituieren
und uns daran erinnern, dass I(u) = —(A\/p, /i) gilt. Fiir jedes ¢ gilt

(@) - AN@) =T(¢) = s ((A+¢)g,9)
geL?(29): ||g|l2=1

- 10090 =]

Da die Funktion 6 — 6 — e~ nicht positiv ist und nur fiir # = 1 Null ergibt, wird das Infimum

iiber ¢ genau in ¢ = p + plog 1 angenommen. Dies zeigt, dass X, = x, und dass der oder die
1

Minimierer j, in x, und ¢, in X, mit einander {iber die Gleichung pu, = er® 1 in Beziehung

stehen. Ferner ist /1, eine £?-normierte Eigenfunktion des Operators A + ¢, zum Eigenwert

X¢p) = Xp— p, wie man mit Hilfe der in Bemerkung 4.4.6 erwéhnten Beschreibung von p, leicht

sieht.

Der oder die Minimierer ¢, in der Formel in (4.4.17) besitzen die Interpretation der Gestalt
desjenigen Feldes &;, das optimal zu der erwarteten Gesamtmasse U (t) beitréigt. Die Wurzel N/
des Minimierers in der Formel in (4.4.10) ist die Eigenfunktion des zugehorigen Operators A+¢,,,
lassen also die Interpretation als die ¢?-normierte Losung u(t,-)/|lu(t,-)||2 des parabolischen
Anderson-Modells in (4.4.1) zu. Dies eine weit gehende Prézisierung der Universalititsaussage,
dass die relevanten Inseln und auch die Gestalt des Potenzials in ihnen asymptotisch durch
deterministische Variationsprobleme gegeben sein sollten.

4.4.4 Fast sichere Asymptotik

In Abschnitt 4.4.3 erlduterten wir die universelle Gestalt der relevanten Inseln fiir die Momen-
te der Gesamtmasse. Wegen der Verschiebungsinvarianz gibt es fiir die Momente natiirlich nur
eine einzige relevante Insel, und die kénnen wir im Ursprung zentrieren. In diesem Abschnitt
wollen wir die fast sichere Situation beleuchten, also die fast sichere Asymptotik von U(t) be-
schreiben und interpretieren. Hier ist das Bild ziemlich anders: Gegeben ist eine Realisation
einer irreguliren ‘Landschaft’ £ im Z¢ mit vielen kleineren und gréferen lokalen Peaks, und wir
wollen kldren, wovon die Asymptotik der Feynman-Kac-Formel in (4.4.5) bestimmt wird. Es
werden natiirlich eventuell mehrere relevante Inseln sein, und sie werden eventuell recht weit
vom Ursprung liegen. Es wird sich herausstellen, dass es nun ein a priori anderes deterministi-
sches Variationsproblem ist, das die relevanten Inseln und die Gestalt des Potenzials in ihnen
beschreibt. Satz 4.4.4 und Teile seines Beweises werden dabei wichtige Hilfestellung leisten.

Wir erinnern an (4.4.16) und daran, dass A(¢) = sup|g,—1((A + @)g, g) das Supremum des
Spektrums des Operators A + ¢ ist.
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Satz 4.4.8 (Fast sichere Asymptotik von U (t)). Es gelte die Voraussetzung (DE). Ferner
sei £(0) > —oo fast sicher, und in d =1 sei zusdtzlich der Erwartungswert von log(1 + £(0)7)
endlich. Dann gilt fast sicher

1 H(logt)
log U (t) = % — %+ o(1), (4.4.18)
wobei N
Xp = inf { — A(9): ¢ € R%, T,(¢) < d}. (4.4.19)

Beweisskizze. Wir skizzieren hier nur den Beweis der unteren Schranke in (4.4.18), der sehr
intuitiv ist.

Zunichst fiigt man in der Feynman-Kac-Formel (4.4.5) Nullrandbedingungen in einer grofien
Box ein, sodass die Asymptotik nicht verdndert wird:

U(t) ~ Eo|efo XN S supp () € Qu} . (4.4.20)

Zur Vereinfachung der Notation haben wir die Box mit Radius ¢ gew#hlt und gewisse logarith-
mische Korrekturen wegfallen lassen. Die Interpretation ist, dass die Irrfahrt das AuBere von Q;
nur mit einer so geringen Wahrscheinlichkeit erreichen kann, dass es ihr zu teuer ist, dort nach
‘guten’ Peaks zu suchen. Also sucht sie nur in Q.

Wir fixieren nun ein grofies R € N und ein Profil ¢ € R®% mit f/()R)(qb) < d, wobei T,(,R) die
offensichtliche @ g-Variante der Ratenfunktion in (4.4.16) ist. Diese Voraussetzung f,()R)(qb) <d
bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das verschobene Potenzial &; = & — %H (t) dem Profil
¢ in Qg &ahnelt, nicht zu klein ist, d.h. nicht zu stark exponentiell abféllt. Ab sofort ersetzen
wir ¢ durch logt, d.h. wir arbeiten auf polynomialer statt exponentieller Skala. Der Grund ist,
dass wir via ein Borel-Cantelli-Argument eine ‘Mikrobox’ z + Q g in der ‘Makrobox’ @); finden
wollen, in der &g+ dem (geeignet raumlich verschobenen) Profil ¢ dhnelt. Dazu miissen wir die
Wabhrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis abwégen gegen die Anzahl solcher Mikroboxen, und
die ist ungefihr t?. Ferner betrachten wir statt des kontinuierlichen Grenzwertes t — oo nur die
diskrete Teilfolge t = 2" fiir n — oo und kiimmern uns hier nicht um die Werte 2"~ < ¢ < 27,

Die Ereignisse
Ai(2) = {&ogt (") ® ¢(z + ) in 2 + Qr}, z € My = 3RZ N Q,
sind unabh&ngig und identisch verteilt, und ihre Wahrscheinlichkeit 14sst sich bestimmen zu
Prob(Ay(2)) = Prob(€g: ~ ¢ in Qp) ~ e~ 80" @) = - 17@)

Nun sehen wir, dass die Summe )y p, konvergiert, wobei

1
Pn = Prob< 3 Lu < §|Mt|Prob(At(O))>, t=om, (4.4.21)
zEM;y
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Denn mit Hilfe der Tschebyschev-Ungleichung bekommt man

n:Prob([ 3 . < 3 L. >]2> i\MgnyPrOb(Agn(o)))

zEMon zEMaon
1 — Prob(Az. (0))
’MQn ’Prob(AQn (0))

< oI (@)=dto(1)

und auf Grund der Voraussetzung f( (¢) < d ist die rechte Seite summierbar. Nach dem Borel-
Cantelli-Lemma tritt das Ereignis in (4.4.21) fast sicher nur fiir endlich viele n ein, also haben
wir fiir alle gentigend grofle n die Existenz mindestens einer Mikrobox z + Qg mit z € Qn, in
dem das Ereignis &,1052(-) = ¢(- — 2) eintritt.

Nun erhalten wir eine untere Schranke fiir die rechte Seite in (4.4.20), indem wir den Indika-
tor auf dem folgenden Ereignis einsetzen: Die Irrfahrt begibt sich innnerhalb einer sehr kleinen
Zeitspanne o(t) direkt zu einer der Mikroboxen z + Qg mit &,1052(-) = ¢(- — z) und verbringt
die restliche Zeit t(1 + o(1)) in dieser Box. Die probabilistischen Kosten fiir den Sprint zur Mi-
krobox konnen vernachlédssigt werden, und der Beitrag zur Feynman-Kac-Formel von dem Pfad,
der t(1 4 o(1)) Zeiteinheiten in dieser Box verbringt, ist gleich

4 H(logt) H(logt
et AR©)F0(1) y (fARE0s )+ Tt +o(1) oy {’571(0(;%5 )y tAR(cb)},
wobei Ag(yp) die Qg-Variante des Eigenwerts A(¢) ist, also der Haupteigenwert von A + ¢ in
der Box Qg mit Null-Randbedingung. Ubergang zum Supremum iiber alle ¢ mit T A(R)(qb) <d
und zum Grenzwert R — oo ldsst die untere Schranke in (4.4.18) folgen. O

Bemerkung 4.4.9. Die Bedingung, dass das Potenzial nie den Wert —oco annimmt sowie die
Zusatzbedingung fiir d = 1 sorgen dafiir, dass auf dem Sprint zur optimalen Mikrobox nicht zu
viel Masse verloren geht. Diese Bedingungen kénnen in d > 2 abgeschwécht werden. <&

Bemerkung 4.4.10. Die Interpretation der oder des Minimierers $p in (4.4.19) ist die Gestalt
des vertikal verschobenen Potenzials {0 ¢ in den relevanten Inseln: Die Bedingung fp(gb) < dsorgt
dafiir, dass das Profil ¢ irgendwo auftaucht, und unter diesen Profilen sind jene mit optimalem
Eigenwert des Operators A + ¢ bestimmend. Die renormierte Lésung u(t, -) sollte in dieser Insel
die Gestalt der Eigenfunktion des zugehorigen Operators A + &5\,, haben. Die Beweisskizze l&sst
vermuten, dass die Gesamtmasse U (t) ausschliefilich von der Gesamtheit der Gebiete kommt,
in denen g4 den optimalen Profilen dhnelt. Der Beweis dieser Aussage ist moglich, aber sehr

aufwendig. Es ist bisher ungeklirt, auf wieviele relevante Inseln man diese Aussage einschrinken
kann. <&

Bemerkung 4.4.11. Es stellt sich heraus, dass die beiden Variationsformeln y, in (4.4.10) und
X, in 4.4.19 bis auf additive Konstante sogar identisch sind, also die selben Minimierer besitzen.
Dies sieht man wie folgt.

~ . =~ . 1~
Xp = mf{ —AM9): Ip(9) = d} = inf {plog (gfp(qﬁ)) - ||S||up1<(A +6)g,9): T,(9) = d}
gll2=
Da der zu minimierende Ausdruck bei Ubergang von ¢ zu ¢ + C fiir C' € R sich nicht &ndert,
kann die Nebenbedingung I,(¢) = d nun weggelassen werden. Dies ergibt nach Substitution
9° = p e My(Z%):
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wobei wir an I(u) = —(A\/f, \/f#) erinnern. Das Supremum iiber ¢ kann man als J(¢) identifi-
zieren, indem man die Jensensche Ungleichung wie folgt anwendet:

1 z 1 z)—lo z 1
plog 3 er??) = plog 37 pz)er 108 > ) §7 M(Z)(;qb(Z) —logu(2))

z€7Z4 z€Z4 z€74

— (6o 11) — I ().

Gleichheit gilt genau fiir u = Cer® fiir ein C > 0. Also gilt X, = x, + plog 5, und die
beiden Formeln besitzen die selben Minimierer. Das bedeutet, dass die optimalen Profile fiir die
Momente und fiir das fast sichere Verhalten identisch sind. &

4.4.5 Nach oben beschriankte Potenziale

Hier behandeln wir eine andere Klasse von zufélligen u.i.v. Potenzialen (£(z)),czq, und zwar
im Wesentlichen alle nach oben beschrinkten, siche [BKO1]. (Ein Spezialfall wurde kurz in Be-
merkung 4.4.2 angesprochen.) Dabei kénnen wir voraussetzen, dass esssup£(0) = 0, denn eine
vertikale Verschiebung um ¢ € R fiihrt zu einer Multiplikation der Lésung u(t,-) mit e, Also
ist die Funktion H in (4.4.3) nichtpositiv mit lim; .o, +H(t) = 0. Typische Vertreter werden

Funktionen H(t) = —Ct” mit vy € [0,1) sein, und die korrespondieren mit oberen Schwénzen
der Form N
log Prob(£(0) > —x) & —C'z™ 77, z ] 0. (4.4.22)

Der Fall v = 0 enthélt den Fall von Bemerkung 4.4.2; aber auch noch weitere. Nur fiir v = 0 kann
das Potenzial den Wert Null annehmen, ansonsten betrachten wir nur die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen £(0) beliebig nahe von unten an 0 heran kommen kann.

Genauer gesagt, wir werden unter der folgenden Annahme arbeiten:

Voraussetzung (B). Es gibt eine nichtfallende Skalenfunktion a: (0,00) — (0,00) und eine
Funktion H : [0,00) — (—00,0], so dass, gleichmif$ig iny auf kompakten Teilmengen von [0, c0),

) alt d+2 t
Jm : 35 H(a(t)dy) = Hy).

Wie wir gleich sehen werden, besitzt die Funktion « die Interpretation der asymptotischen
Ordnung des Radius der relevanten Inseln fiir die Momente der Gesamtmasse U (t). In dem Fall,
den wir in Abschnitten 4.4.2 und 4.4.3 diskutierten (siche Voraussetzung (DE)), war a(t) =1
und tauchte nicht explizit auf.

Mit Hilfe der Theorie der Reguléren Funktionen (siche die Monografie [BGT87]) findet man
leicht, dass fiir H nicht viele Funktionen in Frage kommen: Tatséchlich gibt es einen Parameter
v €[0,1), so dass H(y) = H(1)y” mit H(1) € (—o0,0), und das Wachstum von « ist gegeben
als
1-7

Oé(t) = tu—}—o(l), WObei V= m

€ (0, 7h5)- (4.4.23)
Also divergiert «(t) mindestens wie eine Potenz von ¢, die allerdings nicht grofier als F12 ist.

Die Funktion « ist sogar reguldr variierend mit Parameter v, d.h., fiir jedes p € (0,00) gilt
v

limy o a(pt)/a(t) = p”.



4.4. DAS PARABOLISCHE ANDERSON-MODELL 93

Das zu Satz 4.4.4 analoge Hauptresultat ist das folgende.

Satz 4.4.12 (Momentenasymptotik fiir beschrinkte Potenziale). Es sei { ein .. v.
Potenzial mit esssup £(0) = 0, so dass die Voraussetzung (B) erfiillt sei mit H(y) = —Dy" fiir
ein vy € [0,1) und ein D > 0. Dann gilt fiir jedes p > 0

a(pt)?

g Py _
thm - log(U (t)P) Xv,Ds (4.4.24)
wobei
= inf inf { Y 2+D/ 274 } 4.4.25
Xyp = nf Lt IVgliz L 9(@)7 dz (4.4.25)

supp (9)C[—R,R]%, | gll2=1

Bemerkung 4.4.13 (Intermittenz). Eine Konsequenz ist

a(t)? U(t)p)l/» Y
T i U

0<p<yq = —p*2”)+0(1),
wobei wir daran erinnern, dass « regulér variierend ist mit Parameter v. Also ist Intermittenz
bestitigt worden, und die Divergenz gegen —oc ist von der Ordnung ta(t) 2. <&

Bemerkung 4.4.14 (Das Variationsproblem). Wegen Monotonie wird das Infimum iiber R
in (4.4.25) natiirlich bei R — 0o angenommen, und vermutlich gibt es einen — bis auf raumliche
Verschiebung eindeutigen — Minimierer auf ganz R, dessen Triger kompakt ist. Bisher ist nur
der Fall v = 0 analysiert worden, und zwar erschopfend. Hier muss man [ g*7 ersetzen durch
|supp (¢)|, und mit Hilfe etwa der Faber-Krahn-Ungleichung erhilt man, dass das Infimum in
einem g angenommen wird, dessen Tréger ein Ball ist. Dann ist x, p gleich dem kleinsten
Figenwert des Laplace-Operators mit Nullrandbedingung in diesem Ball und ¢ die zugehorige
Eigenfunktion, und der optimale Radius ist leicht zu berechnen. Fiir v € (0,1) ist x,,p nur in
d = 1 bisher analysiert worden; insbesondere ist fiir d > 2 noch nicht gezeigt worden, dass es bis
auf Verschiebung nur einen Minimierer gibt und dass sein Tréger kompakt ist.

Wie im Fall, der in Abschnitt 4.4.3 diskutiert wurde, besitzt der Minimierer die Interpre-
tation der optimalen Gestalt der reskalierten Losung u(t,-) auf einer fiir die Momente von U (t)
optimalen Insel, deren Radius hier allerdings von der Ordnung «(t) = o) gt <&

Bemerkung 4.4.15 (v T 1). Der Randfall v+ = 1 macht in (4.4.22) keinen Sinn, und das
Variationsproblem x1 p ist trivialerweise gleich D, aber man kann iiber das Verhalten von x, £
Tl-y

fiir v T 1 spekulieren. Es gilt ndmlich

2v _ 2
p . g\z g\
T R |\l B / gl =96 o),
g =7 geH'(RY): |gl2=1 Rd -y

und wenn man den Grenzwert v T 1 mit dem Infimum vertauschen diirfte, erhielte man

. p cont : 2 2 2
hm< — —) = yleent) — inf { Vv + / x)lo x d:v}, 4.4.26
i (Xoes =75 ) =% = it UVl [ o7 (@)los g™ (x) (4.4.26)

also die kontinuierliche Variante von x, in (4.4.10). Die Formel in (4.4.26) wird in Abschnitt 4.4.6
eine Rolle spielen. &
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Beweisskizze von Satz 4.4.12. Wie am Beginn der Beweisskizze von Satz 4.4.4 gezeigt wurde,
haben wir

(U (1)) = Bo [eXwot HE ]

wobei 4(z) = fg 6.(X(s))ds die Lokalzeiten der Irrfahrt (X (s))sc(o,00) mit Generator A sind.
In der vorliegenden Situation muss man allerdings rdumlich reskalieren, und es sind tatséchlich
die folgendermaflen reskalierten Lokalzeiten,die man betrachten sollte:

a(t)?

Lt(CIT) = ;

6 ([zalt)]), z € RY.

Die Funktion L; ist eine zufillige, nicht negative, L!-normierte Treppenfunktion. Dann haben

(U@®) = Eo [exp { a(ff)Q /Rd a(tidJrQ H(a(ff)d Lt(m)) de

=E [exp { - ﬁD y Ly(x)” dx}] eot/a()?),
wobei wir die Voraussetzung (B) benutzt haben und uns nicht darum gekiimmert haben, dass die
Konvergenz nicht gleichméBig gilt. Wenn die Familie (Ly);e (0, 00) auf der Skala t/a(t)? ein Prinzip
GroBer Abweichungen auf M (R?) erfiillte mit Ratenfunktion g2 — ||Vg||3 und wenn die Abbil-
dung ¢> — D fRd g(2)?" dz beschriinkt und stetig wiire, so folgte die Aussage des Satzes sofort aus
einer Anwendung von Varadhans Lemma, Satz 3.3.1. Wie im Beweis des Satzes 4.4.4 miissen wir
diese Idee mit Hilfe geeigneter Approximationen durch grofie Boxen durchfiithren. Dafiir benoti-
gen wir zwei Prinzipien Grofier Abweichungen fiir (L¢).c (9 00): €ines unter Po(- N {supp (L) C
[~ R, R]?}) und eines fiir die periodisierten Variante, L{™ (z) = 3", cza Lt(z +2kR) auf [-R, R]%.
Die Ratenfunktionen sollen die Einschrinkung der Abbildung g% — ||Vg||3 auf die Menge aller
L%mormierten g auf [~R, R]¢ sein bzw. die periodisierte Variante dieser Abbildung auf dem
Torus [~ R, R]®. Diese beiden Prinzipien sind tatséichlich gegeben, und ein Beweis ist etwa in
[GKS04] zu finden. (Es gibt verschiedene Beweisansétze: Man konnte die asymptotische Kumu-
lanten erzeugende Funktion von L; als diejenige fiir die normierten Brownschen Aufenthaltsmafle
identifizieren und Teile des Beweises von Satz 3.6.6 iibernehmen, oder man kénnte zeigen, dass
L; und die normierten Brownschen Aufenthaltsmafle exponentiell dquivalent sind, und Satz 3.6.6
direkt anwenden.)

Wenn man nun noch die fehlende Beschrinktheit und Stetigkeit der Abbildung ¢? —
D [za g(2)?7 dz ignoriert, erhiilt man die Aussage des Satzes 4.4.12 analog zu der Skizze des
Beweises von Satz 4.4.4. U

Bemerkung 4.4.16 (Duale Interpretation). Eine zu Abschnitt 4.4.3 analoge Beweisskizze
ist ebenfalls moglich, und es gilt die ‘duale’ Formel

XD inf {£r) = A=)}, (4.4.27)

= inf 1
Re(0,00) 9eC(|—R,R]4—(—00,0])

wobei Ag (1)) der Haupteigenwert des Operators A 4 v in [~ R, R]? mit Nullrandbedingung ist
und Lr(y) =D’ f[fR R |@Z)(l‘)’_ﬁ dz ist mit einem D’ € (0,00), das man explizit ausrechnen
kann. Man kann Lp interpretieren als eine Ratenfunktion fiir das reskalierte Potenzial

&i(2) = a(t)*([za(t)]), @z €RY
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in [~R, R]¢, und der Minimierer der Formel in (4.4.27) hat die Interpretation der optimalen
Gestalt des reskalierten Potenzials, das den optimalen Beitrag zu den Momenten von U (t) gibt.
&

Bemerkung 4.4.17 (Fast sichere Asymptotik). Analog zu Abschnitt 4.4.4 kann man die
fast sichere Asymptotik von U(t) auch unter der Voraussetzung (B) beschreiben. Allerdings
muss man auch hier die relevanten Inseln reskalieren, und zwar mit einer Skalenfunktion 3, die
definiert wird durch

B(t)
————— = logt, t>1, 4.4.28
D) R
also als Inverse der Funktion ¢ — ﬁ an der Stelle logt. Das Ergebnis ist dann
1log U(t) = i’DQ(l +0(1)), t — o0, fast sicher, (4.4.29)
t a(B(t))

wobei

Yo = }i%gfoinf{ “r(¥): ¥ € C([—R, R — (—00,0]), Lr(e) < d}.

Die Interpretation ist analog zum Fall der Doppelt-Exponential-Verteilung: Unter der Bedin-
gung Lr(¢) < d existiert fast sicher irgendwo in der Makrobox [—t,#]% eine Mikrobox mit
Radius a(8(t)), in der das reskalierte Potential Zﬁ(t) wie ¢ aussieht. Dann wird 1 log U(t) nach
unten abgeschéitzt durch den lokalen Eigenwert von & in dieser Mikrobox. Asymptotische Ska-
lierungseigenschaften des diskreten Laplace-Operators ergeben die Asymptotik in (4.4.29).

Man kann mit ein wenig Arbeit zeigen, dass die Minimierer von X, p reskalierte Versionen der
Minimierer von x, p sind. Das bedeutet, dass die Gestalten der optimal beitragenden reskalierten
Potenziale im fast sicheren Fall die gleichen sind wie im Fall der Momente von U (t). <&

4.4.6 Fast beschrinkte Potenziale

Die Ergebnisse in den Sétzen 4.4.4 und 4.4.12 sind nur fiir Potenziale, deren Verteilung die
Voraussetzung (DE) bzw. (B) erfiillen. Hier wollen wir eine dritte Klasse von Potentialen dis-
kutieren, die in die jeweiligen Randfélle p = 0 in der Voraussetzung (DE) und v = 1 in der
Voraussetzung (B) fallen. Das Folgende stammt aus [HKMO6].

Voraussetzung (FB). Es gibt eine Skalenfunktion k(t) = o(t) und ein p € (0,00), sodass

lim H(tx) — xzH(t)

Jim 0 = pzlogx, z € (0,00).

Es ist klar, dass dieser Fall in den Randfall p = 0 in Voraussetzung (DE) féllt. Ferner fallt
er auch in den Randfall ¥ = 1 von Voraussetzung (B), was im Laufe des Folgenden klar werden
wird. Interessanterweise enthélt dieser Fall also sowohl nach oben beschrinkte als auch unbe-
schriankte Verteilungen. Hier zeigt sich die Zweckméfligkeit, die Voraussetzungen in Termen der
Kumulanten erzeugenden Funktion zu formulieren. Allerdings ist es nicht leicht, die zugehoérigen
Verteilungen bzw. ihre oberen Schwinze konzis zu formulieren.

Bemerkung 4.4.18 (Nur vier Universalitétsklassen!). Die Voraussetzungen (DE), (B)
und (FB) mogen sehr speziell erscheinen und bei weitem noch nicht alle Potenzialverteilungen
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abdecken, aber tatséchlich machen sie alle(!) sinnvoll zu betrachtenden Potenziale aus, zusam-
men mit dem Randfall p = oo, der kurz in Bemerkung 4.4.7 erwidhnt wurde. Genauer gesagt,
unter zwei milden Regularititsannahmen an die oberen Schwiinze der Potenzialverteilung gibt
es genau diese vier Klassen von unterschiedlichen asymptotischen Verhalten der Losung des pa-
rabolischen Anderson-Modells (4.4.1). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit machen wir die
Konvention, dass esssup £(0) € {0, 00}, d. h. wenn das Potenzial nach oben beschrénkt ist, dann
verschieben wir es vertikal, so dass Null sein essenzielles Supremum wird.

Die erste Regularitéitsannahme besteht darin, dass H von regulérer Variation mit Index v #
1 ist oder die Abbildung ¢ — %H (t) in der de-Haan-Klasse liegt. Man nennt eine Funktion H von
requldrer Variation mit Index v € R, falls fiir jedes A > 0 der Grenzwert lim;_,.o H(\t)/H (t) €
(0,00) existiert. Der Grenzwert ist zwangsldufig von der Form A7 fiir ein v € R, den Indez der
Variation. Da H konvex ist, ist v € [0,00). Im Fall v = 0 nennt man H langsam variierend. Eine
Funktion H liegt in der de-Haan-Klasse, falls es eine langsam variierende Funktion g: (0,00) — R
gibt, so dass fiir jedes A € (1,00) der Grenzwert lim;_. (t)( H (A\t) — H(t)) # 0 existiert. Wenn

t— iH (t) in der de-Haan-Klasse liegt, ist H insbesondere regulér variierend mit Index v = 1.

Aus der Theorie der reguldren Funktionen erhélt man die Existenz zweier nichttrivialer
Funktionen H: (0,00) — R und x: (0,00) — (0, 00) mit

lim W =H(y), yel0,00). (4.4.30)

Die Konvergenz gilt lokal gleichméBig. Ferner ist k regulér variierend mit Index ~ und erfiillt
k(t) = W) fiir t — oo. Es gilt H(y) = (y —y7), falls v # 1, und H(y) = ylogy, falls
v=1.

Als zweite milde Regularitdtsannahme fordern wir, dass der Grenzwert £* = lim;_, %n(t) €
[0, o] existiert. Unter diesen beiden Bedingungen gibt es keine anderen Fille als die oben erw#hn-
ten: Die Potenziale unter der Voraussetzung (DE) in Abschnitt 4.4.2 gehéren zum Fall v = 1,
wenn k(t) ~ t, also k* € (0,00). Der Randfall aus Bemerkung 4.4.7 ist der Fall v = 1 und
limy o0 $(t) = 0o oder gar v > 1, in welchem Fall lim;_.o 1(t) = oo sowieso gilt. Der Fall
v € 10,1) ist genau der in Abschnitt 4.4.5 behandelte. Also existiert nur noch der Fall v = 1 und
limy o0 %n(t) =0, und dieser wird unter der Voraussetzung (FB) behandelt. <&

Wir definieren eine Skalenfunktion o durch

k(ta(t)~@
(tl;(it))—d ) = oz(t)Z’ t> 1. (4.4.31)

Da limy . 25(t) = 0, divergiert a(t) gegen oo.

Wir haben das folgende, zu den Sétzen 4.4.4 und 4.4.12 analoge Ergebnis:

Satz 4.4.19. Es sei & ein u.i.v. Potenzial, so dass die Voraussetzung (FB) erfiillt sei. Dann
gilt fiir jedes p > 0

log(U(1)?) = H(pt) ~ - (Z;fﬁ (X" + o(1)), (4.4.32)

wobei x5 die in (4.4.26) definierte kontinuierliche Variante von x, in (4.4.10) ist.
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Die Tatsache, dass die Rand-Variationsformel von Voraussetzung (B) fiir v 1 1 heraus
kommt, zeigt, dass der Fall (FB) diesen Randfall beinhaltet, siche Bemerkung 4.4.15. Es ist
auch nicht schwer zu zeigen, dass a(t) = t°®) fiir t — oo, was konsistent mit (4.4.23) ist.

Bemerkung 4.4.20 (Das Variationsproblem). Das Variationsproblem in (4.4.26) ist leicht
explizit zu 16sen. Nach der logarithmischen Sobolev-Ungleichung (siehe etwa [LLO1]) ist genau

die GauBsche Dichte g,(z) = (p/ ﬂ)%efgmp der bis auf Verschiebung einzige Minimierer. Die zu
(4.4.26) duale Darstellung ist

= it {L0,0) = A®) |,

YEC(R?)

wobei A(1) der Haupteigenwert von A + 1 im RY ist (voraus gesetzt, dass 1 bei oo schnell
genug abfillt), und L,(¢) = £ [pa e¥@)/P dz. Dieses Problem wird eindeutig in der Parabel
Pp(x) = p+ %d log £ — p|z|* gelost. Die GauBdichte g, ist die eindeutige positive L?-normierte
Eigenfunktion des Operators A + 1), mit Eigenwert p — pd + %d log £ und erfiillt £,(¢,) = p.

Die Interpretation ist also, dass die optimalen reskalierten Gestalten des Potenzials & und
der Losung u(t,-) durch eine perfekte Parabel bzw. Gaufidichte gegeben sind. &

Der Beweis von Satz 4.4.19 ist analog zu den Beweisen der Sétze 4.4.4 und 4.4.12. Statt
dass das Potenzial nur vertikal verschoben wird wie in ersterem oder nur reskaliert wird wie in
letzterem, muss es hier beide Prozeduren iiber sich ergehen lassen. Das technische Hauptmittel
ist das selbe Prinzip Grofler Abweichungen wie im Beweis des Satzes 4.4.12. Allerdings ist die
technische Ausfithrung iiberraschend schwierig, denn das Abschneiden des hohen Werte des
verschobenen und reskalierten Potentials erforderte neue Methoden.

Auch das fast sichere Verhalten der Gesamtmasse U (t) ist im Fall (FB) beschrieben worden,
und wiederum ist diese Beschreibung und der zugehotrige Beweis analog zu den anderen beiden
Fallen. Es stellt sich auch heraus, dass das charakteristische Variationsprobleme den selben

Minimierer besitzt wie Xﬁfom).

4.5 Eindimensionale Irrfahrten in zufilliger Umgebung

Eines der fundamentalen Modelle fiir eine zuféllige Bewegung in einem zufélligen Medium ist
das folgende, das eine Irrfahrt in zufdlliger Umgebung genannt wird, englisch random walk in
random environment (RWRE). Gegeben sei eine Folge w = (w,)zez unabhéngiger identisch
verteilter Zufallsgrofien mit Werten in (0, 1), die zuféllige Umgebung. Mit « bezeichnen wir die
Verteilung von wy, also hat w die Verteilung a®%. Erwartungswerte beziiglich w werden mit (-)
bezeichnet. Fiir gegebene Umgebung w betrachten wir eine Irrfahrt (X, )nen, auf Z mit Start in
0 und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wy, falls y = =z + 1,
Po(Xpt1=y| Xn=2)=<1—-w,, falsy=xz-1, (4.5.1)
0 sonst.

Mit anderen Worten, die Irrfahrt springt mit Wahrscheinlichkeit wy, zum rechten Nachbarn
und ansonsten zum linken. Es tauchen also zufillig lokale Driften im Zustandsraum der Irrfahrt
auf, die sie mehr oder weniger stark nach rechts oder nach links treiben. Fiir gegebenes w ist
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(Xn)nen, eine Markovkette unter P, allerdings eine rdumlich inhomogene. Insbesondere hat sie
zum Zeitpunkt n die Drift 2wy, — 1. Der Fall der einfachen Irrfahrt wére der, wo w, = % fir
jedes x ist. Das Mafl P, nennt man oft quenched, und das iiber das Medium gemittelte Maf,

IP’:/ a®Z(dw) P, (4.5.2)
(0,1)%

nennt man annealed. Im Allgemeinen ist (X, )nen, unter P keine Markovkette.

Das obige Modell ist in der Literatur schon ausfiihrlich behandelt worden, und viele Aussa-
gen wurden dafiir und fiir seine Varianten bewiesen. Die ersten Ergebnisse (Gesetze der Grofien
Zahlen) gab es Mitte der 1970er Jahre, und danach wurden viele verschiedene Fragen studiert.
Die Frage der Grolen Abweichungen wurde erstmals in [GH93] gestellt und beantwortet. Zwei-
und hoherdimensionale Varianten sind ebenfalls von hohem Interesse, aber hier sind die Beweis-
lage und das Versténdnis sehr viel weniger komplett als in obigem eindimensionalen Modell, und
die Forschung ist noch sehr im Fluss. Hier interessieren uns hauptséchlich die Grofien Abwei-
chungen fiir den Endpunkt in einer Dimension, und wir halten uns im Wesentlichen an [dHO0O,
Ch. VTI], der sich wiederum an [CGZ00] orientiert. Siche auch den Ubersichtsartikel [GZ99)].

Um Trivialitdten zu vermeiden bzw. der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass « kein
Einpunktmaf ist und dass supp (a)) von 0 und 1 wegbeschrénkt ist. Auflerdem empfiehlt es sich,
die Groflen p, = 1;& € (0,00) einzufithren. Der Wert von p, wird je grofer, je kleiner w, ist,

x

also je stérker die Drift nach links ist. In Punkten z mit Nulldrift sind w, = % und p, = 1.

4.5.1 Gesetz der Grof3en Zahlen und Drift

Zur Orientierung werfen wir zunéchst einen Blick auf das ‘typische’ Langzeitverhalten, also das
Gesetz der Grofien Zahlen. Das erste Ergebnis iiber die Irrfahrt in zufélliger Umgebung wurde
in [So75] bewiesen: Fiir a®Z-fast alle w gilt

rekurrent, falls (log po) =0,
(Xn)nen, ist P,-fast sicher transient nach links, falls (log pg) > 0, (4.5.3)
transient nach rechts, falls (log po) < 0.

Wir sagen, die Irrfahrt ist ‘transient nach links’, falls fast sicher gilt: lim, o X,, = —00. Zusétz-
lich zum Gesetz der Groflen Zahlen in (4.5.3) wurde in [So75] auch die asymptotische Drift
identifiziert: Der Grenzwert lim,, oo %Xn = v, existiert und ist konstant P-fast sicher, wobei

2 falls (pg) < 1,
_ ) 1={pgh ~1
Vg = ey falls (p, ") < 1, (4.5.4)
0, falls (po) ™' < 1< {py1).

Dass die Drift v, diesen Wert haben muss, kann man elementar einsehen, aber wir verschieben
das Argument auf Bemerkung 4.5.7.

Also ist die Drift natiirlich Null im rekurrenten Fall, aber interessanterweise ist sie in man-

chen transienten Féllen auch noch Null. Nach Jensens Ungleichung haben wir wegen der Nicht-
Degeneriertheit von «

log(py 1)~ < (log po) < log(po)-



4.5. EINDIMENSIONALE IRRFAHRTEN IN ZUFALLIGER UMGEBUNG 99

Die Rekurrenz, Transienz und das Vorzeichen der Drift hdngen also nur davon ab, wo die Null
zwischen diesen drei Zahlen liegt. Ein besonders iiberraschendes Ergebnis illustriert, wie ver-
schieden die Irrfahrt in zufilliger Umgebung von der gewdhnlichen ist: In [Si82] wird fiir den
rekurrenten Fall bewiesen, dass 02X, (logn)~2 in Verteilung unter P gegen eine nichtdegenerier-
te ZufallsgroBe konvergiert, wobei o2 = {(log pg)?). Dies zeigt, dass die Irrfahrt dann so extrem
langsam in ihrem asymptotischen Verhalten wird, dass sie im Durchschnitt nur noch logarith-
misch wéchst. Dies kommt von der Existenz von langen Intervallen, in denen die lokalen Driften
nach links zeigen, gleich rechts neben solchen Intervallen, in denen sie nach rechts zeigen, so-
dass die Irrfahrt enorm viel Zeit verliert, da sie zwischen diesen Intervallen immer hin und her
geschickt wird. Wegen dieses schonen Ergebnisses wird dieser Spezialfall auch manchmal Sinais
Irrfahrt genannt.

4.5.2 Prinzip Grofler Abweichungen fiir den Endpunkt

Wir wollen ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir die Verteilung von %Xn unter P, fir a®?-

fast alle w erzielen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dass (log pg) < 0
gilt, dass also die Irrfahrt (X,,)nen, unter P,, entweder rekurrent oder nach rechts transient ist.
Insbesondere liegt die Drift v, in [0,1). Mit Hilfe der Spiegelsymmetrieeigenschaften kann man
diese Vorausetzung leicht beseitigen, denn wenn man p, durch 1/p_, ersetzt, hat (—X,)nen,
die Verteilung unserer Irrfahrt ohne diese Ersetzung.

Wir betrachten den (wichtigen) Spezialfall, in dem sowohl nichtnegative als auch nichtposi-
tive lokale Driften auftauchen, genauer: Wir setzen voraus, dass gilt:

supp (@) N (0,3]#0  und  supp(a)n[3,1) #0. (4.5.5)

Unser Hauptergebnis lautet wie folgt.

Satz 4.5.1 (Prinzip Grofler Abweichungen fiir eine Irrfahrt in zufilliger Umge-
bung). Fiir a®”-fast alle w erfiillt die Verteilung von %Xn unter P, ein Prinzip Grofler Ab-
weichungen auf der Skala n fiir n — oo. Die Ratenfunktion I: R — [0, 00] besitzt die folgenden
Figenschaften:

(1) I ist stetig und konver auf [—1,1], und I = co auferhalb von [—1,1],
(2) I(—6) = I(0) — 6(log po) fiir 6 € [0,1),

(3) I =0 in[0,v,] und I >0 in (vq, 1],

(4) I ist strikt konvex und analytisch in (vy, 1),

(5) 1(=1) = (log(1+ pg ")) = (log(1 + po)) = I(1).

Also hat die Ratenfunktion im rekurrenten Fall und im transienten Fall mit Nulldrift genau
eine Nullstelle in 0. Aber im transienten Fall mit positiver Drift fallen alle Wahrscheinlichkeiten
Pw(%Xn ~ 6) mit § € (0,v,) nur subexponentiell gegen Null, und es gibt Phaseniiberginge
bei = v, und # = 0 (und wegen der Symmetrie auch bei § = —uv,,). Eine Interpretation ist
die folgende. Wegen der Voraussetzung (4.5.5) gibt es Intervalle im Bereich [0,60n], in denen

die lokalen Driften alle nach links zeigen oder zumindest nicht nach rechts. Solche Intervalle
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haben eine maximale Linge der Groéflenordnung logn, wie man leicht mit Hilfe des Lemmas
von Borel-Cantelli zeigen kann. In solchen Intervallen verliert die Irrfahrt ‘kostengiinstig’ Zeit
von logarithmischer Gréflenordnung, und daher kostet die Einhaltung einer Durchschnittsdrift
6 € (0,v4) nicht exponentiell viel.

In den folgenden Abschnitten skizzieren wir den Beweis von Satz 4.5.1. (Der Beweis der
Eigenschaft (5) von I ist allerdings eine Ubungsaufgabe.) Der Uberblick wird am Ende des
Abschnittes 4.5.4 beendet sein.

Bemerkung 4.5.2 (Annealed Grofie Abweichungen). Ein Prinzip Grofier Abweichungen
fiir die Verteilungen von %Xn unter PP ist durch einen Blick auf (4.5.2) unter gewissen Annahmen
relativ leicht zu erraten (und ist auch tatséichlich in [CGZ00]) bewiesen worden), und wir wollen
es hier grob skizzieren. Allerdings gehoéren die hierfiir bendtigten Mittel aus der allgemeinen
Theorie nicht zu den in diesem Skript behandelten.!!

Das annealed Prinzip basiert darauf, dass man das quenched Prinzip von Satz 4.5.1 auch
fiir alle Umgebungen hat, die nicht notwendiger Weise u.i.v. sind, sondern nur ergodisch. Sei
n die Verteilung einer solchen Umgebung (die also den Platz von a®” einnimmt), und sei I,
die Ratenfunktion fiir ein quenched Prinzip wie in Satz 4.5.1 fiir diese Umgebung. Ein annealed
Prinzip fiir die Verteilungen von %Xn unter P wie in (4.5.2) ist nun gegeben mit Ratenfunktion

1(6) = inf [In(é?) +10)h(n | a®Z)}, (4.5.6)

wobei h(n | «®?) die spezifische relative Entropie von 1 beziiglich a®? ist, und das Infimum ist
iiber alle ergodischen WahrscheinlichkeitsmaBe auf (0,1)%. Die Idee hierbei ist, dass die Folge
der empirischen Mafle der Verschiebungen, %Z?:l 04y, €in Prinzip Grofler Abweichungen mit
Ratenfunktion h(- | a®%) erfiillen, ein Prinzip, das das Prinzip von Satz 2.5.4 von endlichen
Tupeln auf unendliche Folgen verallgemeinert. Hierbei ist der Verschiebeoperator o definiert
durch (ow),; = wy41. Die intuitive Idee fiir die Formel in (4.5.6) ist, dass auf dem Ereignis {X,, ~
On} die Irrfahrt durchschnittlich eine Umgebung 7 sieht, die einer mit Drift 6 verschobenen
Version der tatséchlichen Umgebung dhnelt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Verschiebung
der Umgebung aussieht wie 7, wird ausgedriickt durch den Term |0|h(n | «®%), und I,, beschreibt
das Prinzip fiir die Umgebung 7. <&

4.5.3 Treffzeiten und der Beweis des Prinzips

Wir beginnen mit der Erlduterung des Prinzips von Satz 4.5.1. Leichter als die Verteilung von
X, lasst sich die der Zwischenankunftszeiten behandeln, also

T =T — Th_1, wobei T, = inf{n € Ng: X,, = k}, k € Ng.

Die Irrfahrt erreicht k£ zum ersten Male zum Zeitpunkt T%, und 7 ist die Zeit, die sie bendtigt,
um vom ersten Besuch in k —1 bis k zu gelangen. Mit Hilfe des Gértner-Ellis-Theorems erhalten
wir recht leicht ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir %Tk, allerdings nur ein schwaches, siehe
Bemerkung 2.1.2,(6). Wir benétigen die Momenten erzeugende Funktion der 7y,

o(r,w) =E, [e”“] € [0, o0], r e R.

Mindestens in r € (—o0,0) ist ¢(-,w) endlich und dann auch unendlich oft differenzierbar.

1'Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung zeigt man allerdings elementar, dass die annealed Ratenfunktion nicht
iiber der quenched Ratenfunktion liegt, sofern beide Prinzipien gelten.
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Lemma 4.5.3. Fiir a®%-fast alle w erfiillt %Tk ein schwaches Prinzip Grofier Abweichungen
unter Py, auf der Skala k mit Ratenfunktion

J(u) = sgg [ur —log A(r)], u € R, (4.5.7)
wobet
log A(r) = (log ¢(r,-)) = /a®z(dw) log ¢(r, w), r € R. (4.5.8)

Beweisskizze. Die Hauptidee ist, dass (7% )ren eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen unter
P,, ist fiir jedes w. Allerdings ist es keine u.1i. v. Folge, denn die Verteilung von 75 hingt ab von
allen w, mit x < k—1. Dies steht allerdings einer Anwendung des Satzes von Gértner-Ellis nicht
im Wege, wie wir gleich sehen werden. Wir betrachten die Kumulanten erzeugende Funktion

von Ty, also A} (r) = log E, [e"T#]. Dann konnen wir umformen:
k k
AR (r) = log By [ 4] —log [ Eule™] =) log o(r, o' 'w),
I=1 =1

wobei der Linksverschiebeoperator o definiert wird durch (ow), = wy4+1. Nach Birkhoffs Ergo-
dentheorem haben wir

1
khi& %Ag”)(r) = log A(r) a®?-fast sicher.
Wir werden in Lemma 4.5.6 sehen, das A in R von unten halbstetig ist und im Inneren seines

Definitionsbereichs [—o00, 0] sogar differenzierbar. Also folgt Lemma 4.5.3 aus Satz 3.4.4, siche
auch Bemerkung 3.4.2. O

Bemerkung 4.5.4. 1. Auf Grund der Ergodizitdt des Mediums erweist sich die asympto-
tische Kumulanten erzeugende Funktion der T} als fast sicher konstant. Der Beweis von
Lemma 4.5.3 funktioniert auch fiir zufillige Umgebungen w, die nicht notwendigerweise
aus unabhéngigen Variablen bestehen, sondern nur als ergodisch voraus gesetzt werden.

2. Die Niveaumengen von J sind abgeschlossen, aber nicht kompakt, wie wir in Korollar 4.5.9
sehen werden.

3. Fiir die Trefferzeiten in —N gibt es ein analoges Prinzip, und dieses werden wir gleich
im Beweis von Lemma 4.5.5 benutzen. Man muss wegen der Transienz nach rechts die
Momenten erzeugende Funktion ¢(r,w) = Ey[e"! 1, | .o}] betrachten, und dann erfiillt

%T_k ein schwaches Prinzip Grofier Abweichungen mit einer Ratenfunktion J. , die definiert
wird wie in (4.5.7) und (4.5.8) nach Ersetzung von ¢ durch @. Man hat dann die Beziehung

log A(r) = log A(r) + (log po), 7 <O. (4.5.9)

Der Beweis von (4.5.9) folgt in Bemerkung 4.5.8.
&

Nun kann man leicht den Schritt von (+7%)ken zu (£ X, )nen machen, denn im Wesentlichen
ist k +— T}, die Umkehrfunktion von n — X,,.
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Lemma 4.5.5. Fiir a®%-fast alle w erfillt die Verteilung von %Xn unter P,, ein Prinzip Grofler
Abweichungen auf der Skala n fiir n — oo, und die Ratenfunktion I: R — [0, 00] ist gegeben als

1(0) = 0J(1/0) = sup [r — Olog A(r)], 6 € (0,1]. (4.5.10)
reR
Es gelten 1(0) =0, I = oo auferhalb von [—1,1] sowie I(—0) = I(0) — 6(log po) fiir 6 € [0,1).

Beweisskizze. Nach der Definition von T} gilt {X,, > k} C {T} < n}, also folgt nach Substitu-
tion k = |fn] mit Hilfe von Lemma 4.5.3:

lim sup 1 log P, (X, > |6n]) < limsup E log P, (TLGnJ <n)<—0 inf J(u)=-0J(3),
n—oo N n—oo N ue[O,%]

und dies zeigt die obere Schranke im Prinzip Grofler Abweichungen fiir nach rechts unbeschrankte

Intervalle [0, 00). Hier benutzten wir auch, dass J stetig in (1, o0) und nichtsteigend in R ist, wie

wir in Korollar 4.5.9 zeigen werden (das Supremum in (4.5.7) kann fiir u > 1 auf r € (—o0, 0]

reduziert werden). Um die untere Schranke zu zeigen, benutzen wir, dass fiir jedes € > 0 gilt:

{X, > [0n]} > {n< Tion|+|en) <N+ len]}.
Dies fiithrt dhnlich wie oben auf

1
hnrggfﬁlogpw(xn > [0n]) = —(0+¢) | <inf<l+6 J(u) = —(0 +¢)J (522),
6+s—u—0+6

und die rechte Seite konvergiert fiir € | 0 gegen —6.J (%) Nun haben wir Grofle Abweichungen fiir
nach rechts unbeschriankte Intervalle erhalten, und genau wie im Beweis von Satz 2.2.1 erweitern
wir dies zu einem Prinzip Grofler Abweichungen wie in der Behauptung des Lemmas.

Der Beweis der restlichen Behauptungen des Lemmas sind eine Ubungsaufgabe, wobei wir an
(4.5.9) erinnern und daran, dass der Triger von « als wegbeschriankt von 0 und 1 vorausgesetzt
wurde. ]

4.5.4 Analyse der Ratenfunktion

Nachdem wir das gesuchte Prinzip Grofler Abweichungen in Lemma 4.5.5 erhalten haben nebst
einer Formel, werden wir nun diese Formel analysieren, um die in Satz 4.5.1 aufgelisteten Eigen-
schaften zu beweisen. Zunéchst untersuchen wir die Funktion A aus (4.5.8).

Lemma 4.5.6 (Analyse von ). Die Funktion log \ ist analytisch, streng wachsend und strikt
konvex in (—o00,0) sowie stetig in 0 mit lim,1olog A(r) = log A(0) = 0 und lim,_,_.,log A(r) =
—o00. Auflerdem gelten lim,1o % log A(r) = 1/vo und lim, | % log A(r) = 1.

Beweisskizze. Da die Familie der Abbildungen w +— log ¢(r,w) mit r < 0 lokal gleichm&Big
integrierbar ist, vererben sich ihre Regularitdts- und Funktionaleigenschaften auf das Integral
beziiglich w, d. h. auf log A. Also sind nur noch die asymptotischen Werte der Ableitung von log A
zu untersuchen. Wegen der gleichméfligen Integrierbarkeit kénnen wir Ableitung und Integral
vertauschen und haben daher

%logA(T) = <%1og<p(r)> = <%>



4.5. EINDIMENSIONALE IRRFAHRTEN IN ZUFALLIGER UMGEBUNG 103

Da 71 > 1, folgt sofort die Aussage fiir r — —oo, denn der Quotient konvergiert gegen das
essenzielle Infimum von 7i. Auflerdem haben wir lim,qo % log A(r) = (Ey[m1]). Um den Wert
dieses Grenzwertes als 1/v, zu identifizieren, betrachten wir die Verteilung von 71 mit Hilfe
einer Aufspaltung nach dem ersten Schritt der Irrfahrt: Es gilt

= lx, 1) + Lx,—— 1y (1 + 7"+ T**) P, -fast sicher, (4.5.11)

wobei 7* die erste Treffzeit in 0 der in —1 startenden Irrfahrt ist und 7** die Zeitdifferenz zwischen
der ersten Riickkehr zur Null und dem ersten Besuch in 1. Es ist klar, dass 7* die Verteilung
von 7 unter P,-1,, besitzt und dass 7** die von 7 besitzt und dass 7* und 7** unabhéngig sind.
Bildet man den Erwartungswert beziiglich der Irrfahrt, erhédlt man fiir fast alle w

Ew[’ﬁ] = wq + (1 — WQ)(l + EU_W[Tl] + Ew[’ﬁ]).
Mit py = (1 — wg)/wy; kann man dies zusammenfassen als
Ew[Tl] =1+po+ pOEaflw[Tl]'

Bildet man nun den Erwartungswert iiber w und fasst zusammen, erhéilt man, dass (E,[r]) =
1/vq, was den Beweis beendet. O

Bemerkung 4.5.7. Aus dem letzen Teil des Beweises von Lemma 4.5.6 kann man leicht auch
ohne Kenntnis des Prinzips Grofler Abweichungen das fast sichere Gesetz der Groflen Zahlen
von Abschnitt 4.5.1 einsehen und die Drift v, in (4.5.4) identifizieren: Man erhélt aus der
Verschiebungsinvarianz der Umgebung, dass (E,,[17%]) = (Ew[m1]) = 1/va mit v, wie in (4.5.4),
und aus dem Beweis von Lemma 4.5.5 ersieht man, dass k — T} asymptotisch die Umkehrfunk-
tion von n +— X, ist. Daraus erhélt man, dass <Ew[%Xn]> — Uq. (Eine direkte Berechnung des
letzten Erwartungswertes scheint schwieriger, da der Erwartungswert des i-ten Schrittes ja vom
Aufenthaltsort der Irrfahrt zum Zeitpunkt i abhéngt.) &

Bemerkung 4.5.8. Der Beweis von (4.5.9) wird mit Hilfe einer zu (4.5.11) analogen Formel
gefiihrt, und wir werden die beiden Formeln benutzen, um die Momenten erzeugenden Funktio-
nen zu identifizieren. Aus (4.5.11) und der Unabhéngigkeit von 7% und 7** erhalten wir

Lo)p(rw),  r<0we(0,1)%  (45.12)

o(r,w) =E, [e”l] =wpe" + (1 —wp)e"p(r,o”
In der selben Weise erhalten wir fiir die gespiegelte Version ¢:
P(r,w) = B[ s, coy] = (1 = wo)e” +woe" 3(r,00)@(r,w), 7 <0,we (0,1)%

Kombiniert man diese beiden Beziehungen und fasst zusammen, erhélt man

/00@(7‘7“}) _ 1- 90(7‘7‘*})(:0/(7“7 U“))
g(r,w)  1=o(r,o w)o(rw)

Wir sehen, dass Zahler und Nenner der rechten Seite die gleiche Verteilung haben. Nun gehen
wir {iber zum Logarithmus und zum Erwartungswert beziiglich w und wissen, dass dann die
rechte Seite verschwindet. Das impliziert die Behauptung in (4.5.9). &

Nun kénnen wir die Ratenfunktion J, die Legendre-Transformierte von log A, besser verste-
hen:
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Korollar 4.5.9 (Analyse von J). Die Funktion J in (4.5.7) ist analytisch, strikt fallend und
strikt konvex in (1,1/vy) und stetig in [0,1/v,] mit J(0) = (log(1 + po)) und J(1/vy) = 0.
Ferner ist J = 0o in (—oo,1) und J =0 in [1/vy,0). Insbesondere sind die Niveaumengen von
J nicht kompakt, aber abgeschlossen.

Den Beweis lassen wir als eine elementare Ubungsaufgabe. (Fiir die Identifikation von J(1)
betrachte man das Ereignis {7}, = k}.) Mit Hilfe von Korollar 4.5.9 kénnen wir nun auch den
Beweis von Satz 4.5.1 vervollstindigen: Fiir € (vq,1) kann man das Variationsproblem in
(4.5.10) 16sen, denn das Supremum iiber r wird in einem r(f) € (—o00,0) angenommen, das
durch die Gleichung

2= S log A(r(0) (4.5.13)
charakterisiert wird. Dann erhélt man, dass I(6) = r(0) — 6log A(r(#)), sowie durch Ableiten
I'(0) = —log A(r()) und I"(0#) = —r'(0)/6. Dass daraus die in Satz 4.5.1 behaupteten Eigen-
schaften folgen, liest man leicht von Lemma 4.5.6 ab. Fiir die Identifikation der Werte von (1)
und I(—1) betrachte man die Ereignisse {X,, = n} bzw. {X,, = —n}.

4.5.5 Vergleich mit der gewohnlichen Irrfahrt

Wir méchten die Groflen Abweichungen aus Satz 4.5.1 vergleichen mit den fiir die gewthnliche
Irrfahrt auf Z, die mit einer gewissen festen Wahrscheinlichkeit zum linken bzw. rechten Nach-
barn springt. Dazu benétigen wir zunéchst eine weitere analytische Eigenschaft der Funktion A
aus (4.5.8).

Lemma 4.5.10. Wir setzen n = exp(log po). Dann gilt fiir jedes r € (—00,0):

d 1+ nA%(r)
—1 —. 4.5.14
ar 8 Alr) > 1 —nA2(r) (4.5.14)
Beweis. Wir kénnen (4.5.12) mit p; = (1 — wy)/w, umschreiben zu
1
o(r,w) = il (4.5.15)

e™"(1+ po) — pop(r, 0 w)’

Durch Differenzieren nach r und nochmaliger Benutzung von (4.5.15) erhalten wir die Rekur-
sionsbeziehung

d B . d .
—log p(r,w) = 1+ poe(r.w)p(r, o™ w) |1+ —log e(r.0~'w)]

Durch Iteration erhalten wir
0 0

% log p(r,w) =1+2 Z H {pygo(r, a¥w)e(r, oyflw)].

T=—00 Y=2
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Nun bilden wir den Erwartungswert beziiglich w und benutzen die Jensensche Ungleichung:
0

%log A(r)=1+2 i <H [ﬂysﬁ(r, olw)e(r, 0y_1”)>

r=—00 Y==x

0
>1+2 Z exp{

T=—00 y

NE

<log [Pyso(r, a?w)ep(r, C’y*l“’)] >}

xT

0
=142 Z exp {(1 + |z]) [<1OgPO> + 2log /\(7’)]}

T=—00

0 @ N2 (r
1z 3 )] =

T=—00

Die Ungleichung ist strikt, da « nichtdegeneriert ist. O

Wir vergleichen nun mit der Néachstnachbarschaftsirrfahrt mit konstanter Drift %Z, wobei
n € (0,1] ein Parameter ist. Also sind p, = 7 und w, = 1/(1 + ) fiir jedes = € Z fur diese
Irrfahrt, und wir bezeichen mit A, r, und I, die Objekte vom Ende des Abschnitts 4.5.4 fiir

diese Irrfahrt. Der symmetrische Fall ist der Fall n = 1.
Lemma 4.5.11. Sein = exp(log po). Dann gilt I'(0) > I,(0) fir jedes 6 € (va,1).

Beweis. Fiir )\, statt A ist die Ungleichung in (4.5.14) eine Gleichung, wie man dem Beweis von
Lemma 4.5.10 entnimmt und auch leicht explizit nachrechnen kann. Wir erinnern uns, dass r(0)
definiert ist durch (4.5.13). Also bekommen wir aus Lemma 4.5.10:

L+ A0 (ry(0) ) 1 ) 1+ nA*(r(0))
T2 (8] nA%(rZ(H)) = [log Ay)'(ry(0)) = 7 = [log A'(r(0)) > T— 52 2 (6))

Also folgt A(r(0)) < Ay(ry(0)). Wegen I'(§) = —log A(r(6)) erhalten wir die Behauptung des
Lemmas. U

Also sind Abweichungen nach rechts im zufélligen Medium ‘teurer’ (d. h. haben exponentiell
geringere Wahrscheinlichkeit) als im homogenen, denn die Ratenfunktion fiir die Irrfahrt in
zufilliger Umgebung liegt strikt oberhalb der fiir die Irrfahrt mit konstanter Drift %Z, wobei
n = exp(log pg). Eine Interpretation ist dhnlich der von Satz 4.5.1: In zuféllig auftretenden
langen Teilintervallen, in denen die Drift nach links zeigt, verliert die Irrfahrt viel Zeit und hat

es schwerer, die Durchschnittsdrift nach rechts zu realisieren.

4.6 Warteschlangen

In diesem Abschnitt betrachten wir extreme Lingen von Warteschlangen bzw. die Bewiltigung
eines extrem groflen Arbeitsanfalls an einem Schalter. Wir benutzen Methoden, die dem Satz von
Cramér und seinem Beweis sehr dhnlich sind. Das Folgende ist dem Buch [GOWO04] entnommen.

4.6.1 Begriffe und Fragestellungen

Wir betrachten eine Warteschlange an einem Schalter, an dem zu diskreten Zeitpunkten zuféllig
eintreffende Arbeit anféillt und ein zufélliger Teil davon abgearbeitet wird. Unsere Grundannah-
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men sind, dass die erwartete eintreffende Arbeit kleiner ist als die Arbeit, die abgebaut werden
kann. Auflerdem werden wir meist voraussetzen, dass zum Zeitpunkt —oo die Warteschlange
sich zu entwickeln begann, und wir betrachten sie zum Zeitpunkt Null. Natiirlich kénnen die
Begriffe ‘Arbeit’ und ‘Schalter’ auch durch andere Interpretationen ersetzt werden, etwa durch
die Anzahl von Autos vor einer Ampel.

Fiir t € Z sei Ay der Betrag der Arbeit, der im Zeitintervall (¢ — 1,¢] am Schalter ein-
trifft, dann heit (A;)iez der Ankunftsprozess. Ferner sei Cy die Arbeit, die zum Zeitpunkt ¢
vom Schalter abgebaut werden kann, dann nennt man (C)ez den Arbeitsprozess oder auch den
Kundenprozess, da Cy auch als die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ bedienten Kunden interpretiert
werden kann. Wir werden mindestens annehmen, dass jedes A; und jedes C; reellwertige Zufalls-
grofen mit endlichen Erwartungswerten sind und dass die Folgen (A¢)icz und (Cy)iez stationér
sind. (Meist werden wir allerdings C; = C fiir eine Konstante C' € R voraussetzen.)

Sei Q; die Liange der Warteschlange am Schalter zum Zeitpunkt ¢ € Z. Dann sieht man
leicht, dass die folgende Rekursionsformel erfiillt ist, die Lindley-Rekursionsformel:

Q= (Qu1+ 4 —Cy) t€Z, (4.6.1)

wobei zy = max{x, 0} der Positivteil ist. Da uns nur die Lénge der Schlange interessiert, kénnten
wir auch die Einfliisse des Ankunfts- und des Arbeitsprozesses zusammenfassen, indem wir X; =
A; — Cy setzen oder auch Cy; = 0, aber wir behalten die Notation bei, um weiterhin die Intuition
einsetzen zu kénnen.

Damit die Rekursion in (4.6.1) die Folge der @Q; eindeutig festlegt, muss man Randbe-
dingungen, besser: Start- oder Endbedingungen, stellen. Wir werden fordern, dass zu einem
negativen Zeitpunkt —7' die Warteschlange leer ist, also Q_7 = 0 gilt, und wir werden die
Lénge der Schlange zum Zeitpunkt Null betrachten, also @g. Durch Iteration der Rekursi-
onsformel (4.6.1) erhalten wir unter der Annahme @_7 = 0 leicht fiir jedes i € Ny, dass
Q-74i =max’_y(A_pi1 + A 7o+ -+ A_1is) gilt, wobei wir hier C; = 0 gesetzt haben. Sei

Si=A_ 1+ A_yo+--+ Ay, teN wobei Sy = 0,

die im Zeitintervall (—t,0] anfallende Arbeit. Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden
annehmen, dass C; = C eine Konstante ist. Dann sieht man, dass gilt:

O r=0 = Q= miz%c (Ss — Cs). (4.6.2)

Nun sehen wir, dass man leicht T' — oo gehen lassen kann und wegen der Monotonie einen
wohldefinierten Grenzwert erhélt: Falls die Schlange zum Zeitpunkt —oo leer ist, hat sie zum
Zeitpunkt Null die Lange
Qo = sup (Ss — Cs) € [0, 00]. (4.6.3)
s€Np
Allerdings kann Qg = oo mit positiver Wahrscheinlichkeit sein, und nun stellen wir eine Bedin-
gung, die dies verhindert: Unter der sogenannten Stabilitdtsbedingung

E[4)] < C (4.6.4)

gilt Qo € R fast sicher. Denn nach dem Ergodensatz gilt dann lim,_, o (Ss—C's) = lim,_, s(%SS—
C) = lim,_ s(E[Ap] — C) = —oo fast sicher, und daher ist das Supremum in (4.6.3) endlich
und sogar ein Maximum.
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Bemerkung 4.6.1. Natiirlich kénnen wir analoge Formeln auch fiir die Lénge der Schlange zu
jedem beliebigen festen Zeitpunkt aufstellen. Und wir kénnen auch als Startwert zum Zeitpunkt
—o00 jeden anderen Wert r € R wihlen. Man kann zeigen, dass, wenn (A¢)icz nicht nur stati-
onér, sondern sogar ergodisch ist und (4.6.4) gilt, auch der Warteschlangenprozess stationédr und
ergodisch ist und nicht vom Startwert abhéngt. Um dies einzusehen, zeigt man zunéchst, dass
gilt:

Qr=r = Q= rgljz%((ss —Cs)V (r+ Sy —CT).

Insbesondere hat die Linge der Schlange zu jedem Zeitpunkt die selbe Verteilung. &
Wir werden die zwei folgenden Fragen betrachten:

1. Was sind die asymptotischen Abfallwahrscheinlichkeiten der Ereignisse, dass die Lénge der
Schlange zum Zeitpunkt Null extrem grofl wird? (Das ist also die Frage nach den ‘oberen
Schwinzen’ der Zufallsgrofie Qp.)

2. Wenn wir eine groflie Anzahl N von Quellen unabhéngig ankommender Arbeiten haben
und unser Schalter auch einen Betrag von NC davon pro Zeiteinheit abarbeiten kann,
was sind die asymptotischen Abfallwahrscheinlichkeiten des Ereignisses, dass die Léange
der Schlange zum Zeitpunkt Null grofler als ein gegebener Wert ist, fiir N — oo?

Wir werden die erste Frage in Abschnitt 4.6.2 behandeln und die zweite in Abschnitt 4.6.3.
Es wird sich herausstellen, dass die beiden Antworten mit einander sehr eng verwandt sind.

4.6.2 Liange der Schlange

In diesem Abschnitt behandeln wir die ‘oberen Schw#nze’ von g, also die Wahrscheinlichkeiten
P(Qo > q) fiir ¢ — oo. Wir setzen zunéchst voraus, dass der Ankunftsprozess (A;)icz sogar aus
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgrofien besteht. Also ist (Ss — C's)sen, eine in 0
startende Irrfahrt auf R, die wegen der Stabilitdtsbedingung in (4.6.4) eine negative Drift hat.
In (4.6.3) sehen wir, dass Q¢ das Maximum einer nach —oo driftenden Irrfahrt ist. Wir werden
sehen, dass die Wahrscheinlichkeiten P(Q( > ¢) sogar exponentiell in ¢ abfallen, und wir werden
die Rate identifizieren.

Bemerkung 4.6.2 (Subadditivitit). Unter der Benutzung der starken Markoveigenschaft
sieht man leicht, dass die Folge (—log P(Qo > q))qe[om) subadditiv ist, d. h. dass fiir alle g1, ¢2 €
[0, 00) gilt:

]P’(max(SS —-Cs) > ql)]P’(max(SS —-Cs) > qg) < P(maX(SS -Cs)>q + qg). (4.6.5)
seNp s€Np s€Np

Der Beweis ist intuitiv einfach: Man heftet eine zweite, unabhéngige Kopie der Irrfahrt an die
erste zum Zeitpunkt 77 = inf{s € N: S; — Cs > ¢1} an und betrachtet sie, bis sie selber um
mindestens ¢o Einheiten gewachsen ist. Die zusammengeheftete Irrfahrt hat dann den Wert
q1 + qo erreicht oder iiberstiegen.

Um Trivialitditen auszuschliefen, setzen wir voraus, dass das Ereignis {Ag > C'} positive

Wahrscheinlichkeit besitzt, sonst wire ndmlich —log P(Q¢ > ¢) = —oo fiir jedes ¢ > 0. Aus dem
Subadditivitatslemma 1.3.3 haben wir also die Existenz des Grenzwertes

1 1
lim —logP(Qo > q) = sup —logP(Qo > q) € (—0o0,0].
9= q q€[0,00) 4
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Unter der Zusatzvoraussetzung, dass die Irrfahrt (S5 — C's)gen, nur in Z lebt und ‘halb-
stetig von unten’ ist, also dass positive Schritte nur die Grole Eins haben konnen, ist die Folge
(log P(Qo > q))qen sogar additiv. Der Grund ist, dass der Zwischenwertsatz erfiillt ist: Wenn das
Maximum den Wert g1 + g2 erreicht oder iibersteigt, dann hat sie zum Zeitpunkt 73 ezakt den
Wert g1. Durch Aufteilung der Irrfahrt an diesem Zeitpunkt und Ausnutzung der Unabhéngigkeit
der beiden Stiicke erhilt man, dass auch ‘<’ in (4.6.5) gilt, also Gleichheit. Also hat Qg eine
geometrische Verteilung. &

Nun identifizieren wir die oberen Schwénze von Qg im Fall, wo (A4;); unabhéngig und iden-
tisch verteilt ist.

Satz 4.6.3 (Obere Schwinze von Qg). Die Kumulanten erzeugende Funktion A(0) =
log E[e?40] sei endlich fiir jedes & € R, und es gelte die Stabilititsbedingung (4.6.4). Dann
gilt fiir jedes g > 0

1
llim 7 log P(Qo/l > q) = —1(q), (4.6.6)
wobei
I(q) = inf tA*(C + q/t), (4.6.7)
t€[0,00)

und N* ist die Legendre-Transformierte von A.

Bemerkung 4.6.4. (i) Aquivalent zur Giiltigkeit von (4.6.6) fiir jedes ¢ > 0 ist die Aussage
limg o0 % logP(Qo > q) = —I(1). Natiirlich ist I linear, und im Beweis werden wir sehen,
dass I(1) = sup{f € (0,00): A(f) < CO}. Falls esssup(A4p) < C, so gilt I(1) = oo, siche
auch Lemma 1.4.1. In diesem Fall wire P(Qo > ¢) = 0 fiir jedes ¢ € [0, 00).

(ii) In der selben Weise, wie wir das volle Prinzip Grofler Abweichungen im Satz 2.2.1 von
Cramér aus der Aussage im Satz 1.4.3 folgerten, konnen wir hier auch die Folgerung ziehen,
dass o/l auf der Skala [ fiir [ — oo ein Prinzip Grofler Abweichungen mit Ratenfunktion
1 erfiillt.

(iii) Wie in Satz 2.2.1 kann die Voraussetzung, dass A auf ganz R endlich ist, abgeschwicht
werden zur Endlichkeit in einer Umgebung der Null, siche Bemerkung 1.4.4(iv).

<

Beweis von Satz 4.6.3. Der Beweis lehnt sich stark an den Beweis des Satzes 1.4.3 an. Diesmal
fangen wir mit dem Beweis der unteren Schranke in (4.6.6) an. Fiir jedes t € [0, 00) haben wir
die Abschitzung

P(Qo > lq) =P(Ju € N: S, — Cu > lg) > P(Spy — CJ[lt] > lg).

Die Schritte der Irrfahrt (S5 — Cs)sen, besitzen die Kumulanten erzeugende Funktion 6 —
A(0) — C0, und deren Legendre-Transformierte ist x — A*(C' +x). Mit der Substitution k = [It]
erhalten wir also aus der unteren Schranke in (1.4.4):

1 1
lilminf 7 log P(Qo/l > ¢) > tliminf B logP(Ss — C's > kq/t) > —tA*(C + q/t),

und nach Ubergang zu SUPyc[,00) 18t die untere Schranke in (4.6.6) bewiesen.
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Um die obere Schranke in (4.6.6) zu zeigen, benutzen wir — nach einer kleinen Vorbereitung
— die exponentielle Tschebyscheff-Ungleichung wie in (1.1.2) und erhalten:

P(Qo > lg) = IP’( sup (S; — Ct) > lq) < Z P(S; — Ct > 1q) < e % Z et (A6)=C0)
t€No teNg teNp

fiir jedes # > 0. Damit die rechte Seite nicht divergiert, miissen wir A(6) < 6C' voraussetzen.
Dann ist die rechte Seite gleich e~% Mal eine Konstante, und wir erhalten die Abschiitzung
lim sup;_, % log P(Qo/l > q) < —qb, insgesamt also

1
lim sup 7 log P(Qo/l > q) < —gsup{f > 0: A(0) < 0C}. (4.6.8)

l—o0

Nun miissen wir noch zeigen, dass

gsup{f > 0: A(9) < 60C} > i[{)lf )tA*(C +q/t). (4.6.9)
te€|0,00

Die Menge, iiber die auf der linken Seite das Supremum gebildet wird, ist nicht leer, da A(0) = 0
und A’(0) = E[Ag] < C. Wir diirfen annehmen, dass die linke Seite endlich ist, also gleich
qf* mit einem 0* € (0,00), das A(6*) = CO* erfiillt. Wegen Konvexitidt von A gilt A(0) >
CO* + N (0*)(0 — 6*) fiir jedes § € R. Wir schreiben die rechte Seite von (4.6.9) aus und setzen
diese Ungleichung ein. Da das Argument in A* grofler als E[Ag] ist, konnen wir das Supremum
iiber 0 € R einschriinken auf das Supremum iiber 6 € (0, 00) und erhalten

inf tA*(C +q/t)= inf su 0(g+ Ct) —tA(0
JnftA*(C + /1) temm)m&)( (q+Ct) — tA(0))

< inf O(q+t(C — AN(O))) +to* (N (6" = C)).
_tel[&OO)eeS(lolEo)< (q ( ( ))) ( v )>

(4.6.10)

Das Supremum iiber 6 ist gleich t0*(A’(6*) — C'), wenn ¢+ ¢(C' — A’(6*)) < 0 und gleich co sonst.
Also ist die rechte Seite von (4.6.10) gleich
inf t0* (A (6) - C).
te[0,00): g+t(C—A’(6*))<0
Da die strikt konvexe Funktion A die Gerade 6 — C#6 von unten in 6* schneidet, gilt A’(6*) > C.
Also ist die Bedingung g + t(C' — A’(6*)) < 0 dquivalent zu t > ¢/(A'(0*) — C). Also wird das

Infimum im letzten Display in ¢t = ¢/(A’(6*) — C') angenommen und hat den Wert ¢f*, womit
(4.6.9) bewiesen und der Beweis des Lemmas beendet ist. O

Bemerkung 4.6.5. Aus dem Beweis wird klar, dass fiir grofie [ approximativ gilt:

IP’(sup(SS —Cs) > lq) ~ supP(Ss — C's > lq) = P(S; — Clt > lq),
seN seN

wobei t € (0,00) der Minimierer in (4.6.7) ist. Das heifit, die wahrscheinlichste Zeit, an dem
die negativ driftende Irrfahrt ihr extrem grofles Maximum lq erreicht, ist It, wobei ¢ durch ein
Variationsproblem gegeben ist. <&
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Beispiel 4.6.6. Wenn C' = 1 und Ay = 2 mit Wahrscheinlichkeit p € (0, %) und Ag = 0 sonst,
so ist (S5 — Cs)sen, die Néachstnachbarschaftsirrfahrt auf Z mit negativer Drift 2p — 1. Nach
Bemerkung 4.6.2 hat ¢ eine geometrische Verteilung, und es ist nicht schwer zu sehen, dass fiir
jedes q € Ny gilt: %bg P(Qo > q) = —log %.

Auf der anderen Seite hat man A(f) = log(1 — p + pe??) und kann daher auch die Funktion
I in (4.6.7) leicht auswerten:

14+ +/1—4p(1 — 1-
I(1) = sup{f € (0,00): log(1 — p + pe?’) < 8} = log - 2pp( p)zlog pp.

<

Bemerkung 4.6.7 (Allgemeinere Ankunftsprozesse). Wir kénnen uns von der starken
Voraussetzung, dass (A¢)wez eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgroen ist, frei
machen, indem wir statt den Satz 1.4.3 von Cramér den Satz 3.4.4 von Gértner-Ellis benutzen.
Hinreichend fiir die Giiltigkeit von (4.6.6) sind die Voraussetzungen, dass (A;)icz stationér ist
mit E[4g] < C und dass der Grenzwert A(6) = limy_., + log E[e?"] fiir § in einer Umgebung der
Null existiert und dort differenzierbar ist und dass E[e?t] < oo fiir alle ¢ > 0, falls A(#) < C¥.
Der Beweis dieser Aussage (siche [GOWO04, Theorem 3.1]) ist d&hnlich dem Beweis von Satz 4.6.3,
tatsdchlich ist der Beweis der unteren Schranke identisch. <

Bemerkung 4.6.8 (Funktionale Prinzipien Grofier Abweichungen). Das Ergebnis von
Satz 4.6.3 kann iiber das Kontraktionsprinzip (Satz 3.1.1) auch aus einem funktionalen Prinzip
Grofler Abweichungen gewonnen werden. Wir skizzieren hier die Idee; die zweite Hélfte von
[GOWO04] behandelt sie ausfiihrlich.

Wir betrachten den reskalierten Prozess

1

SO = (S(l)(t))te[o,oo) - (75Wﬂ)i€[0700)

fir | — oo. (An Stelle der Treppenfunktion kénnen wir auch den Polygonzug wéhlen, siehe

(3.2.2).) Wir kénnen Qo in (4.6.3) als eine Funktion von S® sehen, also Qo ~ ®(S™) mit

(f) = supsejo,o0) (f(t) — C1) fiir Funktionen f: [0,00) — R, wobei wir hier die Effekte beim

Ubergang von Treppenfunktionen auf lineare Funktionen vernachléssigen. Fiir { > 0 haben wir
dann

O(SY) = sup <l

t€[0,00) !

St — Ct) R~ % sup (Ss — C's) = %‘1)(5(1)) = %QO.
s€Np

Wenn man ein Prinzip Grofler Abweichungen fiir S® fiir [ — oo hitte mit einer Ratenfunktion

J auf einem geeigneten Raum von Funktionen [0,00) — R und wenn sich ® auf diesem Raum

als stetig erwiese, dann wéire Satz 4.6.3 eine direkte Folgerung dieses Prinzips, zusammen mit

dem Kontraktionsprinzip, und man hétte die Formel I(q) = inf ;. g(p)—¢ J(f)-

In dem Fall, wo der Ankunftsprozess (A¢)icz unabhéingig und identisch verteilt ist, liefert der
Satz 3.5.6 von Mogulskii auch tatséchlich ein geeignetes Prinzip, siehe auch Bemerkung 3.2.7.
Die Frage der Stetigkeit von ® wird in [GOWO04, Ch. 5] erortert. &

4.6.3 Ein Schalter mit vielen Quellen

Hier betrachten wir die zweite am Ende von Abschnitt 4.6.1 gestellte Frage. Wir haben nach
wie vor einen einzigen Schalter, diesmal aber eine grofle Anzahl N von Quellen, aus denen
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unabhéngig und zufillig jeweils Arbeit an den Schalter heran getragen wird. Wir haben also
eine unabhiingige, identisch verteilte Familie (A®);cy von Ankunftsprozessen A® = (A{)ycz.
Wir setzen voraus, dass jeder Ankunftsprozess stationér ist und dass jede Variable Afti) einen
endlichen Erwartungswert besitzt, der natiirlich nicht von 7 oder ¢ abhéngt. Die im Zeitintervall
(t — 1,0] am Schalter eintreffende Arbeit betrigt also

N
SV =30 (A% + AV 4+ AP), tEN,  wobei S =0,
i=1

Wieder setzen wir die Stabilitdtsbedingung voraus, also E[Ag)] < C fiir jedes i € N. Der Ar-
beitsprozess (Ct)iez wird diesmal als Cy = C'N vorausgesetzt, damit der Schalter eine Chance
bekommt, die anfallende Arbeit auch langfristig zu bewéltigen. Die Linge der Warteschlange
zum Zeitpunkt Null ist also
) = S™N) _ CNt).
@ = e (S )

Hier interessieren wir uns fiir die logarithmische Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten IP’(QE]N) >
Ngq) fiir N — oc.

Bemerkung 4.6.9 (Abstrakte Losung). Im Lichte der Bemerkung 4.6.8 konnen wir folgende
abstrakte Losung des Problems anbieten. Mit dem dort definierten @ gilt £Q" = ®(£5™). Da
%S (M) als Mischung von unabhiingig identisch verteilten Zufallsgrofen nach dem abstrakten Satz
von Cramér (oder auch nach dem Satz 3.4.4 von Gértner-Ellis) ein Prinzip Grofler Abweichungen

erfiillt, sollte man iiber das Kontraktionsprinzip auch fiir %QBN) ein Prinzip erhalten.

Diese Idee wird in [GOWO04, Ch. 5] verfolgt, aber wir prisentieren hier eine Losung, die auf
ghnlichen Methoden wie der Beweis von Satz 4.6.3 basiert. &

Wir definieren A4(0) = log E[eest(l)] € (—o0,00] fir € Rund ¢t € N.

Satz 4.6.10. Es gelte A¢(0) < oo fiir alle t € N und fiir alle 0 in einer Umgebung der Null. Fer-
ner sei der Grenzwert A(6) = limy_.oo TA¢(0) endlich und differenzierbar in dieser Umgebung.
Auperdem sei die Stabilititsbedingung E[AJ] < C' erfiillt. Dann gilt fiir jedes q € (0,00)

1 1
—I(g+) < liminf —logP(Q§" > Nq) < limsup — logP(Q" > Nq) < —I(q),  (4.6.11)
N—oo N N—oo N

wobet _
I(q) = }ngI A (g+ Cv), (4.6.12)

und A} ist die Legendre-Transformierte von A;.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die untere Schranke in (4.6.11). Fiir jedes ¢t € N haben wir

PQE” > No) = P(sup (%sgm —Cs) > q) 2 P(§S1" > g+ C1).

seN

Nun wenden wir die untere Schranke im Satz 3.4.4 von Géartner-Ellis an und erhalten

1
liminf —logP(Q\Y > Nq) > — inf A} =—A} Ct
fninf 17 logP(Qg " > Ng) = — inf A; i(q+Ct+),
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da A} auf (¢ + C't,00) monoton steigend ist. Ubergang zum Supremum iiber alle t+ € N ergibt
die untere Schranke in (4.6.11).

Nun beweisen wir die obere. Wir schatzen ab

1 &
P(Qy” > Ng) = P(ing (F57=Ct) > a) <3 P(FSY > q+0t)+ Y P(F8" > g+Ct).
t=0 t>to

Nach dem Prinzip der exponentiellen Rate von Summen (siche Lemma 1.3.1) ist also die gesuchte
Rate von IP’(Q(ON) > Ngq) nicht grofer als das Maximum iiber die (¢4 1) Raten der Summanden in
der ersten Summe und der Rate der Restsumme. Fiir ¢ € {0,...,¢o} haben wir nach Satz 3.4.4:

1
li —logP(LS™) > Ct) < — inf Af=—A" Ct).
m sup - log (5" >q+Ct) < ot A f(g+Ct)

Wenn wir nun noch zeigen, dass die Restsumme vernachléssigt werden kann, genauer: dass gilt:

1
lim limsup N log Z ]P’(%SEN) >q+ Ct) = —o00, (4.6.13)

tp—00 N 00 i~

dann ist der Beweis der oberen Schranke perfekt. Um (4.6.13) zu zeigen, benutzen wir die
exponentielle Tschebyschev-Ungleichung wie in (1.1.2): Fiir jedes 0 € (0, 00) gilt

STP(LSN s g+ ) < 3 e MO R8s = § e NBarCn-Ao)], (4.6.14)

t>to t>to t>to

wobei wir ausnutzten, dass SEN) die Summe von N unabhéingigen Kopien von Sél) ist. Wir
argumentieren nun, dass wir 6 so wihlen kénnen, dass der Exponent fiir alle geniigend grofien
t € N nicht grofler ist als —@dt fiir ein geeignetes 6 > 0.

Da A; bei Null endlich ist und wegen der Stabilititsannahme haben wir 2A}(0) = 1E[S{"] =
E[S{"] < C fiir jedes ¢t € N. Ferner gilt limgo §A(6) = A’(0) = limy_.o TA}(0) = E[S{"] < C,
wobei wir benutzten, dass die konvexen Funktionen %At in einer Umgebung der Null differen-
zierbar sind und fiir ¢ — oo konvergieren und ihre Ableitung in Null ebenfalls. Also gibt es ein
> 0 und ein § > 0 mit A(f) < 6(C — 25). Wegen lim¢_.o A;(0) = A(9) gilt fiir alle gentigend
groflen ¢t noch A4(0) < t(A(f) + 00), also haben wir fiir den Exponenten auf der rechten Seite
von (4.6.14):

[0(q + Ct) — A(8)] > 6Ct — t(A(6) + 66) > OCt — t(6(C — 26) + 60) = O4t.

Dies setzen wir in (4.6.14) ein und erhalten

1 (V) Nosr . € 1000 +D)
D P(xSY >q+Ct) <y e e

t>to t>to

und damit also

1
lim sup — log Z P(£5Y) > g+ Ct) < —06(to + 1),
N—oo N

was den Beweis von (4.6.13) beendet. O
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