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Klausur ”Lineare Algebra 17
am 31.03.2011 bei Prof. Dr. B. Fritzsche

Bezeichne N die Menge aller positiven ganzen Zahlen, R die Menge aller reellen Zahlen und C die Menge aller
komplexen Zahlen. Fiir jede nichtleere Menge X und alle positiven ganzen Zahlen p und ¢ bezeichne XF*9 die
Menge aller p x ¢g-Matrizen mit Eintrigen aus X. Des Weiteren sei X7 := X?*! fiir jede nichtleere Menge X. Fiir
jedes p € N und jedes ¢ € N bezeichne 0,y die zu CP*? gehdrige Nullmatrix und fiir jedes p € N sei I, die zu CP*P
gehorige Einheitsmatrix.

1. Seien X,Y und Z nichtleere Mengen sowie ¢ : X — Y und ¢y : Y — Z.

(a) Begriinden Sie, dass gilt: Falls ¢ und 1 surjektiv sind, ist auch 1 o i surjektiv. {2 Punkte)

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir X, Y, Z sowie ¢ und ¢ dafiir an, dass 1 o surjektiv ist, aber ¢ nicht surjektiv

ist (ohne Begriindung). {2 Punkte)

2. Sei
1l =z 9% 2
D = R**2 . R.
{(o 3)errieen)
Beweisen Sie, dass D beziiglich der Matrizenmultiplikation eine kommutative Gruppe bildet. (5 Punkte)

3. Seien K ein Koérper und V ein K-Vektorraum.
(a) Definieren Sie den Begriff eines Unterraumes von V. (1 Punkt)
(b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass eine Teilmenge U/ von V ein

Unterraum von V' ist. (3 Punkte)

4. Untersuchen Sie, ob folgende Vektorsysteme vy, vq,vs ein Erzeugendensystem oder sogar eine Basis des K-
Vektorraumes V bilden:

(8) K=R, V = R?; vl—(é>,uz—(3,v3—<fl>.

i 0 0
M) K=C,V=C%uv=(0),nu=|1},vs=1{0
0 0 2
; 11 1 0 1 2
» = 7 = 2x2. = = . = o
(c) K=R, V =R?**%3 (2 1),@2 (1 1),1}3 (3 1)
Begriinden Sie lhre Antwort. (5 Punkte)
5. Seien K ein Korper und m € N sowie V' ein K-Vektorraum mit dimg V' = m. Geben Sie die Menge M aller
der positive ganzen Zahlen n an, fiir die es ein linear unabhéngiges System vy, va, ..., v, von nn Vektoren aus
V' gibt. Begriinden Sie Ihre Antwort. (3 Punkte)
1 1 5
6. Sei V der R-Vektorraum R®. Bezeichne U := spang 21, (1], 7
o i )
(a) Bestimmen Sie dimpg 7. Begriinden Sie Thre Antwort. (2 Punkte)
3
(b) Weisen Sie nach, dass der Vektor v:= | 5 | zu U gehort. (1 Punkt)
3
(¢) Geben Sie (ohne Begriindung) eine Basis von U an, die den Vektor v enthélt. (1 Punkt)

(d) Geben Sie einen Unterraum Uy von V mit V = U +U; an und begriinden Sie diesen Sachverhalt. Geben
Sie (ohne Begrindung) einen von Uy verschiedenen Unterraum Us von V' an, mit dem V = U + U gilt.
(3 Punkte)

Bitte wenden!
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(a) Berechnen Sie ABB* sowie CC” — 2A. (2 Punkte)
(b) Untersuchen Sie, ob es eine Matrix D € R?*2 mit AD # DA gibt. Begriinden Sie Thre Antwort.
(1 Punkt)

. Seien p,qg € N sowie A € CP*9 und b € CP.

(a) Geben Sie ohne Begriindung eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass das lineare

Gleichungssystem
A 0 b
(quzv I}:q> o (qul)
losbar ist. (1 Punkt)
(h) Begriinden Sie, dass das lineare Gleichungssystem

(e )=o)
= I Ogx1

eindeutig losbar ist. (2 Punkte)

c) Begriinden Sie, dass im Fall, dass I, — AA* invertierbar ist, das lineare Gleichungssystem
g P

(& 7)o
A* Iq qul

genau eine Losung besitzt. (Hinwels: Berechnen Sie das Produkt BCB*, wobei

B:= ( Iy A) und ¢ := (Ip e Opxq)
qu-p Iq OqXP Iq



