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Wichtiger Hinwers:

Alle abgegeben Blétter miissen beginnend mit ”1” liickenlos und ohne Wie-
derholungen numeriert sein. Auf dem ersten Blatt ist auflerdem die An-
zahl der abgegebenen Blétter zu vermerken. Jedes abgegebene Blatt
muB oben mit Name, Matrikelnummer und Nummer der darauf be-
handelten Aufgabe versehen sein. Diese Angaben sowie die Lésungen sind
in gut lesbarer Schrift zu verfassen! Alle Aussagen sind zu begriinden!

Aufgabe 1: Zeigen Sie, da8 die folgenden Polynome in dem jeweils angege-
benen Polynomring irreduzibel sind (X,Y Unbestimmte):

(a) X3 —6X2+12X — 6 € Q[X] 4 Punkte
() X°-2iX?2+1+ie€GX] (G={a+bi]|abeZ}) 5 Punkte
(c) Y4 -3X(X +1)Y + X% -1€QX,Y] (= (QX][Y]) 5 Punkte
Aufgabe 2:

(a) Ist © := v/2 + 7 € R algebraisch oder transzendent iiber Q ? 6 Punkte
Hinweis: Betrachten Sie die Zwischenkérper K := Q(v/2) und L := K (z) = Q(v/2, z)
von R|Q und verwenden Sie, dal K nach Folgerung 3.32 der Vorlesung algebraisch
iiber Q ist. Beachten Sie, dal 7 =2 — y2e L.

(b) Zeigen Sie, daB z := 2 — v/2 € R algebraisch iiber Q ist. Bestimmen
Sie ein Minimalpolynom f € Q[T] von z und berechnen Sie [Q(z) : Q.
5 Punkte



Aufgabe 3:

(a) Gibt es ein Element der Ordnung 14 in Sy 7 3 Punkte
(b) Zeigen Sie, dafl es kein Element der Ordnung 8 in S, gibt. 6 Punkte
Hinweis: Betrachten Sie fiir o € Sy die Zyklendarstellung ¢ =71 - ... - mp, von o mit
paarweise elementfremden r;-Zyklen 7;, i = 1,...,m, und iiberlegen Sie sich, welche

Werte die r; dabei nur annehmen koénnen, s. Bemerkung 1.58.1 der Vorlesung.

(c) Bestimmen Sie alle Untergruppen der Ordnung 2 von S3. Befindet sich
darunter ein Normalteiler von Sz ? 7 Punkte
Hinweis: Beachten Sie, dafl jede Permutation der Ordnung 2 ein Zweierzyklus ist, also
die Gestalt (7,7) mit 4,7 € {1,2,3}, ¢ # 7, hat. Betrachten Sie dann die Permutation
(4,k)(4,7) (4, k)~ € Sy, wenn k so gewshlt ist, daB {i,j, k} = {1,2,3}.

Aufgabe 4: (Zusatzaufgabe) Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:
(a) Sind Uy, ..., U, Untergruppen von G mit [G : U;] < oo fiir alle 1 =

Livwsyttty 80 gt [G 1 (DL NUR) S [G 2] <o« [G 2 Thy|. 4 Prinkie
(b) Sei U Untergruppe von G. Dann ist N := (o gU g~ ! Normalteiler von
G mit N CU. 3 Punkte

(c) Fiir jede Untergruppe U von G mit [G : U] < oo gibt es einen Normal-
teiler N von G mit N C U und Ord G/N < co. 3 Punkte

Gesamtpunktzahl: 40 Punkte + 10 Zusatzpunkte



