Klausur - Algebra 1 21.01.2006

1. Aufgabe
Bestimmen Sie die Grade der folgenden Korpererweiterungen:
(a) QV2+3]|Q,
(b) R[]|R,
(c) Q(T)[i]|Q(T), T Unbestimmte (Q(7T) ist Teilkérper von C(T')).

2. Aufgabe

Zeign Sie, dass folgende Polynome in den jeweils angegebenen Ringen irreduzibel sind
(X,Y seien Unbestimmte):

(a) X*+3X?+6X +3 € Q[X],
(b) X°+ X?Y +2Y € Z[X,Y],

() X3 —(1+1)X +1—-1i€ G[X] (G: Ring der ganzen Gaufschen Zahlen).

3. Aufgabe

Sei R ein euklidischer Ring mit euklidischer Funktion p : R\{0Og} — IN und sei
m :=min{u(r) : € R\{Or}}.
Zeigen Sie, dass z € R* fiir alle z € R\{Og} mit u(z) = m.

4. Aufgabe

Ein Ring R heifit reduziert, wenn nil R = 0, d.h. wenn fiir alle z € R\{Or} und alle
n € IN gilt: 2™ # Og.
Sei R ein Ring und X Unbestimmte. Zeigen Sie:

(a) Ist R reduziert, so ist jeder Unterring von R ebenfalls reduziert.

(b) R ist genau dann reduziert, wenn R[X] reduziert ist.

5. Aufgabe (Zusatzaufgabe)
Sei R ein Ring.

(a) Zeigen Sie, dass R genau dann ein Korper ist, wenn R aufler dem Nullideal {0p}
und den Einheitsideal R keine weiteren Ideale besitzt.

(b) Sei I ein Ideal von R. Zeigen Sie, dass I genau dann maximales Ideal von R ist,
wenn R/I ein Korper ist.
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