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11-A Sei A € KP*P eine Matrix mit Blockdiagonalgestalt, d.h. es gibt ein n € N mit n > 2 sowie p1,...,pn €

N mit > p; = p, sodass in der Blockdarstellung A = (Ajk)?,kzl von A mit gewissen Blocken Aj, €
j=1

KPi*Pr j k € 7y, alle Blocke aufler der Blockdiagonalen Nullblocke sind, d.h., dass Aj, = Oy, «p, fiir

alle j,k € Zq, mit j # k gilt. (Es wird fir A dann auch diag(Aj1,A2,...,A,,) oder diag(Ajj)}’:l

geschrieben.)

(a) Seien rq,...,r, € Nund B = (By;) k=1 eine Blockmatrix mit Blocken By, € KP*™ k € Zy p,1 €

Z1 . Geben Sie eine Blockdarstellung von AB, d.h. von

Bll B12 “ o ]B].'U

. 321 BQQ .« BQ’U
dlag(Alla A227 .. 7Ann) : . . .

B, B.e ... B,

an.

(b) Seien s1,...,8, € Nund C = (Cj) = Lo eine Blockmatrix mit Blécken C;; € K% *Pi, § € Zy 1, j €
j= n

Zj . Geben Sie eine Blockdarstellung von CA, d.h. von

Cll (C12 oo Cln
CQI C22 oo (CQ’I’L .
. . . dlag(All, AQQ, S 7Ann)
(C’rnl CmQ v (Cnm
an.
(c) Zeigen Sie, dass diag(Ai1,Az9,...,A,,) genau dann invertierbar ist, wenn die Matrizen A;; fiir alle

J € Z1,, invertierbar sind, und geben Sie in diesem Fall eine Blockdarstellung von
( diag(An, AQQ, . ,Ann))_l an.

11-B Eine Matrix P aus K?*? heifit Permutationsmatriz, falls es eine Permutation

1 2 -
o= (4,0(1) s2) ... (pzzq)) der Zahlen 1,2, ..., q derart gibt, dass P = (5j,<p(k))3‘,k:1 gilt, wobei dy; das

Kroneckersymbol ist: dg; := 1 fiir K = [ und d; := 0 fiir k& # [. Fir P wird dann ]P’EDQ) geschrieben. Weisen
Sie folgende Aussagen nach:

(a) Bezeichne eYI), e e((zq) die natiirliche Basis von K9. Dann gilt IP’(q) Z eg)j ( (q))
(b) Ist A = ('s1,..., sq) die Blockdarstellung iiber die Spalten einer belieblgen Matrix A € KP*9, so
gilt A]P)(q) = ( SLP(].)? Sgo(2) ey SLP(Q))'
(c) Ist B = ) die Blockdarstellung iiber die Zeilen einer beliebigen Matrix B € K9*", so gilt
Zyp(1)
Zyo(2)
(P(Q))TB —
Zo(q)

(q)

(d) Jede Permutationsmatrix P ist invertierbar und es gilt  (PY)~1 = (PU)HT.

. 1 2 ... q 1 2 ... q .
e) Sind ¢ = ( ) und ¢ = ( ) Permutationen der Zahlen
) o) 92) .. ela) v(1) w(2) . )

1,2,...,q und bezeichnet ¢y die Permutation der Zahlen 1,2,..., q, die durch Hintereinanderaus-

fiihrung der Permutationen ¢ und % entsteht, so gilt IP’S;Z = ]P’(,f])IP’Ef)



(f) Jede Permutationsmatrix aus K9%9 148t sich als endliches Produkt von Elementarmatrizen des Typs
IPE?;C) darstellen.

(g) Die Menge aller Permutationsmatrizen aus K9%? bilden beziiglich der Matrizenmultiplikation eine
Gruppe. Bestimmen Sie die Menge aller g € N, fiir die diese Gruppe abelsch ist.

A
11-C Seien p, ¢ € N sowie A € KP*P, C € K9P und D € K9%9 sowie E := <(C @ﬁ’qu> )

(E wird dann eine untere Blockdreiecksmatriz genannt.)
(a) Weisen Sie nach, dass E genau dann invertierbar ist, wenn A und D invertierbar sind.
(b) Geben Sie im Fall der Invertierbarkeit von E eine Blockdarstellung der zu E inversen Matrix E~! an.

(c) Folgern Sie aus (a) das folgende Resultat (fiir obere Blockdreiecksmatrizen): Seien B € KP*? und

F := ( @A }]IB;) . Es ist F genau dann invertierbar, wenn A und D invertierbar sind. Geben Sie
axp

(mit Hilfe von (b)) im Fall der Invertierbarkeit von F eine Blockdarstellung der zu F inversen Matrix
F~! an.
Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass [E invertierbar ist und bestimmen Sie die Blocke X € KP*P, Y €

X Y
KP*4 W e K9P und Z € K9%9 der Inversen E~! := (W Z)'
11-D Eine (quadratische) p x p-Matrix A = (a;z)} ,—; € KP*? heiit untere (bzw. obere) p x p-Dreiecksmatriz,
falls a;, = 0 fiir alle j,k € Z; , mit j < k (bzw. k < j) gilt. Seien n € N mit n > 2 sowie p1,...,p, € N
n

und p := Y p;. Eine (quadratische) p x p-Matrix A € KP*?P nennt man eine untere (bzw. obere)
j=1

(p1,P2, - - - s pn)-Blockdreiecksstruktur besitzend, falls gilt: Bezeichnet A = (A;x)",_, die Blockdarstellung
von A mit Blocken Aj, € KPi*Pr j k € Zyy, so gilt Ajy = Qp, xp, fiir alle j,k € Z; , mit j < k (bzw.
k < j).

n
Beweisen Sie folgende Aussagen, wobei n € N sowie p1,...,p, € N seien und p := > p; bezeichne:
j=1

(a) Die Menge aller Matrizen aus KP*P mit unterer (pi1,pa,...,pn)-Blockdreiecksstruktur bilden bez.
der Matrizenmultiplikation eine Halbgruppe.

(b) Die Menge aller Matrizen aus KP*P mit oberer (p1,p2, ..., pn)-Blockdreiecksstruktur bilden bez. der
Matrizenmultiplikation eine Halbgruppe.

(¢) Sei A = (Ajk);kzl mit Blocken A, € KPi*Pr j k € Zy,, eine Matrix, welche untere oder obere

(p1,p2, - - -, Pn)-Blockdreiecksstruktur besitzt. Weisen Sie nach, dass A genau dann invertierbar ist,
wenn samtliche Diagonalblocke Aq1, Ago, ..., A, invertierbar sind.
(d) Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus KP*? mit unterer (p1,p2, - . ., pn)-Blockdreiecksstruktur

bilden eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(p, K).

(e) Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus KP*? mit oberer (p1,p2, - .., pn)-Blockdreiecksstruktur
bilden eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(p, K).

(f) Formulieren Sie die Resultate fiir den Spezialfall der unteren (bzw. oberen) Dreiecksmatrizen, d.h.,
wenn p; = 1 fiir jedes j € Zy, gilt.

(g) Machen Sie einen Vorschlag, wie man den Begriftf der oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrix (bzw.
Matrix mit Blockdreiecksstruktur) auf Matrizen aus K?*? verallgemeinern kann.

Hinweis: Gehen Sie fiir den Nachweis von (c¢) und (d) induktiv vor und verwenden Sie Ubungsaufgabe
C. Fiihren Sie die Aussagen (b) und (e) auf (a) bzw. (d) zuriick.

.....

Km+Dx(+1) die Matrizen By, := U A und Cy := AU*. Beschreiben Sie die Wirkung einer Linksmulti-
plikation mit U, (bzw. einer Rechtsmultiplikation mit U, ) mit Worten und stellen Sie ausgehend von
Blockdarstellungen von A die Matrizen By und Cj als Blockmatrizen dar.



