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8-A Es seien die Vektoren x; = ( 1) ,Xg = <1> und x3 = <1> gegeben. Begriinden Sie, dass jeweils zwei

dieser Vektoren eine Basis des R-Vektorraumes R? bilden, und bestimmen Sie fiir jede dieser Basen die
Koordinatenvektoren von x1,Xs und x3.

8B (a) Seien V ein K-Vektorraum mit V' # {0} und (v;),es eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem
v € V eine eindeutig bestimmte Familie (o;);ecs aus K, wobei hochstens endlich viele der «;,j € J,

ungleich dem Nullelement in K sind, derart, dass v .= ) 'a;v; ist. Fir & € J heifit o dann
Jje€J

die k-te Koordinate des Vektors v bzgl. der Basis (v;);es von V. Fiir k € J bezeichne vy, die k-te

Koordinatenfunktion auf V bzgl. der Basis (v;);ecs, d.h., die gemé8 vi(v) := o, definierte Abbildung

v : V — K. Weisen Sie nach, dass fiir alle k € J, alle x,y € V und alle « € K die Gleichungen
Up(x +y) = vi(x) +vp(y) und wvg(ax) = avk(x)

erfullt sind.

(b) Seien ¢ € N und V ein ¢-dimensionaler K-Vektorraum. Des Weiteren sei B = (vi,...,V,) eine
U1 (X)

(geordnete) Basis. Fiir x € V heifit dann der Vektor aus K9 der Koordinatenvektor von x
0g(%)

bzgl. der geordneten Basis B = (v1,...,V,). Zeigen Sie, dass die Abbildung Qg : V — K9, welche
jedem v € V seinen Koordinatenvektor zuordnet, fiir alle x,y € V und alle o, 8 € K die Gleichung
Qplax + By) = aQdp(x) + BQp(y) erfiillt.

8-C Seien U ein Unterraum eines Vektorraumes V iiber einem Korper K und d eine nichtnegative ganze Zahl.
Beweisen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) dimg U =d.
(ii) Es gibt ein linear unabhéngiges System von d Vektoren aus U, wihrend jedes System von d + 1

Vektoren aus U linear abhingig ist.

8-D Seien U ein endlich erzeugbarer Unterraum eines Vektorraumes V' iiber einem Korper K mit U # {0y }.

Bezeichne d := dimg U. Weiterhin seien u1, . .., uq € U. Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) wu1,...,uq ist eine Basis von U.
(ii) w1,...,uq ist ein Erzeugendensystem von U.
(iii) wy,...,uq sind linear unabhéngig.
d
(iv) Fiir jedes u € U gibt es eindeutig bestimmte a1,...,0q € K mit u= ) aju;.
j=1

8-7Z Seien d € Ny und V ein d-dimensionaler K-Vektorraum. Weiterhin sei U ein Unterraum von V. Die
(nichtnegative ganze) Zahl
kodimg (U, V) :=d — dimg U

heifit dann Kodimension von U in V. Ein Unterraum U von V mit Kodimension 1 heifit (lineare) Hyper-
ebene in V. Unterrdume U und W von V heien transversal, falls kodimg (U + W, V) = 0 gilt.

(a) Seien U und W Unterrdume von V. Begriinden Sie, dass U und W genau dann transversal sind,
wenn U + W =V gilt.
(b) Sei H eine (lineare) Hyperebene in V. Begriinden Sie, dass es auBler H und V keinen anderen

Unterraum U von V gibt, der H C U C V erfillt.

(c) Seien Hy und Hjy zwei verschiedene (lineare) Hyperebenen. Zeigen Sie, dass Hy und H transversal
sind und sich in einem Unterraum der Kodimension 2 schneiden, d.h., dass Hy + Hy = V und
kodimg (Hy N Hy, V) = 2 erfiillt sind.



