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Aufgabe 5 (Die Kelvin Transformation).
Fiir u € C?(R") sei

o(x) == |x|2—"u(|52>, z e R"\ {0}.

Zeigen Sie, dass, falls Au = 0, dann auch Av = 0.

Lésung. Schreiben wir v(z) = f(z)u(g(x)), wobei f(z) = |z|>~™, f: R™\ {0},
g:R"\ {0} — R"\ {0}. Die j-Komponent von g ist g;(z) = x;|z|>. Berechnen
wir Av. Wir haben

dv(z) = 8; fuly +fZau dig;
Disv(x) = Oy fulg) +20,f Z 0u(9)dig; + D ij fOk;u(9)D:9x0i9; + D fO5u(9)Dig;
Av = Z diiv ] J
: 9)+2 Z ( Z aifaigj)aju(g) + Z Fojrulg) Z Dign0ig; + Z foju(g)Ag;

= (Af)u( +2Z Vf-Vg;)dulg +Zfajku (Vi - Vg;) +Zf8u )Ag;

J J

= Za u(g {QVf Vy; —i—ngJ] +Zf3kg 9)Var - Vg;j.
7,k

Zu berechnen sind dann: Af, Vf-Vg;, Vi - Vg;, Ag;. Wir haben Af = 0, weil



f (eine Konstante mal) die Fundamentalldsung von A ist. Dann
Vi=(2-n)lz| "«
Vg; = |z|%ej — 22 |z|*2
Vf-Vgj=2—n)z| "z- (|x|726j - 2xj|a:|74x>
= (2 —n)|z[ 7"z
Vi -Vg; = <|:c\*26k — 2ack|a:|*4:£> : <‘$|72€j — 2:Cﬂ$|74l‘)
= |2| %65 — 4|z| Cxpz; + 42| w2y
= |20,
Agj = div(Vyg;)
= div(|x|_26j - 2mj\x|_4a:>
=2(2 —n)|z| " z;
Hier ist §;;das Kronecker-Delta:

1 fallsk=j
Ok = )
0 falls k # j.

Deswegen

Av =" 05u(g) 291 - Vg; + FAg| + 3 fonule) Vi - Vo
J

.k
= Z ;u(g) (2(n —2)|x| "2 — 2(n — 2)|a:|2_"a:|_4xj>
J
+ > Ojulg)la* " x| 65
3ok
= dj5u(g)la| "
J

= (Au) (g(@))]z|7>7" =0,
weil « harmonisch ist.
Aufgabe 6. Sei U C R"™ ein offenes Gebiet.
(a) Falls v und u? harmonisch® auf U sind, dann ist u konstant.

(b) Sei u € C*(By), wobei By = {z € R™ | |z| < 1}. Beweisen Sie, dass u
harmonisch ist genau dann wenn z - Vu(x) harmonisch ist.

Losung. (a) Es gilt
A(u?) = div(V(u?)) = div(2uVu) = 2|Vul* 4 2ulu.

Deswegen, falls Au = A(u?) = 0, erhalten wir |Vu| = 0, d.h. u ist konstant.

2Sjehe Aufgabe 3 fiir die Definition von harmonischen Funktionen.



(b) Es gilt

= Z 8i (&jﬁju + .Ijaiju)
4,J
% i,J

Au + Z (5ij8iju + Jijaiiju
2%
= 2Au + Z x;0;(Au)
J
=2Au+z - V(Au).

Deswegen, falls 4 harmonisch ist, dann ist auch x - Vu harmonisch.

Nehmen wir jetzt an, dass - Vu harmonisch ist. Dann 2Au+2-V(Au) = 0.
Nennen wir f := Au. Wir wissen, dass

2f +Vf=0. (1)

Die PDG (1) gibt uns Informationen iiber die Ableitung von f in den ra-
dialen Richtungen. Sei dann v € R™, |v| = 1 eine Richtung (d.h. ein Vektor
mit Linge 1) und betrachten wir die Funktion g(¢) := f(tv), ¢t € (0,1). Es
gilt
1 g(t
§(0) = Vi) = Vi)t =25t =220 )
weil f die PDG (1) erfiillt. Da ¢ die GDG (2) erfullt7 soll g(t) = A/t%
fiir A € R. Die einzige Moglichkeit ist, dass A = 0. Ansonsten hitten wir
f(tv) = A/t? und, wenn t — 0, f(tv) — f(0) € R, aber g(t) = A/t* — oo,
ein Widerspruch.
Deswegen, fiir alle v € R™, |v| = 1, ist f(tv) = 0, und dann ist f = 0 auf
B;.

Aufgabe 7 (Fundamentallssung).

Sei L = A + ¢ in R3, wobei ¢ € R eine Konstante ist.
(a) Finden Sie alle rotationsinvariante Losungen der Gleichung Lu = 0.
(b) Zeigen Sie, dass

1 3
U(z) = ] cos(v/c|z]), z € R”\ {0}
eine Fundamentallosung des Operators A +c auf R? ist (d.h. zu zeigen ist,
dass, falls f € C2(R3) und u(z) := [z ¥(x — y)f(y)dy, dann u € C?(R?) und
Lu=f).



Aufgabe 8. Sein >3, f € C?(Br(0)) und u = ® x f, wobei ® die Fundamen-
tallosung von A ist. Beweisen Sie, dass falls f rotationsinvariant ist, dann

u(z) = ¢(x) . f(y)dy fiir |z| > R.

Hinweis: zeigen Sie zunéchst, dass u rotationsinvariant ist.

Losung. Beweisen wir zunéchst, dass u rotationsinvariant ist, d.h. fiir alle

xz,2’ € R™, mit |z| = |2/| # 0, gilt u(x) = u(z'). Es existieren vo,...,v, € R",
so dass

T

T V2,4, Un

||
eine orthonormierte Basis von R™ ist. Egal, es existieren v5, ..., v}, so dass

/
xz / /
‘x,‘yv27~- 7Un

eine andere orthonormierte Basis von R™ ist. Sei jetzt O : R™ — R" die lineare
Abbildung definiert durch

T !

EIRArE Vo > Vo Uy VL

Bemerken wir, dass Ox = 2/, da |z| = |2’|. Wir haben
ule) = [ @)1 - )y
(Substitution y' = Oy) = /@(Oy)f(a:’ — Oy)dy

- / B(y) f(a’ — Oy)dy,

weil @ rotationsinvariant ist und O eine Rotation ist. Bemerken wir jetzt, dass
|z’ — Oy| = |Ox —Oy| = |z —yl|, weil O eine Rotation ist, und dann f(z'—Oy) =
f(z —y), da f rotationsinvariant ist. Deswegen

u(a’) = / B(y) f(a — Oy)dy = / B(y)f(z —y) = ulx),

und dann ist u rotationsinvariant.
Beweisen wir jetzt, dass die Formel

u(z) = ¢(z) - fly)dy fir |z| > R.

gilt.

Da u,®, f rotationsinvariant sind, es existieren Funktionen v, ¢, g, so dass
u(z) = v(|z|), ®(z) = ¢(|=|), f(z) = g(|z|), Da u eine Losung von —Au = f ist,
erfiillt v die GDG

" n—1 /
v+ ——v =g
T
auf (0,00). Da supp f C B(0,R), ist ¢ = 0 auf [R,00). Deswegen soll v auf
[R, o) die Form
A
v(r) = +B (3)

T"_Z




haben.
Wir wollen jetzt die Konstanten A, B berechnen. Zunéchst bemerken wir,
dass u(z) — 0 mit & — oco. Namlich, sei z,, — oo eine Folge. Wir haben

lu(zn)| < /B ROy

1

<Clifle- | d
S =L
1

S
171z B(z,,R) |zn| — R

1
< O|fllze mVOI(B(fUm R))

und der letzte Term konvergiert gegen 0, wenn x,, — co. Deswegen auch v(r) —
0 wenn r — co. Da v die Form (3) auf [R, 00) hat, soll B = 0 sein.
Berechnen wir jetzt die Konstante A. Wir wissen dass —Au = f. Deswegen

/ fdx = —/ Audr = —/ div(Vu)dz = —/ Vu(z)-—dS(z)
B(0,R) B(0,R) B(0,R) 9B(0,R) |z|

Wir wissen auch, dass u(x) = v(|z|) und dann Vu(x) = v'(|z|)z/|z|. Deswegen

/ fdx = —/ Vu(x)~£d5’(:c) = —/ v'(R)dS(x) = —v'(R)|0B(0, R)|.
B(0,R) dB(0,R) || dB(0,R)

Auf der anderen Seite, da v auf [R, o0) die Form v(r) = A/r"~?2 hat, haben wir

V(R) = A2 — n) ijl .
Deswegen
A2 =) = /fdx,
Rt |0B(0, R)|
d.h.

A St /fda:

Deswegen hat v auf [R, 00) die Form

o(r) =

n—2

und dann ist u auf R™ \ B(0, R)

T e | J = 0 [ e

Alternative (und kiirzere) Losung durch Mittelwerteigenschaft.
Durch die Mittelwerteigenschaft kann man eine kiirzere 16sung erhalten. Sei

ule) = v(fe]) =




g so dass f(x) = g(|z|). Wir haben

0=/ )iy
B(0, R)
- / ) (0)aS(y)dr
oB(0,r)
(da f rotationsinvariant ist) / —y)dS(y)dr
OB(0 r)
/ / (y)dydr
OB (x 7)
(® ist harmonisch auf B(z, R), da |z| > R) :/ x)|0B(x,r)|dr
= P(x / / dS(y)d
oB(0,r)

— a(x) / / o J@AS @

= ®(x) /B(O’R)f(x)dz.



