UNIVERSITAT LEIPZIG WS2017/18
MATHEMATISCHES INSTITUT

PrOF. DR. LASZLO SZEKELYHIDI

DR. STEFANO MODENA

Partielle Differentialgleichungen I
) Blatt 12
Losungen bitte zur Ubung am 12. Januar 2018 mitbringen

Aufgabe 45. Sei u € C%(R x R) mit 92u — 92u = 0. Zeigen Sie die Identitit
u(lx+ h,t+k)+ulx—ht—k)=ulx+k,t+h)+ulx—kt—h)
fiir alle z,t, h, k € R.

Losung. Wir zeigen zunéchst die folgende Behauptung.
Behauptung. Jede Losung u(z,t), t € R, © € R, der Wellengleichung hat die
Form

u(z,t) =G(x+t) + F(x —t),

wobei F,G : R — R.
Beweis der Behauptung. Betrachten wir die Variablenwechsel

y=x+t, s=x-—1t,

(und dann x = (y + $)/2, t = (y — $)/2) und sei

v(y S) —u Yy+s y—s
) . 2 b 2 .

Da u die Wellengleichung erfiillt, haben wir
Oysv(y, s) = 0y(0sv) = 0.

In anderen Wortern ist die Funktion dsv unabhéingig von ¥, d.h. eine Funktion
f existiert so, dass

dsv(y,s) = f(s).

Deswegen .
ola3) = 0(0.0) + [ f(o)do = Glu) + Fs).
wobei G(y) := v(y,0) und F(s) := [; f(o)do. Wir haben dann
u(z,t) =v(@+t,e—t)=Glx+1t)+ Flae—t). O

Es ist jetzt einfach, zu sehen, dass
w(xz+h, t+k)+tu(r—h,t—k) = G(x+h+t+k)+F(v+h—t—k)+G(x—h+t—k)+F(x—h—t+k)
und
w(x+k, t+h)+u(x—k,t—h) = G(x+k+t+h)+F(x+k—t—h)+G(x—k+t—h)+F(x—k—t+h)

und die letzte zwei Ausdriicke sind gleich.
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Aufgabe 46. Sei g € C?(R") und u € C?(R™ x R) eine Lésung der Wellenglei-
chung

Ou—Au = 0 R™ x R
u = g t=20
&gu = 0 tZO,

mit v und d;u beschriankt. Sei

1 o2
v(z,t) = (47”5)1/2/—006 Tu(x,s)ds.

Zeigen Sie, dass v die Losung der Wirmeleitungsgleichung
ov—Av = 0 R™ x (0, 00)
v o= g t=20
ist.
Loésung. Sei

1 o o—s|?
V(z,o,t) :(47“)1/2/006 T u(z,s)ds, z€R" oceR, t>0.

Wenn wir x als Parameter betrachten, o als “Raum”-Variabel, und ¢ als “Zeit”-
Variable, konnen wir sehen, dass (0,t) — V(z, 0, t) die Losung der Wirmeleitungsgleichung

OV (z,0,t) — 5.V (x,0,t) =0,
V(z,0,0) =u(z,0)
ist. Aulerdem fiir die Funktion v(x,t) definiert in der Aufgabe gilt
v(z,t) =V (x,0,t). (m)

Um zu beweisen, dass dyv — Av = 0, verwenden wir die Gleichung (m). Wir
haben
ov(x,t) = 0,V (x,0,t) = 0,5V (x,0,t)

und
Av(z,t) = A,V (x,0,t).

Zu beweisen ist dann, dass 9,,V (x,0,t) = A,V (x,0,t). Wir haben

11 [t _lo—si?
GUV(:E,CT, t) = 7W27t (U - 8)6 4t U(x,s)ds,
und
OsoV (x t)——1/+ooe_a4:2u(x t) l—i( —5)?|ds
R T VI CYSNY ’ T '
Deswegen
9 1 teo 2 1 52 d
O P — Tz, t) |1 — = |ds.
e V(0.0) =~ s [ e Futen)|1- s
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Auf der anderen Seite,

1 too 2
AV (x,0,t) = (47rt)1/2/ e” 7 Au(z, s)ds
1 e
(da u die Wellengleichung 1ost) = (Ant)12 / e~ 7 Ogsu(z, s)ds

Durch partielle Integration in s (zweimal), und indem wir die Tatsache verwen-
den, dass dsu und u beschrinkt sind, erhalten wir

1 o2
AV (x,0,t) = (47”5)1/2/ e~ 1 Ogsu(z, s)ds

— 00

S N Y g P d
= @ se u(z, s)ds

— 00

1 1 +o0 2
——(4772‘:)1/2%/ as(se 4t)u(1775)d5

11 [t e s
:—(47“5)1/2%/00 e~ Fu(x,s) {1—%]%
= 0ps V (2,0, 1),

0, dass v eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist. Es fehlt noch zu bewei-
sen, dass v(z,0) = g(x). Wir wissen schon, dass V(z,0,t) = u(x,o) mit ¢ — 0
fiir alle 0 € R. Insbesondere

v(z,t) =V (x,0,t) = u(x,0) = g(x).

Aufgabe 47 (Die Kirchhoff’sche Formel fiir n = 3). Sei g € C?(R?) und

u(a, 1) =t ]ﬁB( , 96 45(w)

Zeigen Sie, dass

(i) u e C*R3 x (0,00)),

(i) 0?u — Au =0 in R3 x (0, 00).

(iii) falls g kompakten Triger hat, dass

fu(z, 1) < &

N in R3 x (0, 00),

fiir ein C > 0.
Hinweis zu (ii): Zeigen Sie, dass 0Oy faB(x ng = faB(:c t 0,9 und benutzen
Sie die Green’sche Identitit.

Aufgabe 48 (Die Poisson’sche Formel fiir n = 2). Sei g € C?(R?) und

1 q(y)
t) i = — dy.
un ) =g /B(z,w @ Jo— g2 Y

Zeigen Sie, dass, falls ¢ kompakten Tréger hat,
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(i) fiir jedes x € R? ein C,, existiert so dass

C
lu(z,t)| < 77” fiir ¢t > 0.
(ii) eine Konstante C' > 0 existiert so dass
lu(z, t)| < Ve in R? x (0, 00),

Hinweis zu (i1): Zeigen Sie, dass ein C' > 0 existiert so dass

1
sup/ ———=dy < ce*l.
z JB(0,1)NB(x,¢) 1- |y|2

Losung. Es fehlte noch (ii) zu beweisen. Sei supp g C B(0, R). Wir haben

1 9(y)
u(z,t) = —/ dy
27 Jp(anBo.r) (2 — |z —yl?)1/?
— 1
(Variablenwechsel y =  — tw) = — / 9(3072101)/2(11[].
27 JBo,)nB@/t,r/t) (1= |w[?)

Deswegen, dank dem Hinweis,
/2 A
lglle=t (BN _ €
< =2 A2 < =
lu(z, t)| < o C ; <Az

Wir sollen dann noch den Hinweis beweisen. Das Problem hier ist, wenn e
,,klein” ist. Wir betrachten drei Falle.

1. Sei e > 1/4. Dann

£3/2

1 1
LN R
/B(o,mB(w,e) V1I—TyP By VI~ 2
1
(dae>1/4) < 43/2/ —dy | %2
B(0.1) V1 —[yl?

2. Seie <1/4 und |z| < 1/2. Dann jeder y € B(0,1) N B(x,¢) erfullt || < 3/4.
Deswegen

1 1
dy < |B(z,¢)]
/B(O,l)ﬂB(x,e) V1—=|y|? 1—(3/4)2

< Cé?
(da e < 1/4) < Ce¥/2.
3. Sei jetzt € < 1/4 und |z| > 1/2. Das ist der schwierigste Fall, da ¢ klein ist,
aber  kann neben dem Rand von B(0, 1) liegen, wo die Funktion 1/4/1 — |y|?

sehr groB ist. In diesem Fall, konnen wir einen Winkel 9 € [0, 7/4] finden so,
dass

B(z,e) C {(r,ﬂ) cre [je] —e |z +¢] und |9 g@} =F
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Abbildung 1: Beweis vom Hinweis in der Aufgabe 48

wobei (r,1) sind die Polarkoordinaten in R?:
x1 =rcosd?, xo=rsind.

Die Menge E ist die rote Menge in der Abbildung 1. Wir haben dann (indem
wir mit Polarkoordinaten arbeiten):

1 min{|z|+e,1} p4+0 P
————dy < / ————dddr
/19(0,1)013(1,5) 1—|yl? max{|z|—e,0} J—9 V1—12

3 min{|z|4¢€,1} r p
2 / r
max{|z|—e,0} V1 —12
! r
—dr
1-2¢ V1I—12
=20eV1 —¢
< 204/e.

IA

(da r = 7/4/1 — r2Z motonon steigend ist) < 20

Wir brauchen dann jetzt eine Abschiitzung von der Form ¢ < Ce. Sei z €
0B(z,¢) so, dass die Gerade durch O und z tangent zu dem Kreis B(z, ¢)
ist (siehe Abbildung 1). Betrachten wir das Dreieck Ozx, das rechtwinklig in
z ist. Deswegen

sing = —.
||
Deshalb, da |z| > 1/2,

wobei ¥ & sin?, da ¥ € [0, 7/4].
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