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Aufgabe 49. Sei u € C%(R" x [0,00)) eine Losung der Wellengleichung

u—Au=0 R"x (0,00)
u=g R"x{t=0}
@u:h RnX{tZO}

wobei g € C1(R) und h € C(R). Betrachte fiir r > 0 die Funktion
Ulert)i=f  uly.t)ds()
OB (z,r)

(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes € R™ die Funktion U die Gleichung

1
e

22U — o (r"1o.U) =0

auf (r,t) € (0,00)? erfiillt. 3
(ii) Falls n = 3, zeigen Sie, dass dann U := rU die eindimensionale Wellen-

gleichung ~ ~
02U —9*U =0

auf (r,t) € (0,00)? erfiillt. Was ist die Randbedingung fiir » = 0 und die An-
fangsbedingungen fiir ¢ = 07

(iii) Benutzen Sie die d’Alembert’sche Formel in (ii) um die Losung der 3D
Wellengleichung zu bekommen.

Aufgabe 50 (Fokussierung). Betrachten Sie die 3D Wellengleichung

O*u—cAAu=0 R?x (0,00)
u=0 R®x{t=0}
Owu=h R>x{t=0}

wobei

1 fall 1
h(z) = alls |x| < 1,
0 falls |z] > 1.

Zeigen Sie, dass die Losung zum Zeitpunkt ¢ = % unstetig (in ¢) bei z = 0 ist.
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Losung. Die Kirchoffsche Formel fiir die 3D-Wellengleichung mit Geschwin-
digkeit ¢ und Anfangsbedingungen u(z,0) = 0, dyu(x,0) = h ist

u(x,t) = t]éB(:L’,ct) h(y)dS(y). (11)

Deswegen

(2.1) 1, falls et <1,
u(z,t) =
0, fallsect>1

und es ist klar aus der letzten Formel, dass u, als Funktion von ¢, zum Zeitpunkt
t = 1/c unstetig ist.

Aufgabe 51. Sei u € C°(R™ x [0,00)) eine Losung der Wellengleichung
O2u—Au=0, inR"x (0,00)

und gelte u = 0 auf einer offenen Teilmenge A C R™ x (0, 00). Folgt daraus be-
reits v = 0 auf ganz R™ x [0, 00)? Wie lautet die Antwort im Falle der Gleichung

Ofu+Au=0, inR"x(0,00)?

Aufgabe 52. Sei U := (0,a) x (0,b) C R? ein Rechteck. Seien
n? m?
)\n’m:ﬂ-2(a2+b2), (n,m)€N2
die Eigenwerte des Laplaceoperators (mit Dirichlet-Randbedingungen) in U. Sei
N(/’(’) = ti{(n,m) € N2 : )‘n,m < /1'}7

wobei §F die Kardinalitit von der Menge F bezeichnet. Berechnen Sie

N
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pn——+o00 M
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