1 Topologie in metrischen Raumen



1.1 Metrische und normierte Raume

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Erkenntnisse tiber Folgen (und Reihen) reeller Zah-
len aus dem vergangenen Semester zu verallgemeinern. Insbesondere wollen wir Aussagen
iiber die Konvergenz von Folgen im R" formulieren und beweisen kénnen. Wir wéhlen
jedoch den allgemeineren Ansatz des metrischen Raumes, einer abstrakten mathemati-
schen Struktur auf der ein Abstandsbegriff definiert ist. Die Theorie wird dadurch nicht
komplizierter (nur abstrakter) aber wir kénnen spéter mit den Werkzeugen die wir uns
erarbeiten werden auch zum Beispiel die Konvergenz von Funktionenfolgen untersuchen.

Definition 1.1 (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum (X, d) ist ein Paar beste-
hend aus einer Menge X zusammen mit einer Abbildung d : X x X — R, die als Metrik
bezeichnet wird und die folgenden Bedingungen fiir alle x,y, z € X erfillt:
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Die Elemente eines metrischen Raumes werden oft als Punkte bezeichnet. Die Bezeich-
nungen ,Raum* und ,Punkt® rithren daher, dass es sich hier um Objekte der Geome-
trie (in einem sehr weit gefassten Sinn des Wortes) handelt. IThnen kommt keine tiefere
Bedeutung zu. Ein einzelner Punkt eines abstrakten metrischen Raumes besitzt keine
besonderen Eigenschaften aufler der Element eben dieses Raumes zu sein. Interessante
Eigenschaften treten erst durch die Struktur (die Metrik mit ihren Eigenschaften) auf,
die verschiedene Punkte des Raumes zueinander in Beziehung setzt.

In vielen fiir uns wichtigen Beispielen besitzt die Menge X aufler der metrischen noch
eine damit kompatible Vektorraumstruktur:

Definition 1.2 (Normierter Raum). Ein normierter Raum (V|- ||) ist ein Paar be-
stehend aus einem Vektorraum V iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen
und einer Abbildung |- || : V — R, die als Norm bezeichnet wird und die folgenden Be-
dingungen fiir alle x,y € V erfiillt:

||| > 0 (Positivitat)
|z|| = 0 <= = = 0 (Definitheit)
| Az|| = |A| |||l (absolute Homogenitét)
|z +y| < ||zl + ||yl (Dreiecksungleichung).

Jeder normierte Raum erhélt die Struktur eines metrischen Raumes indem wir definieren
d(z,y) := ||z — y||. Man {iberpriift leicht, dass die so definierte Abbildung eine Metrik
ist, sie wird als die von der Norm induzierte Metrik bezeichnet. Das fiir uns bei Weitem
wichtigste Beispiel:



Beispiel 1.3 (R™ mit euklidischer Norm). Definiere die euklidische Norm

|- :R* =R
(@1, . @] == \/23 + -+ 22.
Dann ist (R™, || -||) ein normierter Raum.

Im Fall des komplexen Vektorraums C™ miissen wir die Definition der Norm leicht ver-
adndern:

(@1, 2n)| = VT2 + - 4 T,

Beispiel 1.4. (i) Die Abbildung

(i)

(iii)

(T1,...,2p) — max{|z1|,...,|za|}

definiert ebenfalls eine Norm auf dem R”. Bereits auf dem R" sind also verschiedene
Normen moglich.

Sei M eine beliebige Menge. Dann wird durch

0 fallsx =y
d(z,y) =
(@) {1 sonst

eine Metrik definiert, die als diskrete Metrik bezeichnet wird.

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Réume. Dann ist (X XY, dx xy ) mit der Metrik

dxxy((x1,91), (x2,y2)) := dx(x1,22) + dy (Y1, y2) (1.1)

ein metrischer Raum.

Analog ist [|(v,w)|y = |lv|ly; + [|w]ly eine Norm auf dem direkten Produkt
VxW.

Bemerkung 1.5. e Sei (X, d) ein metrischer Raum und ¥ C X dann ist (Y, d|y )

ebenfalls ein metrischer Raum.

Analog sind Untervektorrdume (nicht beliebige Teilmengen) normierter Vektorrau-
me ebenfalls normierte Vektorraume.

Zu einer vorgegebenen Menge gibt es keine ,natiirliche® Metrik. Man kann viel-
mehr auf ein und der selben Menge unterschiedliche Metriken (im Fall von Vektor-
raumen auch unterschiedliche Normen) mit ganz unterschiedlichen Eigenschaften
betrachten. Im konkreten Fall wahlt man sich dann die Metrik, die dem Problem
am besten angemessen ist.

Die ,Minkowski-Metrik“ die in der Relativitdtstheorie eine zentrale Rolle spielt ist
keine Metrik im hier eingefiihrten Sinne.



Definition 1.6 (Kugeln und Beschrianktheit). Sei (X, d) ein metrischer Raum, z €
X und r > 0. Die Menge

By (z) :={y € X[ d(y,z) <r}
heifit offene Kugel mit Radius » um = (manchmal auch r-Kugel um z) und die Menge
K (x) == {y € X[ d(y,x) <r}

heifit abgeschlossene Kugel mit Radius » um z.
Eine Teilmenge M von X heiflit beschriankt, wenn sie in irgendeiner Kugel enthalten
ist.

Die Bezeichnungen ,,offen“ und ,abgeschlossen* werden sich spéter erschlieflen.



1.2 Folgen, Reihen und Grenzwerte

Mittels der soeben eingefiihrten Begriffe konnen wir nun Konvergenz von Folgen definie-
ren.

Definition 1.7 (Folgen und Konvergenz). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Fol-
ge in X ist eine Abbildung von N nach X. Wir schreiben dafiir (x,),en oder noch kiirzer
Die Folge (1), heifit konvergent gegen z € X, wenn fiir jedes € > 0 ein N € N
existiert, so dass
d(xy, ) < € fiir alle n > N.

Der Punkt « heiit in diesem Fall der Grenzwert der Folge (z,).
Eine Folge die nicht konvergent ist heifit divergent.

Bemerkung 1.8. Auf den reellen Zahlen stimmt die euklidische Metrik mit der Betrags-
funktion iiberein. Man tuberzeuge sich davon, dass in diesem Fall die neue Definition
(Konvergenz von Folgen im metrischen Raum) mit der alten Definition (Konvergenz von
reellen Zahlenfolgen) iibereinstimmt. Die obige Definition ist also eine echte Verallge-
meinerung der Konvergenz von reellen Zahlenfolgen.

Satz 1.9. Sei (x,,) eine Folge in einem metrischen Raum (X,d) und x € X. Dann sind
daquivalent:

(i) Die Folge (x,,) konvergiert gegen x.
(7i) Fir jedes € > 0 enthdlt Be(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder.
(iii) Die Folge (reeller Zahlen) (d(xy,,x)) ist eine Nullfolge.

Beweis. Die Aussage ist lediglich eine Umformulierung der Definition der Konver-
genz. Wir zeigen [(7)| Es gilt d(zp,x) = |d(zp, ) — 0|. Damit ist d(z,,z) < €,
genau dann wenn |d(z,,z) — 0| < e. Die Folge (x,) konvergiert gegen x, genau dann
wenn d(z,,x) gegen 0 konvergiert. O

Satz 1.10. Sei (z() = (mgn),...,a:gn)) eine Folge in R und = (x1,...,24) € RZ
Dann konvergiert (x(")) gegen x, genau dann wenn fir jedes i € {1,...,d} die Folge

(n)

(x; ) gegen x; konvergiert.

Beweis. Man tiberzeugt sich leicht, dass |y;| < ||y|| fir alle y € R und alle: € {1,--- ,d}
gilt. Wenn also (z(™)) gegen z konvergiert, dann konvergiert nach Satz Hx(”) — :UH

< ) .

gegen 0 und damit auch ‘wgn) —

Es gelte andererseits azgn) — x; fur allei € {1,...,d}. Sei € > 0 Dann existiert N € N,
so dass ‘xz(n) —x;| < ﬁ fir alle n > N und alle ¢ € {1,...d}. Es gilt folglich fiir n > N

Hx(")—xH:\/<x§n)—$1)2+-'-—|—(:L'Eln)—xd>2§\/i—i--'-—l-j:e. O




Satz 1.11. (i) Jede Folge besitzt hichstens einen Grenzwert.

(7i) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Angenommen x und y seien zwei verschiedene Grenzwerte der Folge (x,). Aus
der Definitheit der Norm folgt dann d(z,y) > 0. Da (x,) sowohl gegen x als auch gegen
y konvergiert existiert N, so dass d(zy,x) < d(z,y)/2 und d(z,,y) < d(z,y)/2 fir alle
n > N. Damit gilt fir jedes n > N, dass d(xy,z) + d(z,,y) < d(z,y) was jedoch im
Widerspruch zur Dreiecksungleichung steht.

Zur Beschranktheit: Wenn (x,,) eine Folge ist, die gegen = konvergiert, so existiert
per definitionem ein N € N, so dass d(x,,x) < 1 fir alle n > N. Dann gilt d(x,,z) <
max {d(z1,x),...,d(xyN,x),1} fir jedes n € N. O

Definition 1.12 (Teilfolge und Haufungspunkt). Sei (X, d) ein metrischer Raum,
(xy,) eine Folge in X und n : N — N, k — ny eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen. Dann heifit (x,, )ren eine Teilfolge von (xy,).

Ein Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von (z,), wenn es eine Teilfolge (z,,) gibt,
die gegen x konvergiert.

Satz 1.13. Ersatzlos gestrichen.

Satz 1.14. Sei (V,||-||) ein normierter Raum tber dem Vektorraum K (K = R oder
K =C), (zn), (yn) Folgen in V mit Grenzwerten x und y und (\,) eine Folge in K mit
Grenzwert A. Dann konvergiert die Folge (x,, +yn) gegen x+y und die Folge Az, gegen
AZ.

Beweis. Ubung O

Definition 1.15 (Cauchy-Folge und Vollstidndigkeit). Eine Folge (x,) im metri-
schen Raum (X, d) heifit Cauchy-Folge (alternativ besitzt die Cauchy-Eigenschaft oder
erfiillt die Cauchy-Bedingung), wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass

d(xp, Tm) < € fur alle n,m > N.
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergent ist.
Satz 1.16. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge im metrischen Raum (X, d). Sei € > 0. Da (zy,)
konvergent ist, existiert ein Grenzpunkt x € X und ein N € N, so dass d(zy,z) < €/2
fir alle n > N. Dann gilt fiir alle n,m > N, dass

(X, ) < d(Tp, x) + d(x, 2) < % + g =e.

Die Folge (zy,) ist eine Cauchy-Folge. O



Bemerkung 1.17. e Um an Hand der Definition der Konvergenz zu iiberpriifen ob
eine Folge konvergent ist, muss man ihren Grenzpunkt bereits kennen. Um zu
iiberpriifen ob eine Folge eine Cauchy-Folge ist muss kein Grenzpunkt bekannt
sein. Darin liegt die Bedeutung der Vollsténdigkeit, denn sie erlaubt es auf die
Existenz eines Grenzpunktes zu schlieffen ohne diesen zu kennen.

e Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Satz 1.18. Der R? versehen mit der euklidischen Norm ist vollstindig (also ein Ba-
nachraum,).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall d = 1. Sei (z,) eine Cauchy-Folge reeller
Zahlen. Zunéchst zeigen wir, dass (z,,) beschrankt ist. Wéhle dazu mittels der Cauchy-
Eigenschaft N € N, so dass |z, — x| < 1 fiir alle n,m > N. Dann gilt fir m > N

|[Zm| < Jem —2n|+ en| <1+ |2zn]

und damit ist
|zm| < max {|z1], -, |zn-1],|zn| + 1}

fir alle m.

Sei nun z ein Haufungspunkt von x,, (existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf
aus dem vergangenen Semester da die Folge x,, beschrankt ist). Wir zeigen z,, — x. Sei
dazu € > 0 und (zp,) eine Teilfolge die gegen = konvergiert. Wéhle wiederum mittels
der Cauchy-Eigenschaft ein N € N, so dass |z, — .| < § fiir alle n,m > N. Wahle nun
k € N, so dass nj, > N und |z,, — x| < §. Dann gilt fiir jedes n > ny,

|zy, — x| < |2y — X, | + |20, — ] <,

also konvergiert (z,) gegen x.

Betrachte schlieBlich den Fall d > 1. Fiir beliebiges y = (y1,. .., yq) € R? gilt |y:| < ||yl
fiir jedes i € {1,...,d}. Daraus folgt, dass fiir eine Cauchy-Folge (x(”)) in R? jede der
Koordinatenfolgen (CL‘Sn)) eine Cauchy-Folge in R ist. Aus der Vollstandigkeit der reellen

Zahlen folgt damit, dass die Koordinatenfolgen konvergent sind und damit ist nach
Satz die Folge (™ konvergent. O

Bemerkung 1.19. Im Beweis haben wir die folgenden Aussagen gezeigt (nur fiir reelle
Folgen, sie gelten aber allgemein): Cauchy-Folgen sind beschriankt. Cauchy-Folgen mit
einem Haufungspunkt sind konvergent.

Definition 1.20 (Reihen und (absolute) Konvergenz). Sei (V,|||) ein normier-
ter Vektorraum und (z,) eine Folge in V. Bezeichne mit

n
Sp = E Tk
k=1



die n-te Partialsumme. Dann heifit die Folge (s;) die zu (x,) gehorige Reihe. Ist die
Folge (s;) konvergent, so heifit

(o]

Zxk = lim s,
n—oo

k=1

der Grenzwert der Reihe (auch Wert oder Summe der Reihe). Haufig verwendet man
(formal nicht ganz korrekt) die Notation ) .-, x, fir die Reihe selbst (egal ob diese
konvergiert oder divergiert).

Die Reihe )72, =, heifit absolut konvergent, wenn » 72, ||z, || konvergiert.

Satz 1.21. In Banachriumen sind absolut konvergente Reihen konvergent.

Beweis. Sei (V.|| -||) ein Banachraum und die Reihe ) 2 | x5, in V absolut konvergent.
Es reicht zu zeigen, dass die Partialsummenfolge (s,) eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu
€ > 0. Bezeichne mit
n
tn = Z |l
k=1

die Partialsummenfolge der Reihe "7, ||, ||. Diese ist monoton wachsend und konver-
giert nach Voraussetzung. Insbesondere ist sie also Cauchy-Folge, das heifit es existiert
N € N, so dass |t, — t;,| < € fiir alle n,m > N.

Dann gilt fiir n >m > N

n n

Isn = smll = || D @l < D Nkl =t —tm = ltn — tm| <e.
k=m+1 k=m+1
Die Partialsummenfolge (s;,) ist also eine Cauchy-Folge und damit konvergent. O

Theorem 1.22 (Umordnungssatz). Sei (V,||-||) ein Banachraum. Sei > " | xy ei-
ne absolut konvergente Reihe und o : N — N eine bijektive Abbildung. Dann ist die

umgeordnete Reihe Y o0 To(n) ebenfalls konvergent mit Grenzwert oo T

Beweis. Sei € > 0. Sei (sp,) die zu (z,,) und (t,) die zu (||z,||) gehorige Partialsummen-
folge. Nach Voraussetzung ist (¢,) konvergent, also insbesondere Cauchy-Folge, das heifit
es existiert IV, so dass ||t,, — ;|| < § fiir n,m > N. Nach Satz konvergiert (s,), es
existiert also s und ein (eventuell gréfieres) N, so dass [|s, — s|| < § fiir n > N. Setze



A:=0c"1{1,..., N} und M := max A. Dann gilt fiir jedes m > M

Z%w)—s = Z To(k) + Z To(k) — S
k=1 k=1,kcA k=1,k¢A
N m
<IDom=s|+ D |zowl
=1 k=1,k¢A

L

<llsw=sll+ > llzl

I=N+1

< % +1tr —ty <e
Wobei L > maxo ({1,...m}) sein soll. Damit ist die Konvergenz gezeigt. O

Bemerkung 1.23. Da wir obigen Satz insbesondere auf die Reihe > Hwa(n) H anwenden
koénnen, ist die umgeordnete Reihe auch absolut konvergent.



1.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 1.24 (Innere Punkte und Randpunkte). Sei (X, d) ein metrischer Raum,
AC X und z € X.

(i) Der Punkt 2 heifit innerer Punkt von A, wenn es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C A,

(ii) Der Punkt x heifit Randpunkt von A, wenn fiir jedes ¢ > 0 die Kugel B¢(z)
mindestens je einen Punkt aus A sowie aus X'\ A enthélt.

(iii) Die Menge aller inneren Punkte von A heift das Innere von A und wird mit A
bezeichnet.

(iv) Die Menge aller Randpunkte von A heifit Rand von A und wird mit A bezeichnet.

(v) Die Menge AU JA heiBt Abschluss von A und wird mit A bezeichnet

Bemerkung 1.25. e Aus der Deﬁnit19n ist ersichtlich, dass ein innerer Punkt von A
stets selbst in A liegt es gilt also A C A.

e Randpunkte von A koénnen in A liegen, miissen es jedoch nicht.

e Jeder Punkt in A ist entweder ein innerer Punkt oder ein Randpunkt von A (nie-
mals beides). Es gilt also A € AU QA und AN oA = 0.

e Man tiiberzeugt sich leicht, dass der Rand von A und der Rand von X\ A iiberein-
stimmen.

Satz 1.26. Seit (X,d) ein metrischer Raum, A C X und x € X innerer Punkt oder
Randpunkt von A. Dann gibt es eine Folge (x,,) in A die gegen x konvergiert.

Beweis. Falls x € A (also insbesondere falls x innerer Punkt von A ist), so liegt die
konstante Folge (z),en in A (und ist natiirlich konvergent gegen ). Sei also ¢ A (und
damit Randpunkt von A). Fiir jedes n € N wiahle einen Punkt z,, € Bi1(z) N A. Diese

Menge ist nicht leer, da x Randpunkt von A ist. Wir zeigen nun x,, — 2."Sei dazu € > 0.
Dann existiert N € N, so dass % < €. 3ei n > N dann gilt nach der Definition der Folge
(xp), dass z, € B1(x) C B%(x) also

1
d(zn, ) < N <€

Damit konvergiert die Folge gegen x. O

Definition 1.27 (Offene und abgeschlossene Mengen). Sei (X, d) ein metrischer
Raum. Eine Teilmenge A C X heifit

(i) offen wenn jeder ihrer Punkte innerer Punkt von A ist,

(ii) abgeschlossen wenn die Menge A jeden ihrer Randpunkte enthélt.
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Definition 1.28 (Umgebung). Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X. Eine Men-
ge U C X heift Umgebung von x genau dann wenn ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U
ist.

Bemerkung 1.29. Aus der Definition ist ersichtlich, dass U genau dann Umgebung von x
ist, wenn z innerer Punkt von U ist. Insbesondere sind offene Teilmengen Umgebungen
fiir jedes ihrer Elemente.

Satz 1.30. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,d) ist offen genau dann,
wenn thr Komplement X\ A abgeschlossen ist.

Beweis. Per definitionem ist die Menge A offen, genau dann wenn sie nur aus inneren
Punkten von A besteht. Da jeder Punkt in A entweder innerer Punkt oder Randpunkt
von A ist, ist das der Fall genau dann wenn A keinen Randpunkt von A enthélt. Da
der Rand von A und der Rand von X\A iibereinstimmen, gilt das genau dann wenn A
keinen Randpunkt von X'\ A enthilt also genau dann wenn X\ A alle Randpunkte von
X\A enthélt. Das ist per definitionem der Fall genau dann wenn X\ A abgeschlossen
ist. O

Beispiel 1.31. Sei (X,d) ein metrischer Raum, z € X und r > 0. Die offene Kugel
B, (z) = {y € X| d(z,y) < r} ist eine offene, die abgeschlossene Kugel {y € X| d(z,y) < r}
eine abgeschlossene Menge.

Beweis. Ubung O

Bemerkung 1.32. Ein Spezialfall des vorhergehenden Beispiels sind Intervalle der Form
(a,b) — offene Intervalle — und [a, b] — abgeschlossene Intervalle — fiir a < b Elemente der
reellen Zahlen.

Satz 1.33. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A ist abgeschlossen
genau dann, wenn fir jede konvergente Folge (x,,) in A auch ihr Grenzwert in A liegt.

Beweis. Sei zunichst A abgeschlossen, (x,) C A eine Folge und z ihr Grenzwert. Fiir
beliebiges € > 0 existiert n € N, so dass z,, € Be(x). Das heifit, in jeder e-Kugel liegt
mindestens ein Punkt von A, z ist also innerer Punkt von A oder Randpunkt von A.
Innere Punkte von A liegen stets in A, Randpunkte von A liegen ebenfalls in A da A
abgeschlossen ist.

Erfillle nun A die Eigenschaft, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A
wieder in A liegt. Sei © € 0A. Dann existiert nach Satz eine Folge (z,,) in A die
gegen = konvergiert. Nach Voraussetzung ist dann = € A. Damit haben wir 04 C A
gezeigt, A ist also abgeschlossen. O

Satz 1.34. Sei (X,d) ein metrischer Raum und T die Menge aller offenen Teilmengen
von X. Es gelten:

(i) die leere Menge ) und der ganze Raum X sind in T,
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(ii) die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus T ist wiederum in T,

(iii) der Schnitt endlich vieler Mengen aus T ist wiederum in T.
Beweis. Ubung O

Bemerkung 1.35. e Das System von Teilmengen 7 in obigem Satz bezeichnet man
als die von der Metrik d induzierte Topologie. (Topologieen sind Strukturen — noch
allgemeiner als metrische Rdume — die es erlauben iiber Begriffe wie Konvergenz
und Stetigkeit zu reden)

e Der obige Satz impliziert fiir abgeschlossene Mengen mittels Satz und der De
Morganschen Regeln:

(i) die leere Menge () und der ganze Raum X sind abgeschlossen,
(ii) der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen,

(iii) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

e Unendliche Schnitte offener Mengen miissen nicht mehr offen, unendliche Vereini-
gungen abgeschlossener Mengen nicht mehr abgeschlossen sein wie die folgenden
Beispiele zeigen

Satz 1.36. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A ist offen, die
Mengen 0A und A sind abgeschlossen.

Beweis. Sei zunichst z € A. Wir wissen, dass x innerer Punkt von A ist und wir wollen
zeigen, dass es innerer Punkt von A ist. Nach Voraussetzung existiert € > 0, so dass
Be(z) C A. Sei nun y € Bc(z). Nach Beispiel ist Be(z) offen, das heifit es existiert
d >0, so dass Bs(y) C Be(x) C A ist. Damit ist y innerer Punkt von A und wir haben
gezeigt, dass Be(z) C A. Dann ist aber z innerer Punkt von A und A ist offen.

Setze nun B := X\ A. Dann gilt (Bemerkung 0A = 0B. Damit erhélt man

X=AUB=AUDAUBUOB=AUDAUB (1.2)

Da A und B disjunkt sind, gilt das auch fiir A C A und B C B. Aufierdem ist 94 = 9B
disjunkt zu Aund B (nochmals Bemerkung @ . Wir haben also die disjunkte Zerlegung
X = AUOA U B. Damit sind die Mengen A U dA = X\B und 94 = X\(A U B)
abgeschlossen. O
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Satz 1.37. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Es gelten

U O=A und
O offen, OCA
C=A
C abgeschlossen, ACC

das heifit A st die grofite offene Teilmenge von A, A ist die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von X die A enthdlt.

Beweis. Da A offen und in A enthalten ist gilt in jedem Fall

J o>5A4
OCA offen

Sei nun O C A offen und = € O. Dann existiert € > 0, so dass Be(z) C O C A also ist z
innerer Punkt von A. Da das fiir jedes x € O gilt haben wir gezeigt, dass O C A ist. Da
das fiir jedes offene O C A gilt ist auch

lJ ocA
OCA offen

Die zweite Aussage erhalt man nun durch Komplementbildung. ]

Satz 1.38. Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X abgeschlossen.
Dann ist (A,d) ebenfalls vollstindig.

Beweis. Ubung ]

Bemerkung 1.39. Es ist wichtig sich bewusst zu machen, dass topologische Eigenschaf-
ten — Konvergenz einer Folge (x,), Offenheit/Abgeschlossenheit einer Menge A (spéter
Stetigkeit von Funktionen, Kompaktheit von Mengen ...) — nicht nur von der Folge (z,,)
oder Menge A abhéngen, sondern auch vom umgebenden metrischen Raum (X, d).

So ist die Folge (1) im Raum (R,|-|) konvergent, in ((0,1),]-|) jedoch nicht (der
Grenzwert liegt nicht im Raum).

In dhnlicher Weise ist (0,1) im Raum ((0,1),]-|) abgeschlossen (der ganze Raum ist
stets abgeschlossen), nicht jedoch im Raum (R, |-|).
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1.4 Grenzwerte von Abbildungen

Definition 1.40 (Haufungspunkt, isolierter Punkt). Sei (X, d) ein metrischer Raum
und x € X. Der Punkt x heifit

(i) isolierter Punkt, wenn es ein € > 0 gibt, so dass B¢(z) = {x},

(ii) Haufungspunkt, wenn er kein isolierter Punkt ist.

Definition 1.41 (Punktierte Umgebung, punktierte Kugel). Sei (X, dy) ein me-
trischer Raum und z € X ein Haufungspunkt. Eine Menge U heift punktierte Umgebung
von z, wenn U U {z} eine Umgebung von z ist. Sei 7 > 0 dann ist die punktierte Kugel
definiert als B, (z) = B,(x)\ {z}.

Bemerkung 1.42. Durch die Voraussetzung, dass x ein Haufungspunkt von X ist, enhélt
jede e-Kugel um x noch mindestens einen weiteren Punkt. Die punktierten Kugeln um
z, und damit die punktierten Umgebungen um =z, die jeweils eine punktierte Kugel
enthalten miissen, sind also nicht leer.

Definition 1.43 (Grenzwert von Abbildungen). Seien (X,dx), (Y,dy) metrische
Réiume, z € X ein Hiufungspunkt und U eine punktierte Umgebung von z. Sei f : U —
Y eine Abbildung. Dann konvergiert f in = gegen y € Y (und y heifit Grenzwert von
f im Punkt z), wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass f(z') € B(y) fiur alle
2’ € Bs(z). Wir schreiben y = limy/_,, f(z).

Beispiel 1.44. Definiere f,g: R\ {0} = R
fl@) = a?

g(z) ==

8

8|

Dann ist f in 0 konvergent (Wogegen?), g jedoch nicht (Warum?).

Satz 1.45. Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, x € X ein Haufungspunkt, U eine
punktierte Umgebung von x und f : U — Y eine Abbildung. Die Abbildung f konvergiert
in x gegen y € Y, genau dann wenn fir jede Folge () in U mit x, — x gilt, dass
(f(zpn)) gegen y konvergiert.

Beweis. Es gelte zunéchst lim,/_,, f(2') = y und (z,) sei eine gegen = konvergente
Folge. Sei € > 0 dann existiert nach Voraussetzung ¢ > 0, so dass f(z') € Be(y) fiir alle
2’ € Bs(x). Da x, — z existiert N € N, so dass x,, € Bs(z) fiir alle m > N. Dann
gilt aber f(x,,) € Be(y) fir alle m > N und wir haben gezeigt, dass (f(z,)) gegen y
konvergiert.

Es gelte nun dass f(x,) — y, wann immer die Folge (z,,) aus U gegen x konvergiert.
Angenommen f konvergiert in x nicht gegen y, das heifit es existiert ein € > 0 und fiir
jedes n € N ein x, € Bi(z) mit f(x,) ¢ Be(y). Die Folge x,, konvergiert gegen x da
dx (zn,z) < + — 0. Die Folge f(z,) konvergiert nicht gegen y, da dy (f(zn),y) > €. Da
das im Widerspruch zur Voraussetzung steht, muss f in x gegen y konvergieren. O
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Korollar 1.46. Seien (X,d) ein metrischer Raum, x € X ein Hdaufungspunkt, U eine
punktierte Umgebung von « und f,g: U — K (K =R oder K = C) Funktionen. Es gelte
limg . f(2') = y1 und limy _,, g(2') = y2. Dann konvergiert f + g in x gegen y1 + yo
und f - g gegen y1y2. Ist y1 # 0, dann ist 1/f auf einer punktierten Umgebung von x
definiert und 1/ f konvergiert gegen 1/y;.

Beweis. Sei (x,,) eine beliebige Folge in X mit z,, — x. Dann gilt nach Voraussetzung
f(xn) = y1 und g(x,) — yo. Daraus folgt mittels der Konvergenzregeln fiir Zahlenfolgen
f(zn) + g(xn) — y1 +y2 und f(zn)g(zn) — y1y2. Damit gilt nach Satz dass die
Funktionen lim,/_,, f + g = y1 + y2, sowie limy/ ., f - g = y192.

Sei nun zusétzlich y; # 0, das heiit |y1| > 0. Da f in x gegen y; konvergiert, existiert

§ > 0, so dass f(2/) € By, (y) fiir alle 2/ € Bs(z). Fiir solche 2/ gilt also insbeson-
2

dere (umgekehrte Dreiecksungleichung) |f(z')| > |y1| — [f(2') — y1| > % . Damit ist die

Funktion 1/ f auf der punktierten Umgebung Bj(x) von z definiert. Es gilt jetzt wieder

fir jede gegen = konvergente Folge (x,), dass f(x,) — y1 und damit ﬁ — y% Wir

verwenden nochmals Satz und erhalten limg,/_,, % = y% O
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1.5 Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit formalisiert die Eigenschaft einer Funktion f, dass sich die
Funktionswerte f(x) nicht zu stark dndern, wenn sich das Argument x nicht zu stark
dndert. Je nach dem was genau man unter ,,zu stark &ndern® versteht ergeben sich unter-
schiedliche Stetigkeitsbegriffe die in unterschiedlichen Situationen niitzlich sein kénnen
und von denen wir einige im Folgenden untersuchen wollen.

Viele funktionale Zusammenhinge die in der Natur vorkommen (Position eines Ob-
jektes in Abhéngigkeit von der Zeit, Lufttemperatur in Abhéngigkeit vom Ort, ...) sind
stetig.

Definition 1.47 (Stetigkeit). Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Ab-
bildung f : X — Y heif}t stetig im Punkt zg € X, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass f(x) € Be(f(zg)) fiir alle z € Bs(zg). Wir sagen f ist stetig (ohne
angabe eines Punktes), wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.

Beispiel 1.48. (i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Identitatsabbildung id : X —
X, x — x ist stetig in jedem Punkt.

(ii) Die Funktion xg : R — R definiert durch

Yol2) ::{1 req

0 sonst
ist in keinem Punkt stetig.

Bemerkung 1.49. (i) Leicht umformuliert bedeutet die Stetigkeit von f in z, dass fiir
jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass f(Bs(z)) C Be(f(x)).

(ii) Stetigkeit (im Punkt z¢) ist eine sogenannte lokale Eigenschaft, das heifit ob f in
xq stetig ist oder nicht kann man entscheiden, wenn man f nur in einer beliebig
kleinen Umgebung von xg kennt. Formal lautet die Aussage: Seien f, g Funktionen
von (X, dx) nach (Y,dy), U eine Umgebung von x¢ und f|; = g¢|; Dann ist f in
xo stetig, genau dann wenn g in zq stetig ist.

Um das zu zeigen, sei f stetig und € > 0. Dann existiert § > 0, so dass f(Bs(xg)) C
Be(f(x0)). Da U Umgebung von x ist, existiert 0 < p < 6, so dass B,(x¢) C U ist.
Dann gilt

9(By(x0)) = f(Bp(x0)) C f(Bs(wo)) C Be(f(20)) = Be(g(x0))-
Damit ist g stetig in xg.

Durch Vertauschen von f und g erhdlt man ,,genau dann wenn*,

Satz 1.50. Seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume, xo € X, g: X — Y
und f Y — Z Abbildungen. Wenn g stetig in xo ist und f stetig in g(x¢), dann ist fog
stetig in xg.
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Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert § > 0, so dass f(y) € Bc(f(g9(x0)))
fir alle y € Bs(g(zo)). AuBlerdem existiert p > 0, so dass g(z) € Bs(g(zo)) fiir alle
x € By(zg). Dann gilt fiir jedes « € B,(z), dass g(z) € Bs(g(xo)) und damit auch

fog(x) = f(g(x)) € Be(f o g(x0)). =

Definition 1.51 (Lipschitz-Stetigkeit, Kontraktion, Isometrie). Seien (X, dy) und
(Y, dy’) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein
L > 0 gibt, so dass

fir alle z,y € X gilt. Die Konstante L heifit dann Lipschitz-Konstante fiir die Funktion
f. Die Abbildung f heit Kontraktion falls dy (f(x), f(y)) < dx(z,y) und Isometrie,

falls dy (f(x), f(y)) = dx(z,y).

Beispiel 1.52. Betrachte die Funktionen f,g:[0,1] — R

f(z) =2
g(z) = Vz.

Die Funktion f ist Lipschitz-stetig da
[f(z) = f)l = |2° = ?| = [& =yl |z +y| < 2]e —y|.
Die Funktion g ist nicht Lipschitz-stetig, da

l9(x) —g(0)] _ V&

— ==

lt -0 = NZ

fir x gegen 0. Wie wir noch sehen werden, ist g stetig.
Satz 1.53. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Beweis. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, x € X und f: X — Y eine Lipschitz-
stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L. Sei € > 0. Dann gilt fiir jedes 2’ € Be (x)

dy (f(2), f(x)) < L-dx(a’,7) <e.
Damit ist die Stetigkeit gezeigt. O
Beispiel 1.54. (i) Sei K =R oder K = C. Die Abbildung p; : K* - K
x=(T1,...,%n) — x;

ist eine Kontraktion und damit stetig.
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(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum und (X x X,dxxx) das Produkt von X mit sich
selbst und der Produktmetrik (Beispiel [1.4][(iii)). Wir zeigen, dass die Metrik, also
die Abbildung

d: XxX SR
(z,y) = d(z,y)

eine Kontraktion von (X x X, dxxx) nach R ist (insbesondere also stetig).

Fir 21, x2,y1,y2 € X gilt nach der Dreiecksungleichung

d(z1,y1) < d(z1,x2) + d(z, y1) < d(z1, 22) + d(y2, y1) + d(z2, y2).

Damit erhalten wir
|d(z1,y1) — d(w2, y2)| < d(@1,22) + d(y1,y2) = dxxx (21, 32), (Y1, ¥2))-
(iii) Analog gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

[zl =yl < lle =yl

und || - || ist eine Kontraktion von (V| -||) nach R also insbesondere stetig.

Satz 1.55. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y. Die Abbildung
f ist stetig in x € X genau dann, wenn entweder x isolierter Punkt von X ist, oder

limg/ f(l‘/) = f(z) gilt.

Beweis. Sei zunachst f stetig. Wenn x isolierter Punkt ist, ist nichts zu zeigen. Sei also
x Haufungspunkt von X. Sei € > 0, dann existiert wegen der Stetigkeit § > 0, so dass
f(z') € Be(f(x)) fiir alle 2/ € Bj(x) also insbesondere fiir alle 2/ € Bs(z). Damit gilt
lim, ., f(2') = f(2).

Es sei nun z isolierter Punkt von X, das heift es existiert § > 0, so dass Bs(x) = {x}.
Dann ist f(Bs(x)) = {f(x)} C B(f(z)) fir jedes € > 0 und damit f stetig in x.

Sei schliefllich 2z Haufungspunkt von X und es gelte lim,_,, f(z') = f(z). Die Grenz-
wertbedingung bedeutet gerade, dass fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
f(Bs(z)) € Be(f(z)). Dann gilt aber auch f(Bs(z)) C Be(f(x)) also ist f stetig in
T. O

Mit dem obigen Satz kénnen wir nun Aussagen iiber Grenzwerte von Funktionen in ent-
sprechende Aussagen iiber stetige Funktionen iibersetzen. So zum Beispiel die folgenden
Korollare deren Beweise dem Leser zur eigensténdigen Ubung iiberlassen werden. Dazu
macht man sich zunéchst bewusst, dass eine Folge (x,) genau dann gegen einen isolierten
Punkt x konvergiert, wenn sie ab einem bestimmten Index konstant gleich x ist.

Korollar 1.56. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y eine
Abbildung. Dann ist f stetig in x € X, genau dann wenn fir jede Folge (x,,) in X, die
gegen x konvergiert auch (f(xy,)) gegen f(x) konvergiert.
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Korollar 1.57. Seien fi,...,fn : R™ — R Funktionen. Dann ist die Abbildung f :
R™ — R™, = — (fi(x),..., fo(z)) stetig im Punkt xo, genau dann wenn f; fir jedes
i€ {l,...,n} stetig im Punkt ¢ ist.

Korollar 1.58. Seien (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — K (K = R oder
K = C) Funktionen die stetig in x € X sind, dann sind die Funktionen f+ g und f-g
stetig in x. Ist f(x) # 0, dann ist 1/f auf einer Umgebung von x definiert und in x
stetig.

Beispiel 1.59. Fir n = (m,...,ny) € Ny und z = (21,...,2,) € K* (K = R oder
K = C) definieren wir
=gl g

Dabei bezeichnen wir 7 als Multiindex. Wir setzen auflerdem |n| :=n; + - - - + 1y,. Seien
¢y € K Konstanten fiir jedes n mit |n| < N, dann heifit die Funktion

fK'—>K

n
T — Z Cnx

n,nI<N

Polynom in n Variablen (iiber dem Korper K). Solche Polynome sind stetig.

Bemerkung 1.60. Im Kontext von Polynomen (und spéter Potenzreihen) interpretieren
wir den Ausdruck 0°, der auftreten kann wenn 7; = x; = 0 ist, als 1.

Der folgende Satz ist eine Charakterisierung stetiger Funktionen, die insbesondere in
Beweisen oft hilfreich ist.

Satz 1.61. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — 'Y eine Abbildung.

(i) Die Abbildung f ist stetig in x € X genau dann wenn f~1(U) eine Umgebung von
x st fir jede Umgebung U von f(x).

(ii) Die Abbildung f ist stetig (in jedem Punkt), genau dann wenn f~1(O) offen ist fiir
jede offene Menge O C Y.

(iii) Die Abbildung f ist stetig (in jedem Punkt), genau dann wenn f~(C) abgeschlos-
sen ist fiir jede abgeschlossene Menge C CY.

Beweis. Ubung O
Beispiel 1.62. Betrachte die Funktion

f:R* >R
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Wir wissen bereits, dass diese Funktion stetig ist. Sei r > 0. Dann folgt mit dem vorher-
gehenden Satz, dass die Sphére mit Radius r

FHry) = {z e R |zl = r}
und die abgeschlossene Kugel mit Radius r
FH0,7]) = {z € R"| ||zl < 7} = K(0)
abgeschlossen sind, und die offene Kugel
FH(=1r) ={z eR"| |l]| <r} = B,(0)
offen ist.

Theorem 1.63 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(a) < f(b). Dann existiert zu jedem y € [f(a), f(b)] ein z € [a,b],
so dass f(z) =vy.

Beweis. Sei y € [f(a), f(b)]. Setze

T 1= sup {x' € [a, bH f@') < y}

und wiéhle eine Folge (z,,) in {2’ € [a,b]| f(2') <y} die gegen x konvergiert. Da f stetig
ist konvergiert (f(zy)) gegen f(x). Wir zeigen f(x) = y. Zunéchst gilt nach der Definition
von z, dass f(x,) <y fir alle n € N und damit gilt fir den Grenzwert ebenfalls f(x) < y.
Falls z = b, so gilt f(z) = f(b) < y und y € [f(a), f(b)] also f(x) = f(b) = y. Falls
x < b, so konvergiert die Folge x+% gegen x. Nach der Definition von x ist f(x+ %) >y
(fir hinreichend grofie n). Wir verwenden nochmals die Stetigkeit von f und erhalten
f(@) =limy o0 f(z 4+ 1) > y. Damit ist f(z) =y. O

Satz 1.64. Sei A C R"™ eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge und f : A — R™
eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild von f, f(A), beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wir wollen das Folgenkriterium fir Abgeschlossenheit (Satz verwenden.
Sei dazu (y,,) eine Folge in f(A), die in R™ gegen y konvergiert. Wir miissen zeigen, dass
der Grenzwert y ebenfalls in f(A) liegt. Da (y,,) C f(A) existieren x,, so dass f(x,) = yn
fiir jedes n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine konvergente Teil-
folge (zp, ) von (z,). Da die Teilfolge (2, ) in A liegt und A abgeschlossen ist, liegt auch
ihr Grenzwert x in A. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert die Folge (f(zn,)) gegen
f(z). Andererseits ist (f(xy,)) Teilfolge der konvergenten Folge f(z,) und konvergiert
daher gegen deren Grenzwert y. Da Grenzwerte (im metrischen Raum) stets eindeutig
bestimmt sind, muss f(z) = y gelten und wir haben gezeigt, dass y € f(A).

Es bleibt noch die Beschrénktheit von f(A) zu zeigen. Angenommen f(A) wére un-
beschriankt, das heifit es ist in keiner noch so grofien Kugel um den Koordinatenur-
sprung enthalten. Dann existiert fir jedes n € N ein z,, € A, so dass || f(zy)]| > n.
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Wir verwenden nochmals Bolzano-Weierstral um aus (z,) eine konvergente Teilfolge
(xy,,) auszuwéhlen. Wie oben liegt deren Grenzwert in A und wegen der Stetigkeit von
f gilt limg_yo0 f(xp,) = f(z). Fir jedes N € N und jedes n € N mit n > N gilt dann
|| f(xn)|| > n > N. Damit gilt wegen der Stetigkeit der Norm

7@ = lim [f(za)] > N.

Da f(x) € R™ ist, kann diese Ungleichung unmoglich fiir alle N € N gelten, f(A) muss
also beschrankt sein. O

Bemerkung 1.65. (i) Beschrénkte und abgeschlossene Mengen im R™ heiflen kompakt.
Wir werden uns spater eingehender mit Kompaktheit in allgemeineren metrischen
Réaumen beschéftigen und um bis dahin keine Verwirrung zu stiften, werden wir
den Begriff zundchst noch meiden.

(ii) Stetige Abbildungen bilden im Allgemeinen nicht beschriankte Mengen auf be-
schriankte Mengen ab und auch nicht abgeschlossene auf abgeschlossene.

Korollar 1.66. Sei A C R" eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge und f :
A — R stetig, dann nimmt f auf A sein Maximum an, das heif§t es existiert x € A, so
dass f(y) < f(x) fir alle y € A.

Beweis. Wir zeigen, dass eine beschrénkte, abgeschlossene Teilmenge von K C R ein
Maximum hat. Sei dazu M = sup K und wihle eine Folge (x,,) C K, so dass x,, — M.
Da K abgeschlossen ist liegt der Grenzwert M dieser Folge in K.

Wenden wir dass auf die Menge f(A) an, die nach dem vorhergehenden Satz abge-
schlossen und beschrinkt ist, so folgt die Aussage des Korollars. O

Satz 1.67. Seien A C R™ und B C R™ beschrinkte, abgeschlossene Teilmengen und
f: A — B eine stetige, bijektive Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~': B — A
ebenfalls stetig.

Beweis. Da f bijektiv ist, besitzt es eine Umkehrabbildung. Setze nun g = f~'. Die
Abbildung ¢ ist bijektiv da f bijektiv ist. Sei C' C A abgeschlossen (da A selbst abge-
schlossen ist, ist C' abgeschlossen in R™, genau dann wenn es in A abgeschlossen ist). Aus
der Beschrénktheit von A folgt, dass C' ebenfalls beschrankt ist. Wegen der Bijektivitéat
von g gilt

f(C)={f(z) e Bl|x € C}
={f(9(y)) € Bl g(y) € C}
={yeBlgly) €Ct=g"1(C).

Nach Satz ist f(C) = g~ 1(C) abgeschlossen (und beschriinkt). Da C eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge von A war, folgt damit aus Satz die Stetigkeit von g =
ffl‘ ]
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Beispiel 1.68. Sei n € N. Dann ist die Funktion

f:[0,00) = [0, 00)

T VT
stetig.

Beweis. Da [0, 00) nicht beschrénkt ist, konnen wir Satz nicht unmittelbar anwen-
den. Wir nutzen hier aus, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist (Bemerkung [1.49).
Sei also zg € [0, 00).

Definiere

f 00,20 +1] = [0, Vao + 1]
x— V.

Dann ist f die Umkehrfunktion von

g: [O, Vo + 1] — [0, 20 + 1]
y—=y"
Die Funktion g ist stetig und streng monoton (also insbesondere bijektiv). Damit folgt
nach Satz die Stetigkeit von f, insbesondere im Punkt zy. Da f und f in einer

Umgebung von z( iibereinstimmen, ist also auch f in zg stetig. Da xg € [0, 00) beliebig
war, ist f tUberall stetig. O
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1.6 Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 1.69 (Punktweise Konvergenz). Sei M eine Menge, f, : M — K (K =
R oder K = C) Funktionen fiir jedes n € N und f : M — K eine weitere Funktion. Die
Folge (f,) heifit punktweise konvergent gegen f, wenn gilt

li_>m fn(z) = f(z) fur alle z € M.

Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen ist oft vergleichsweise einfach zu zeigen,
aber oft auch nicht sehr niitzlich, da viele wichtige Eigenschaften von Funktionen bei
punktweiser Konvergenz nicht erhalten bleiben. Die punktweise Konvergenz 1afit sich
im Allgemeinen — konkreter falls M {iberabzahlbar ist — auch nicht durch eine Metrik
charakterisieren.

Beispiel 1.70. Seien f, : [0,1] — R die folgenden Funktionen
l1—nz ze€l0,1/n]
fn(@) == {

0 sonst.

Dann ist f, stetig fiir jedes n € N und die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen

f:00,1] - R
1 2z=0
fz) =
0 z#0
welches nicht mehr stetig ist.

Wir kénnen nun den Formalismus des normierten Raumes nutzen, um einen anderen
Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen zu definieren, der viele gute Eigenschaften von
Funktionen erhélt.

Beispiel 1.71. Sei M eine Menge und K = R oder K = C. Betrachte den Raum der
beschrinkten Funktionen tber M, das heif3t

B(M)={f:M —K|3K € Rsodass |f(z)| < K fir allex € M}. (1.3)

Mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation, das heift fiir f,g € B(M),
A € Kund fir alle x € M

(f +9)(x) = f(x) + g(x)
(Af)(@) = Af()
erhilt B(M) die Struktur eines Vektorraumes.
Dann ist
:B(M) = R
f = sup [f(z)]

zeM

1l

eine Norm auf B(M).
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Beweis. Wir ziegen, dass || - ||, eine Norm ist. Die Positivitdt und absolute Homogenitét
sind einfach nachzupriifen. Um die Definitheit zu zeigen sei f € B(M) so, dass || f||,, =0
gilt. Dann ist |f(x)| = 0, also f(z) = 0 fiir alle x € M und damit ist f die Nullfunktion.

Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Zunéchst stellen wir fest, dass nach
der Definition der Norm |f(x)| < || f|| fiir jedes € M gilt. Dann folgt fiir f, g € B(M)
mit der Dreiecksungleichung fiir den Betrag

[f (@) + g(x)] < [f(@)] +lg(@)] < 1 flloe + 9]l oo -

Da das fiir alle x € M gilt, ist dann auch

1f + 9lloe = sup | f(z) + g(x)] < || flloc + 9/l - i
zeM

Definition 1.72 (Gleichméflige Konvergenz). Eine Folge von beschrankten Funk-
tionen (f,), fn : M — K (K = R oder K = C), die beziiglich der Norm || - ||, gegen
f M — K konvergiert heifit gleichméfig konvergent. Wenn von dem Funktionenraum
B(M) (und spéater C(M)) die Rede ist werden wir die Norm || - ||, oft nicht explizit
erwahnen.

Bemerkung 1.73. In formaler Notation bedeutet die punktweise Konvergenz einer Funk-
tionenfolge f, gegen f, dass

Ve>0 VxeM INeN Vn>N |fulz)— f(x)] <e
erfillt ist, bei gleichméaBiger Konvergenz hingegen gilt
Ve>0 AN eN VeeM VYn>N |fu(z)— f(z)| <e

Die Definitionen unterscheiden sich also nur darin, ob NV von x abhéngen darf oder nicht.
Insbesondere ist jede gleichméfig konvergente Folge auch punktweise konvergent.

Satz 1.74. Der Funktionenraum B(M) ist vollstindig, also ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,) C B(M) eine Cauchy-Folge. Wahle x € M fest. Dann ist die Folge
(fn(z)) ebenfalls eine Cauchy-Folge, da

[fn(@) = fm(2)] < lfn = Fnllo

gilt. Da K (also R oder C) vollstandig sind, konvergiert also die Folge (f,(x)). Wir setzen
jetzt

fe) = Tim fa(e).

Damit haben wir einen Grenzwert f fiir die Folge (f,,) gefunden, allerdings nur beziiglich
der punktweisen Konvergenz.
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Da jede Cauchy-Folge beschrénkt ist (Bemerkung [L.19]) existiert K € R, so dass
| fallo < K fiir alle n € N. Damit folgt fiir jede x € M

[f(2)] = lim_[fn(2)] < limsup || foll, < K,
n—00 n—o0

unsere Grenzfunktion f ist also beschrankt.

Sei nun € > 0. Wir wéhlen mit der Cauchy-Eigenschaft N € Nso, dass || f, — fin|l,, < €
fir alle n,m > N. Die Wahl von N ist nicht von x abhingig. Dann gilt fiir jedes x € M
und jedes n,m > N

Da die rechte Seite nicht mehr von m abhingt, kénnen wir den Grenzwert m — oo bilden
und erhalten, da die Betragsfunktion stetig ist

|f(z) = fulz)] <€

Da die rechte Seite auch von x unabhéngig ist kénnen wir das Supremum bilden und
erhalten

sup |f(z) = fu(2)] = [If = fallc <€

zeM
Damit haben wir die Konvergenz von (f,,) gegen f beziiglich der Norm gezeigt. O

Definition 1.75. Sei (X, d) ein metrischer Raum und B(X') der Raum der beschrankten
Funktionen auf X. Der Teilraum der stetigen, beschrénkten Funktionen wird mit Cy(X)
bezeichnet.

Bemerkung 1.76. Falls X eine beschrankte, abgeschlossene Teilmenge von R" ist, dann
ist nach Satz [I.64] jede stetige Funktion beschriankt. In diesem Fall enthélt der Raum
Cy(X) alle stetigen Funktionen auf X und wir schreiben C(X).

Im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz erhélt die gleichméfige Konvergenz viele
gute Eigenschaften von Funktionen.

Satz 1.77. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Unterraum Cy(X) ist abgeschlossen in
B(X). Insbesondere ist Cy(X) vollstindig.

Beweis. Wir wollen das Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit Satz[I.33] verwenden. Sei
also (fn) C Cy(X) eine Folge stetiger Funktionen, die (gleichméflig) gegen f € B(X)
konvergiert. Sei z € X und € > 0. Da (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert
N € N so, dass || f — full,, < § fiir jedes n > N. Wihle jetzt n > N fest. Da f,, stetig
ist, existiert § > 0 so, dass |fn(7) — fu(y)| < § falls d(x,y) < J. Dann gilt fiir jedes
RS Bg(m)

[f(@) = f)] < [f(2) = fal@)] + [fulz) = )] + | faly) — F()]

<2 Hf - fn”oo + |fn($) - fn(y)| <e.

Damit ist f stetig in  und da = € X beliebig war, ist f stetig.
Da die Folge (f,) beliebig war, ist damit auch die Abgeschlossenheit von Cy(X) ge-
zeigt. Die Vollstdndigkeit dieses Raumes folgt dann aus Satz O
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Definition 1.78. Sei K = R oder K = C, 29 € K und (an)nen, C K. Dann heifit
>0 o an(z — o)™ eine (formale) Potenzreihe um den Punkt g iiber dem Korper K.

Die Zahl
sup { |x — x|

in [0,00) U {oo} heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

o0
Z an(z — x0)" konvergiert}

n=0

Satz 1.79. Sei ) > an(x—x0)" eine Potenzreihe iber dem Korper K und r € [0,00)U
{oo} ihr Konvergenzradius. Fir |z — xo| < r konvergiert die Reihe absolut, fir |x — xq| >
r divergiert sie.

Es gilt die Formel

1
— = limsup {/|ay|. (1.4)

r n—00
PR I 1 _
Wobei wir -5 =0 und § = oo setzen.
Beweis. Um die Notation einfach zu halten, fithren wir den Beweis nur fiir xy = 0. Dass
die Reihe fiir || > r divergiert folgt aus der Definition des Konvergenzradius. Wir zeigen
zunédchst die absolute Konvergenz der Reihe falls |z| < 7. Falls » = 0 ist, so ist nichts
zu zeigen. Sei also 7 > 0 und |z| < r. Nach der Definition des Konvergenzradius existert
y, so dass |z| < |y| <rund ) 7 any™ konvergiert. Insbesondere muss also (any™) eine

Nullfolge sein und so gilt |a,||y|" < C fiir ein C € [0,00) und alle n € Ny. Damit gilt
" o (lal)"
lanlly[" (] <C (17
vl [yl

ffmaww(ﬁbn

n=0

die Reihe

wird also durch eine konvergente geometrische Reihe majorisiert und ist somit selbst
konvergent. Damit ist die Reihe

o0 e} T n
Z apx" = Zany" (> (1.5)
n=0 n=0 Yy

absolut konvergent.
Die Formel fiir den Konvergenzradius ergibt sich aus dem Wurzelkriterium. Setze

b := limsup v/|ay|.
n—o0
Sei zunédchst b € (0,00). Dann gilt

limsup v/|apz™| = |z|limsup V/|an| = |z|b.

n—oo n—oo

Damit ist die Reihe konvergent falls |z| < % — also gilt r > % — und divergent falls
|z| > % also ist r < %. Schliefllich sieht man leicht, dass die Potenzreihe lediglich in

x = 0 konvergiert falls b = co und fiir jedes x € K konvergiert falls b = 0 ist. O
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Bemerkung 1.80. (i) Aus dem obigen Beweis ist ersichtlich, dass

o0
Z lan| a™ konvergiert} .

n=0

r = sup {a € [0, 00)

(ii) Falls der folgende Grenzwert existiert (also insbesondere a, # 0 ist ab einem
bestimmten Index n), so gilt auch

Beispiel 1.81. Die Potenzreihe

n=0
ist konvergent auf (—1,1) (beziehungsweise auf B;(0) C C) und konvergiert dort gegen
die Funktion f(z) = 1.
Man beachte dabei, dass der Grenzwert der Reihe nur auf dem Konvergenzkreis mit
f tbereinstimmt (auBerhalb dieses Kreises existiert der Grenzwert nicht) obwohl der

maximale Definitionsbereich von f dariiber hinaus geht.

Satz 1.82. Sei ) 7 jan(x — xo)" eine Potenzreihe tber dem Kirper K (K = R oder
K = C) mit Konvergenzradius v > 0. Sei 0 < a < r. Dann konvergiert die Potenzreihe
auf Kq(zo) gleichmdfig.

Insbesondere ist die Funktion

f:Br(xo) - K

o
x Zan(x — xp)"
n=0

stetig.

Beweis. Wir betrachten wiederum nur den Fall zp = 0. Sei 0 < a < r. Wir wissen

bereits, dass die Reihe Y o a,z™ auf K,(0) (sogar auf B,(0)) punktweise konvergiert,

wir wollen jedoch die Konvergenz beziiglich der Supremumnorm || - ||, zeigen. Setze
fn: Kqu(0) 2 K

Tz

fiir alle n € Ng. Dann gilt

[follw = sup [z"|=a"
z€Kq(0)

und wir erhalten

00 00
D lantallee =Y lanla™ < oo (1.6)
n=0 n=0
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da a < r. Die Reihe Y >° ; a, f, ist also absolut konvergent in B(K,(0)). Da dieser Raum
vollstandig ist, folgt daraus die Konvergenz der Reihe in B(K,(0)) (Satz also die
gleichméfiige Konvergenz.

Da die gleichméafige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert (Bemerkung,
muss der gleichméflige Grenzwert mit dem punktweisen iibereinstimmen also mit der
Funktion z — Y 7 anz™. Da die Partialsummen Ziv:o anx™ fur jedes N Polynome
und somit stetig sind, ist nach Satz auch der Grenzwert stetig (auf K,(0)).

Wir wollen nun noch die Stetigkeit auf B,(0) zeigen. Wir setzen

s:B.(0) = K
T > Z anx"
n=0

Sei nun y € B,(0) und wéhle a so, dass |y| < a < r. Dann ist nach dem soeben gezeigten
3’1{,1(0) stetig, also insbesondere stetig in y € K,(0). Da K,(0) eine Umgebung von y
enthalt, stimmen s und s| Ka(0) auf dieser Umgebung iiberein und da Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist, folgt daraus die Stetigkeit von s in y. Da das fiir jedes y € B,(0)
gilt, ist s stetig. O

Beispiel 1.83. (i) Wir definieren die Exponentialfunktion

o0 n

T
et = Z —
n!

n=0

Der Konvergenzradius ist

1
. nl :
r= lim —F— = lim n+1 = oo,

die Reihe also auf ganz R (oder ganz C) konvergent. Nach obigem Satz ist die
Exponentialfunktion stetig.

(ii) Ebenfalls definieren wir fir x € R

: S T G L e
sin(z) := Qe'* = E — "
~ (2n+1)!
iz — (—1)" n
cos(z) := Re'® = E ((2713' ?
n=0 ’

Beide Reihen konvergieren auf ganz R und sind daher stetige Funktionen.

Bemerkung 1.84. Die Ergebnisse dieses Abschnitts kénnen — inklusive der Beweise —
ohne Weiteres auf R™-wertige Funktionen oder sogar auf Funktionen mit Werten in
einem beliebigen Banachraum verallgemeinert werden.
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2 Differenzierbarkeit
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2.1 Differenzierbarkeit von Funktionen einer reellen Variablen

Wie bisher sei K einer der Zahlkoérper R oder C.

Definition 2.1. Sei U C R offen, f : U — K eine Funktion und « € U. Die Funktion f
heifit differenzierbar in x, wenn der Grenzwert

Fe) — i L) @)

h—0 h

existiert. Dann heifit f/(x) die Ableitung der Funktion f an der Stelle x.
Die Funktion f heifit differenzierbar, falls sie in jedem Punkt des Definitionsbereiches
U differenzierbar ist.

Bemerkung 2.2. (i) Genauso kénnen wir Differenzierbarkeit und Ableitung fiir Kur-
ven im R™ (oder sogar in einem beliebigen Banachraum V'), also fiir Abbildungen
f:U—=R"(f:U — V) definieren. Fiir R"-wertige Abbildungen entspricht die
Differenzierbarkeit genau der Differenzierbarkeit der einzelnen Komponentenfunk-
tionen.

(ii) Ist eine Funktion in z differenzierbar, so gilt

lim f(z+ ) — f(z) = lim 4T =)

h=0
h—0 h—0 h

also ist f in x stetig.

(iii) Differenzierbarkeit ist eine lokale Eigenschaft, hdngt also nur vom Verhalten der
Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung ab.

(iv) Die Funktion f ist differenzierbar in z, genau dann wenn

fe) — tim 10 = I

y—=r Yy —x

existiert.

Satz 2.3. Seien U C R offen, x € U und f,g : U — K in x differenzierbare Funktionen.
Dann sind auch f+ g und f - g differenzierbar in x und es gilt

(f +9) (@) = f'(z) + g (2),
(f - 9) (@) = fl(2)g(x) + f(z)g'(x)-

Ist f(z) # 0, dann ist % auf einer (offenen) Umgebung von x definiert und es gilt

o5

Beweis. Ubung O
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Satz 2.4. Seien U,V C R offen, g : U — V differenzierbar in x und f : V — K
differenzierbar in g(x), dann ist f o g differenzierbar in x und es gilt

(f o 9)(z) = f'(9(x))d (x).
Beweis. Erfolgt weiter unten allgemeiner fiir Funktionen mehrerer Variablen. O

Definition 2.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum, f : X — R eine Funktion und z € X.
Die Funktion f hat in x ein lokales Maximum, wenn es € > 0 gibt, so dass

fly) < f(z) fur alle y € B(z).

Die Funktion f hat in z ein lokales Minimum, wenn — f in x ein lokales Maximum hat.
Ein lokales Extremum ist entweder ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Satz 2.6. Sei U C R offen, x € U und f : U — R differenzierbar in x. Falls f in x ein
lokales Extremum hat, dann ist f'(z) = 0.

Beweis. Die Funktion f habe oBdAin z ein lokales Maximum (andernfalls betrachte
—f). Dann gibt es € > 0, so dass f(y) < f(z) fir alle y € Be(x). Dann gilt

f@+h) = fx) <0
fiir alle h € B(0). Damit gilt fiir h, =

lim < 0 und
n—00 hy,

i L) = J@)
N—00 —hy,

Da f in z differenzierbar ist, miissen beide Grenzwerte mit

o J@ ) = f(@)

h—0 h

= f'(z)
tibereinstimmen, es muss also f'(z) = 0 gelten. O

Bemerkung 2.7. Das Verschwinden der Ableitung ist fiir die Existenz eines lokalen Ex-
tremums nur eine notwendige, keine hinreichende Bedingung.

Theorem 2.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R, a < b
und f : [a,b] — R eine stetige Funktion die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert
¢ € (a,b), so dass
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Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall f(a) = f(b). Dann ist zu zeigen, dass £ €
(a,b) existiert, so dass f'(§) = 0. Da [a,b] beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt
die Funktion f dort sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an (Korollar [1.66).
Falls sowohl das Maximum, als auch das Minimum in ¢ und b angenommen werden,
dann ist f konstant und f/(§) = 0 fiir jedes £ € (a,b). Andernfalls bezeichne & eine der
Extremstellen in (a,b). Da ein globales Extremum insbesondere ein lokales Extremum

ist, gilt nach Satz (€ =0.

Wir betrachten nun allgemeine f und definieren
g:la,b] - R

oo iy 1®

f(a)
b—a

: (z —a).

Dann ist g ebenfalls stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und es gilt g(a) =
f(a) = g(b). Dann existiert nach dem ersten Teil des Beweises £ € (a, b) mit

f(b) = f(a)
e O

0=g'(§) =f(&) -

Korollar 2.9. Seien a,b € RU{—00,00}, a < b, f: (a,b) = R differenzierbar und es
gelte f'(z) =0 fir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis. Seien z,y € (a,b) und y > x. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz £ € (x,y),
so dass

fly) = f=z
A e 2
y—x
also gilt f(x) = f(y). Insbesondere gilt also fiir festes = € (a,b), dass f(z) = f(y) fir
alle y € (a,b), also ist f konstant. O

Korollar 2.10. Seien a,b € RU {—0c0, 0}, a < b, f : (a,b) — R differenzierbar. Die
Funktion f ist monoton wachsend, genau dann wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b). Wenn
f'(x) > 0 ist, so ist f streng monoton wachsend.

Beweis. Es gelte zunéchst f'(z) > 0 (f'(z) > 0) fir alle x € (a,b). Seien wiederum
x,y € (a,b), y > z. Nach dem Mittelwertsatz gibt es £ € (z,y), so dass

fly) - f@)

flo="020

Damit ist f(y) > f(x) (f(y) > f(x)). Da x und y beliebig waren, ist f (streng) monoton
wachsend.
Sei andererseits f monoton wachsend, dann gilt fiir jedes x
_ 1y _
f'(z) = lim flo+ h}z 1 (@) = lim flety) - ) > 0. O

h—0 n—00

1
n
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Bemerkung 2.11.

(i) In Korollar ist entscheidend, dass die Funktion auf einem

Intervall definiert ist. Die Ableitung der Funktion

FiR\{0} 5> R
{1

€T —
1

x>0
<0

verschwindet zwar auf ihrem Definitionsbereich, aber die Funktion ist offensichtlich

nicht konstant.

(ii) Die Umkehrung der zweiten Aussage in Korollar gilt nicht. Die Funktion
x + 23 ist streng monoton wachsend aber es gilt f/(0) = 0.

Korollar 2.12 (Erweiterter Mittelwertsatz). Seiena,b € R, a <b, f,g:[a,b] = R
stetige Funktionen die auf (a,b) differenzierbar sind. Dann existiert £ € (a,b), so dass

F(©)(g(d) = g(a)) = g'(€)(f(b) = f(a)).

Beweis. Falls g(b) = g(a) ist, so existiert nach dem Mittelwertsatz £ mit ¢’(£) = 0 und

damit ist die Aussage gezeigt.

Sei also g(b) # g(a). Wir wenden den Mittelwertsatz auf die Hilfsfunktion

ba) = f(2) = LT gla) — g(a)
an. Es gilt h(b) = f(a) = h(a), also existiert £ € (a,b), so dass
Y o _f(b)_f(a)/
O—h(f) _f(g) g(b)—g(a)g(g)

Multiplikation mit g(b) — g(a) ergibt die gewiinschte Aussage.

O]

Satz 2.13 (Regel von de I"'Hospital). Sei U C R offen, x € U und f,g: U — R dif-

ferenzierbare Funktionen. Falls f(z) = g(x) =0, ¢’ #
von x und

lim f'(y)
y=z g'(y)

existiert, dann gilt

f()

lim = lim ')
v=r g(y)

0 in einer punktierten Umgebung

v—z ¢'(y)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass z eine isolierte Nullstelle von g ist. Angenommen x ist
Héaufungspunkt von Nullstellen von g, das heifit es existieren Nullstellen x,, # z fiir alle
n € N, so dass z, — . Wir kénnen oBdAannehmen, dass (z,) streng monoton ist (sonst
wahle eine Teilfolge aus). Sei (x,,) streng monoton wachsend. Nach dem Mittelwertsatz
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existiert fiir jedes n € N ein &, € (2, Tp41) mit ¢'(§,) = 0. Da &, — x konvergieren,
steht das im Widerspruch zur Voraussetzung ¢’ # 0 auf einer punktierten Umgebung
von z. Fiir den Fall streng monoton fallender Folge (z,,) liefert ein analoges Argument
ebenfalls einen Widerspruch.

Sei nun V eine Umgebung von z, so dass ¢ # 0 und ¢’ # 0 auf V. Wihle eine
beliebige Folge z,, € V, so dass x,, — x. Fir jedes n € N existiert nach dem erweiterten
Mittelwertsatz &, € (min{z,x,},max{z,x,}), so dass

f/(gn) _ f(l‘) — f(wn) _ f($n)

g/(gn) g(l’) - g(xn) B g(fﬂn) ‘

Es gilt lim,,_, &, — x. Nach Voraussetzung existiert

P 6 )

lim = lim = lim .
v—z g'(y)  nooo ¢'(€n)  m—oo g(wn)

Da die Folge (x,,) beliebig war, folgt mit dem Folgenkriterium fiir Konvergenz von Funk-
tionen die Existenz von

fly) . 'y -

Iim —Z~ = lim .
v—=z g(y) v g'(y)

Beispiel 2.14. Wir wollen mittels der Regel von I’'Hospital den Grenzwert

1 —cosx

lim 5

z—0 x
bestimmen. Es sind also f(z) =1 — cosz, f'(z) =sinz und f”(x) = cosz sowie g(z) =
22, ¢'(x) = 22 und ¢”’(z) = 2. Da f’(0) = ¢’(0) = 0 und wegen der Stetigkeit des cos

') 1

li =
750 g"(z) 2

ist, existiert nach I'Hospital auch

fx) 1

Py gx) 2

Da auch f(z) = g(x) = 0 ist und der obige Grenzwert existiert, gilt dann auch

lim @ = 1
=0 g(x) 2
Definition 2.15. Sei U C R offen und f : U — R eine Funktion. Die Funktion heifit
n+1 mal differenzierbar wenn die n-te Ableitung £ differenzierbar ist und die n+ 1-te
Ableitung ist die Funktion f (™' Die Funktion heifit beliebig differenzierbar oder glatt
falls sie n mal differenzierbar ist fiir jedes n € N.
Die Funktion heift n mal stetig differenzierbar, falls f() stetig ist.
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Definition 2.16. Sei U C R offen und f : U — R eine in « differenzierbare Funktion.
Dann heif3t

das n-te Taylor-Polynom um den Entwicklungspunkt x.

Theorem 2.17 (Satz von Taylor). Sei(a,b) C R ein offenes Intervall und f : (a,b) —
R eine n+1 mal differenzierbare Funktion. Seien x,y € (a,b) zwei verschiedene Punkte
und I das abgeschlossene I das offene von x und y aufgespannte Intervall. Sei h : [ — R
eine stetige auf[ differenzierbare Funktion, so dass h' # 0 aqu Dann existiert £ € I
so dass

" k) (n+1) _
R D R Ll i rr- e Y
k=0 '
Beweis. Wir wenden den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf
g:(a,b) >R
)
tHZ'f k‘(t>( _t)k
k=0

und h an, es existiert also £ € I, so dass

9'(€) _ ~ fP)(x) K

G (h(y) = h(z)) = g(y) — g(z) = f(y) - 2 h (y— )

Wir miissen nun noch ¢’ ausrechnen:

nf per) ()
g’<t>=2(f Oy gy S k!“)uy—t)’“)

k=0

()

n!

(y—0)"

wobei die letzte Umformung aus der Tatsache folgt, dass es sich um eine Teleskopsumme
handelt. Einsetzen von & liefert dann die gesuchte Gleichung. O

Bemerkung 2.18. (i) Je nach Wahl der Funktion A erhélt man nun verschiedene For-
men des Restgliedes

n )y
Rusa(y,2) = 1) = 3 T8 oyt

k=0
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(ii) Fiir h(t) = (y — )" also W/ (t) = —(n + 1)(y — t)" ergibt sich die Lagrange-Form
des Restgliedes:

FIE)

n!

(y - Zv)n—H _ f(n-i—l)(é‘) )n+1

W Dy YT

Rn-i-l(ya .CC) =
Korollar 2.19. Sei (a,b) C R ein intervall und f : (a,b) — R mindestens n mal stetig
differenzierbar. Sei x € (a,b) und es gelte 0 = f'(x) = f"(z) = --- = f* V() und
f (x) # 0. Ist n ungerade so liegt bei x kein lokales Extremum vor, ist n gerade, so hat
f beiz ein lokales Minimum falls f(™ (x) > 0 und ein lokales Maximum falls ) (x) <O0.

Beweis. Wir setzten oBdAvoraus, dass f(™)(z) > 0 ist (sonst betrachte —f). Wir ver-
wenden die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied. Nach Voraussetzung verschwinden
in der Entwicklung die Terme 1 bis n — 1. Da nach Voraussetzung f(™ (z) stetig
ist, existiert € > 0, so dass f(™(z) > 0 auf ganz (x — €,z + €). Dann existiert nach der
Taylor-Formel fiir jedes y € (z — €, + €) ein §, € (z — €, + €), so dass

Falls n ungerade ist, so ist f(z —0) < f(x) < f(xz+ ) fir jedes 6 > 0. Es liegt also kein
lokales Extremum vor. Ist n gerade, so ist der zweite Term stets nichtnegativ, es gilt
also f(y) > f(x) fur alle y € (x — €,x + €), an x liegt also ein lokales Minimum vor. [J

Satz 2.20. Sei U C R offen und x € U. Eine Funktion f : U — K ist differenzierbar in
x, genau dann wenn a € K und ¢ : U = K existieren, so dass

fly) = f(z) +aly —z)+o(y) |y — 2| (2.2)

fir alle y € U und lim,_,; ¢(y) = 0.

Beweis. Seien zundchst a € K und ¢ : U — K so, dass lim,_,; ¢(y) = 0 und Gleichung

(2.2) gilt. Dann gilt

fly) — flx) y—=

) = 1) _ oyl
y—x y—x

und die rechte Seite dieser Gleichung konvergiert fiir y — x nach Voraussetzung gegen

a. Damit ist f in z differenzierbar und f'(z) = a.
Sei andererseits f in = differenzierbar und definiere

fW)—f@) o y—z
ply) = {( e (x)) vl YT
0 y=ux
Dann gilt Gleichung (fir a = f'(x)) und lim,—,, ¢(y) = 0. O
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2.2 Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Veranderlicher

Wiederholung lineare Abbildungen und Matrizen

Im Folgenden seien V, W stets Vektorraume iiber einem Korper K.

Definition 2.21. Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit linear, wenn

P(v+ A0) = ¢(v) + Ap(D)
fir alle v, 0 € V und alle A € K.

Bemerkung 2.22. (i) Die Menge L(V|W) aller linearen Abbildungen zwischen festen
Raumen V und W ist selbst ein Vektorraum tber K.

(ii) Seien ey, ...,ex und fi,..., f; Basen fiir V beziehungsweise W, dann ist durch

I
ples) = aifi (2.3)
=1

fur alle j € {1,...,k} eindeutig eine Matrix A, = (a;;) definiert, die sogenann-
te Darstellungs- oder Abbildungsmatrix der linearen Abbildung ¢ beziiglich der
gegebenen Basen.

Umgekehrt wird durch jede [ x k-Matrix A = (a;;) mittels der Gleichungen ([2.3)
eindeutig eine lineare Abbildung ¢ 4 definiert.

(iii) Fir fest gewdhlte Basen von V und W héngt die Darstellungsmatrix, also die
Abbildung

LV|W) — RIxk
o= Ay

linear von ¢ ab, es gilt also fiir lineare Abbildungen @, 9 : V — W und A € K
Apirgy = Ap + AAy.
(iv) Seien v =wvieg + - vgex € V und w = p(v) = wy f1 + - - - wy fi, dann gilt

w1 aip - a1k U1

wy ap o Qg VU

die Anwendung von ¢ auf v entspricht also der Matrizenmultiplikation der Ma-
trixdarstellungen von ¢ und v.
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(v) Falls U ein weiterer Vektorraum mit fest gewéhlter Basis ist und ¢ : V' — W und
1 : W — U lineare Abbildungen sind, so gilt fiir die zugehérigen Darstellungsma-
trizen

Apop = Ay Ay,

die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen entspricht also der Matrixmultipli-
kation der Darstellungsmatrizen.

(vi) Falls V =R* und W = R! gilt, so gibt es auf jedem der Réume die Standardbasis.
Wird nichts anderes gesagt, so beziehen sich alle Darstellungsmatrizen auf diese
Standardbasen und wir werden die lineare Abbildung ¢ mit ihrer Abbildungsmatrix
A, identifizieren.

(vii) Auf R™ existiert ebenfalls das Standardskalarprodukt (- | -). Fir

U1 U1

erhalten wir

n
<1)‘1~)> = Z'Uif}i = (1)1, . ,’Un)
=1

Un

Definition 2.23. Sei U C R" offen, x = (z1,--- ,2,) € U und f : U — R™. Die
Abbildung f heifit partiell differenzierbar in = beziiglich x;, wenn die Funktionen ¢ —

flxy, .., xi-1,t, %41, . . . x,) differenzierbar ist, das heifit wenn der Grenzwert
. Tlyeoos Tim1, Ly + R, Tin1, ... 2n) — f(1,..., 2
9, f(z) = lim f(xy i1, T i+l n) — f(x1 n)
h—0 h

existiert. Der Grenzwert 0, f(x) € R™ heifit die partielle Ableitung von f an der Stelle

x beziiglich z; und wird auch als %(w) geschrieben.

Die Abbildung f heifit partiell differenzierbar in x, wenn sie partiell differenzierbar
beziiglich z; fur jedes i € {1,...n} ist.

Die Existenz nur der partiellen Ableitungen ist in vielen Féllen eine zu schwache
Bedingung wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.2/. Die Funktion
f:RZSR

1 z=0o0odery=0
z,y) —
(@) {0 sonst

ist im Punkt (0, 0) partiell differenzierbar, aber nicht stetig.
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Uber lediglich partiell differenzierbare Funktionen kénnen wir kaum Aussagen treffen,
es bedarf also eines stérkeren Differenzierbarkeitsbegriffes. Dazu bietet sich die Verall-
gemeinerung der in Satz [2.20] eingefiihrten Bedingung an.

Definition 2.25. Sei U C R" offen, x € U und f : U — R™. Die Abbildung f heifit in
x differenzierbar oder total differenzierbar, falls eine lineare Abbildung A € L(R"|R™)
und ¢ : U — R™ existieren, so dass

fly) = f@)+Aly —2) + ¢() ly — | (2.4)

fir alle y € U und lim,—,, ¢(y) = 0.

Genauso kénnen wir Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen beliebigen normierten
Vektorrdumen V und W definieren.

Satz 2.26. Sei U C R" offen, x € U und f : U — R™. Seien f1,...,fm : U = R
die Komponentenfunktionen von f, das heifit f(x) = (fi(z),..., fm(x)) fir alle x € X.
Wenn die Abbildung f total differenzierbar ist, so ist sie partiell differenzierbar und die

Darstellungsmatriz der Abbildung A aus Deﬁm’tz’on ist gegeben durch Aj; = 0; f;(x).

Beweis. Seien A und ¢ wie in Definition Seien ey, ...,e, und €},... e, die Stan-

rm
dardbasen von R™ beziehungsweise R™. Wir setzen y = x + he; in (2.4)) ein und erhalten

f(z + hei) = f(x) + hA(ei) + o(z + hei) [h]

flz+ h@}? —I@ _ pe) + ol + hez‘>|Z|'

Fir A — 0 konvergiert diese Gleichung gegen
D oifj(x)e = 0if(v) = Ales) = > Ayie)j,
j=1 j=1

also existiert die partielle Ableitung von f beziiglich x;. Aus der Eindeutigkeit der Ba-
sisdarstellung erhilt man durch Koeffizientenvergleich die Gleichung 0; fj(z) = Aj;. O

Damit ist insbesondere gezeigt, dass A in (2.4) eindeutig bestimmt ist, wir konnen also
von dieser Matrix (oder vielmehr von der linearen Abbildung die sie darstellt) als der
totalen Ableitung von f sprechen.

Definition 2.27. Die Matrix (0;fj(z));; heiBt Jacobi-Matrix (auch Funktionalmatrix
oder Ableitungsmatrix) von f an der Stelle z. Wir werden sowohl diese Matrix, als auch
die lineare Abbildung die sie représentiert, mit D f(z) bezeichnen auch dann, wenn die
Funktion nicht total differenzierbar ist.

Fiir reellwertige f, also f : R™ — R, hat die Jakobi-Matrix lediglich eine Spalte und
wir bezeichnen sie auch als Gradient von f und schreiben grad f :=D/f.
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Beispiel 2.28. (i) Seien V und W (endlichdimensionale) Vektorrdume und A : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann ist A total differenzierbar und es gilt DA(x) = A fur
alle z € V. Um das zu sehen schreiben wir

Aly) = A(z) + A(y — z)
womit (2.4]) fiir ¢ = 0 erfiillt ist.
(ii) Betrachte die Abbildung

f:(0,00) x (0,27) — R?

(ryp) = (rcosp,rsiny).

Dann ist f partiell differenzierbar und es gilt

Df(r, ) = < cosp —rsing > '

sing rcosg

Bemerkung 2.29. (i) Eine Abbildung f ist also total differenzierbar in x genau dann,
wenn die Jacobi-Matrix D f(z) existiert und

i &) = f(y) = Df()(y — 2)

—0.
y—z ly — ||

(ii) Aus dieser Formulierung ist ersichtlich, dass eine Abbildung f = (fi,... fi), mit
fi,--- fm : U — R total differenzierbar ist, genau dann wenn f; total differenzier-
bar ist fur jedes i € {1,...m}.

(iii) Wie im eindimensionalen Fall folgt aus der totalen Differenzierbarkeit insbesondere
die Stetigkeit von f.

(iv) Sowohl partielle, als auch totale Differenzierbarkeit sind lokale Eigenschaften.

(v) Um Verwirrung zu vermeiden: Wenn f auf einer offenen Menge U differenzierbar
ist, dann ist die Abbildung h +— Df(x)h linear fiir jedes x € U. Die Abbildung
x +— Df(x) ist in den meisten Féllen nicht linear.

Definition 2.30. Seien (V,||-||\,) und (W,||-||y) normierte Vektorrdume. Dann defi-
niert

el = sup L ke @)y | v € Vi flolly, = 1}

eine Norm auf L(V|W).

Bemerkung 2.31. Der Beweis der Normeigenschaften verlduft analog zu Aufgabe 1 vom
Ubungsblatt 0,5. Die obige Norm ist auf £(V|W) fiir uns die Standardnorm, wir werden
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also haufig nur ||| schreiben wenn durch das Argument klar ist von welcher Norm die
Rede ist. Es gilt die Ungleichung

le@)[I < llell ll]l -

Damit folgt insbesondere die Lipschitz-Stetigkeit (und damit Stetigkeit) linearer Abbil-
dungen:

le(y) — (@)l = llely — ) < el lly — |-

Satz 2.32. Seien U CR™ und V C R™ offen, x € U, g : U — V total differenzierbar in
x und f:V — RF total differenzierbar in g(x). Dann ist f o g total differenzierbar in x
und es gilt

D(f og)(x) = Df(g(x))Dg().

Beweis. Differenzierbarkeit von g im Punkt = bedeutet, dass ¢, : U — R™ existiert, so
dass limy—,, ¢4(y) = 0 und

9(y) — g(z) = Dg(z)(y — x) + 4(y) ly — = .

Insbesondere gilt also

l9(y) = g(@)|| < [Dg(x)(y — )l + ly — 2 llpg (W) < (IDg(@) + llpg (WD) ly — ] -

Da ¢4(y) fiir y — x gegen 0 konvergiert, ist es insbesondere beschrénkt in einer Um-
gebung von x. Es gibt also ein K € R, so dass in einer punktierten Umgebung von
x

lg(w) = 9@l _ f (2.5)
ly — =]
gilt.
Differenzierbarkeit von f im Punkt g(x) bedeutet, dass es ein pf : V — R* gibt, so
dass lim,_, ¢,y ¢5(2) = 0 und

f(z) = f(9(x)) + Df(9(2))(z — g(x)) + ¢7(2) |z — g(@)]| -

Wir setzen z = g(y) und benutzen die obige Formel fir g(y) — g(z)

fl9(y)) = f(g(z)) + Df(g(x))(9(y) — 9(x)) + ¢r(9(y)) l9(y) — g(@)|
(fog)(y) = (fog)(z)+Df(g9(x))Dg(z)(y — )

lofw) — o(x)] .
+ (erto =20 b gy ) o1,

Um den Beweis abzuschlieflen muss gezeigt werden, dass fiir y — x der Ausdruck in
Klammern gegen 0 konvergiert. Da ¢ in x differenzierbar ist, ist es insbesondere stetig
und so gilt limy_,; g(y) = g(x). Dann gilt limy_,, ¢r(g(y)) = 0 und wegen kon-
vergiert der erste Summand in der Klammer gegen 0. Nach Voraussetzung konvergiert
©g(y) genen 0 und da D(f(g(z))) linear und somit stetig ist konvergiert auch der zweite
Summmand in der Klammer gegen 0. O

)=
)=
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Satz 2.33. Sei U C R" offen und f : U — R™. Wenn fiir jedes x € U und jedes
i €{1,...,n} die partielle Ableitung 0;f(x) existiert und stetig ist, dann ist f fir jedes
x total differenzierbar.

Lemma 2.34. Seix € U, r > 0 und f : B.(x) — R partiell differenzierbar. Sei h =
(h1,...,hn) € Br(0). Dann ezistieren £1, ..., &, € Ky (), so dass

flx+h) = f(z) =00f(&)h1+ -+ Onf(&n)hn.

Beweis. Sei eq,...,e, die Standardbasis des R™ und definiere x¢g = =, z; = ;1 + h;e;.
Dann ist x,, = x 4+ h. Weiter gilt

i — @l = lrer + - + haeill = VI + -+ [hal® < A/ Ia? + -+ [hal® = |12

die Punkte z; sind also alle in K (z) C B,(z) enthalten.

Fiir ein festes ¢ € {1,...,n} verfahren wir wie folgt, falls h; # 0 ist. Im Folgenden
betrachten wir den Fall h; > 0, der Fall h; < 0 kann jedoch analog behandelt werden.
Wihle € > 0, so dass Be(zi—1), Be(z;) C Br(z). Dann gilt fur die Funktion

g:(—€,hi+¢) =R
t— f(zi1 + te;),

dass

i 988 = 9() _ f@ia+ (4 s)es) = Fl@io +te)

s—0 S s—0 S

= 0if(xi—1 + te;).

Damit ist ¢ differenzierbar und es gilt ¢'(t) = 0; f (z;—1+te;). Insbesondere ist g also stetig
auf [0, h;]. Jetzt konnen wir den Mittelwertsatz anwenden um 6 € (0, h;) zu erhalten, so
dass

Oif (xi1 + Oei)hy = g'(0)hi = g(hi) — g(0) = f(x:) — flwi1).
Fiir & := x;_1 + fe; erhalten wir also

Oif(&)hi = f(xi) — f(zi-1).

Da die Kugel K|, (z) konvex ist und z; und x;—1 enthdlt, ist auch & € K ().
Schliefllich erhalten wird

fle+h) = f(x) =" flx:) = flwi) =D 0if(&)hi.
=1 =1

Dabei ist zu beachten, dass falls h; = 0 ist, sowohl f(z;) — f(z;—1) als auch f(&)h;
verschwinden, unabhéngig vom Wert von &;. Wir kénnen fiir diese Félle also willkiirlich
z.B. & = x; setzen. ]
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Beweis von Satz[2.33. Da totale Differenzierbarkeit komponentenweise festgestellt wer-
den kann, reicht es den Fall m = 1 zu betrachten. Wahle x € U fest und sei € > 0, so dass
B¢(x) € U. Nach dem vorhergehenden Lemma existieren fiir jedes h = (hy,...,h,) €
B.(0) Punkte & (h), ..., & (h) € K (), so dass

[l +h) = f(x) = 01f (& (h)h1 + - - + Onf(&n(h)) hn.

Wir setzen

a(h) = (01 f(&i(R) — O f(x), -+, Onf(&n(h)) — Onf(2))
und erhalten
fla+h) — f(2) = Df(a)h
= (01f(&(h)) = Oif())ha + -+ (Onf(&n(h)) — Onf(2))hn = (a(h)|h),

wobei (-] -) das Standardskalarprodukt im R™ ist.
Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[f(z+h) = f(z) = Df(@)h] = [{al(h) )] < [la(h)][]IA]]-

Da ||&(h) — z|| < ||h]] gilt limp—0 & (h) = x fir jedes ¢ € {1,...,n}. Nach Voraussetzung
ist 0; f stetig, also gilt limy_,0 9; f(&i(h)) = 0;f(x). Also konvergiert a(h) gegen 0 und es
gilt

1o L@+ R) = f(@) = D@

<1 = 0.
i 4] < gy la(l =0

Damit ist f in x total differenzierbar und da x € U beliebig war ist f total differenzierbar
auf ganz U. O

Beispiel 2.35. Seien N € N und ¢, € K Koeffizienten fiir jeden Multiindex n € Nj mit
|n| < N. Dann ist das Polynom

total differenzierbar.
Dazu sehen wir uns die partielle Ableitung eines Monoms an:

o — i M it e o =1 i) ik
O’ = Oy’ -y gy agt = iy T wa

und stellen fest, dass diese ein Polynom ist. Damit ist jede partielle Ableitung eines
Polynoms wiederum ein Polynom also insbesondere stetig. Dann folgt mit Satz [2.33]
dass p total differenzierbar ist.
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Korollar 2.36. Sei U C R™ offen und f : U — R™. Dann ist f stetig differenzierbar,
das heifit die Abbildung x — D f(x) ist stetig, genau dann wenn es partiell differenzierbar
ist und alle partiellen Ableitungen stetig sind.

Beweis. Das folgt sofort, da Stetigkeit der Abbildung x +— D f(z) dquivalent zur Stetig-
keit der einzelnen Komponentenfunktionen, also der partiellen Ableitungen ist. O

Satz 2.37 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen). Sei U C R", z,y € U
und Syy = {x+t(y —z)|t€[0,1]} C U. Sei f: U — R differenzierbar auf Sy, und
stetig in x und y, dann existiert £ € Syy, so dass

f(y) = f(z) =Df(E)(y — z).
Beweis. Wir definieren die Hilsfunktion

g:[0,1] - R
t— flx+tly—x)).

Nach der Kettenregel und der Voraussetzung ist g differenzierbar auf (0,1) und stetig
auf [0, 1], also kénnen wir den (eindimensionalen) Mittelwertsatz anwenden. Wir erhalten
also 6 € (0,1), so dass g(1) — g(0) = ¢’(#). Daraus folgt mit der Kettenregel

f(y) = f(z) = g(1) — g(0) = g'(6) = Df(z + 0(y — 2))(y — z)
also fiir £ =z + 0(y — ) die gesuchte Aussage. O
Satz 2.38 (Allgemeiner Mittelwertsatz). Sei U C R", z,y € U und
Spy ={z+tly—=z)|tel0,1]} CU.
Ist f: U — R™ differenzierbar dann gilt

1f(y) = f(x)|| < sup [[Df(z+t(y — )| [ly — =] .
te(0,1]

Ohne Beweis.

Korollar 2.39. Sei U C R" offen und f : U — R™ differenzierbar. Falls Df = 0 auf
U gilt, so ist f lokal konstant, das heifst fiir jedes x € U existiert eine Umgebung V', so
dass f auf V konstant ist.

Beweis. Sei x € U und wéahle € > 0 so, dass Be(x) C U. Dann gilt fiir alle y € Be(x)
nach dem allgemeinen Mittelwertsatz

1f(y) = f(@)|| < sup [Df(z+t(y—2))|lly—=z] =0
te(0,1]

also f(y) = f(x). Damit ist f auf B¢(x) konstant. O
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2.3 Multilineare Abbildungen und hohere Ableitungen

Definition 2.40. Seien V1,...,V,, W Vektorrdume. Die Abbildung ¢ : Vi x --- x V,, —
W heif3t multilinear falls sie linear in jedem ihrer Argumente ist, das heifit die Abbildung
von V; -V

V= (U1, Ve, Uy Vg1, - -5 Up)

ist linear fiir jedes i € {1,...,n} und alle v, € V} fiir k € {1,...,n} und k # 1.
Wir bezeichnen den Raum der multilinearen Abbildungen von ¢ : Vi X +-- x V, = W
mit L(V1,...,Vu|W). Falls Vi = Vo = ... =V, =V ist, so schreiben wir £"(V|W).

Beispiel 2.41. (i) Multilineare Abbildungen sind Verallgemeinerungen von linearen
Abbildungen.

(ii) Die Determinante ist eine multilineare Abbildung von R™ x --- x R" — R.

(iii) Ist V ein reeller Vektorraum, dann ist jedes Skalarprodukt (- | -) eine multilineare
Abbildung von V' x V — R.

(iv) Fir Vektorrdume V und W ist die Abbildung

LVIW)xV =W
(A,v) = A(v)

eine multilineare Abbildung.

Bemerkung 2.42. (i) Multilineare Abbildungen der Form V x V x --- x V. — R, so-
genannte Multilinearformen, sind (fiir endlichdimensionales V') eine Méglichkeit
(kovariante) Tensoren tiber dem Vektorraum V' einzufiihren.

(ii) Genau wie fiir lineare Abbildungen, ist auch eine multilineare Abbildungen ¢ ein-
deutig durch ihre Werte beziiglich festgeleter Basen von Vi,...,V, und W be-
stimmt. Wir betrachten den Fall V; = V5 =--- =V,, = V. Es seien Basen eq, ..., ¢y
von V und fi,...,f; von W gegeben. Fiir vorgegebenes ¢ : V" — W definieren
die Gleichungen

l
(,0(61'1, €igy " 7ein) = Z aj’ili2'"’infj
Jj=1

fir 4y,...,4, € {1,...,k} die Komponenten ajj ,..;, der multilinearen Abbil-
dung ¢. Fiir vorgegebene Komponenten ;i iy...i,,5 %1, --,in € {1,...,k} und j €
{1,...,1} definieren obige Gleichungen eindeutig eine multilineare Abbildung .

(iii) Insbesondere ist fiir V= W = R jede multilineare Abbildung durch genau eine
Zahl bestimmt.
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Satz 2.43. Seien V,W Vektorraume, dann ist die Abbildung ® : L(V|L(V|W)) —
L(V,V|W), definiert durch

[@(#)] (v1,02) := [p(v1)] (v2)

ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Beweis. Zunéchst tiberpriifen wir die Linearitiat. Seien dazu ¢, ¢ € L(V|L(V|W)) und
A € R. Dann gilt fiir v1,vo € V

(@ + AP)(v1,v2) = (¢ + A@)(v1)(v2) = p(v1)(v2) + AP (v1)(v2)
= O(p)(v1,v2) + AP () (v1, v2),

also ®(p + A\p) = P(p) + A\P(p).

Wir miissen nun noch Injektivitdt und Surjektivitét zeigen. Sei ®(¢) = 0, das heifit
es gilt 0 = ®(p)(v1,v2) = p(v1)(ve) fiir alle v1,v2 € V. Dann ist aber ¢(v;) = 0 fiir alle
v1 € V und es folgt auch ¢ = 0. Die Abbildung ® ist also injektiv.

Sei nun 6 € L(V,V|W). Wir setzen ¢(v1)(v2) := 0(v1,v2). Da 6 im zweiten Argument
linear ist, ist p(vi) € L(V|W) fiir jedes v1 € V. Da 6 auch im ersten Argument linear
ist, ist die Abbildung vy — ¢(v1) ebenfalls linear, also ¢ € L(V|L(V|W)). Es gilt nach
Definition von ¢

() (v1,v2) = p(v1)(v2) = O(v1,v2)

fiir alle v1,v2 € V und somit ist ®(p) = 0. Da 6 beliebig war, ist damit die Surjektivitat
von P gezeigt. O

Analog zu obigem Resultat erhalten wir:

Korollar 2.44. Seien V,W Vektorriume. Dann ist L(V|L™(V|W)) isomorph zu L™ (V|W).
Setze Wo =W und Wy41 = L(V|W,,). Dann ist W, isomorph zu L"(V|W) firn € N.

Definition 2.45. Sei U C R” offen und f : U — R". Die Abbildung f heifit £ + 1
mal differenzierbar falls D*f : U — £F(R"|R™) differenzierbar ist und D*+!f(z) =
DD*(f)(z). Die Abbildung heifit beliebig differenzierbar falls sie k& mal differenzierbar
ist fiir jedes k& € N. Die Abbildung heifit k& mal stetig differenzierbar falls D¥f stetig
ist. Mit C*(U,R™) bezeichnen wir den Vektorraum der k mal stetig differenzierbaren
Abbildungen von U nach R".

Bemerkung 2.46. (i) In obiger Definition haben wir die Isomorphismen aus Korol-
lar benutzt und wir werden sie im weiteren Verlauf oft nutzen ohne jedes mal
explizit darauf hinzuweisen.

(ii) Aus Satz erhalten wir induktiv, dass eine Abbildung f k mal stetig differen-
zierbar ist, genau dann wenn alle partiellen Ableitungen vom Grad k existieren
und stetig sind.
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Lemma 2.47. Sei U C R" offen, f : U — R™ mindestens k+ 1 mal differenzierbar und
seien v1, ..., € R™. Dann ist die Abbildung

g:U—>R™
z— DEf(x) (v, ..., vp)

differenzierbar und es gilt Dg(z) = DML f(2)(vy, ..., v, -).
Beweis. Definiere die Abbildung

I: L*(R™|R™) — R™
A A(Ul, R ,Uk).
Dann gilt g = I o D*f. Die Abbildung D* f ist nach Voraussetzung differenzierbar, die
Abbildung I ist linear und damit insbesondere differenzierbar und es gilt DI(A) = I fiir

alle A € LF(R™|R™) (Beispiel [2.28)). Dann ist nach der Kettenregel auch g differenzierbar
und es gilt

Dy(z)(v) = (DI)(D* f(2))DD" f(z)(v) = ID*** f(z)(v) = D f(z)(v1, ..., vn,0). O

Satz 2.48. Sei U C R" offen und f : U — R™ mindestens k mal differenzierbar und
f=f1,.-., fm). Seiey,..., e, die Standardbasis von R™. Dann gilt fir die Komponenten
von D* f(x)

(D) =0 Oy

Ji1..0g
fir alle j € {1,...,m} und iy,... i, € {1,...,n}.
Beweis. Fir k =1 ist die Aussage bereits bekannt. Wir fithren nun eine Induktion iiber

k aus. Angenommen wir wissen bereits, dass die Aussage fir 1 <[ < k stimmt, das heif3t
es gilt

(le(ﬂf)) (€iry €)= Z(le(m))jil“'lk Z O+ 03 fi(@

J=1 J=1

Dann gilt nach dem vorhergehenden Lemma

Dl+1f($)(€ila c 7€ilaeil+1) =D 2811 e aufj(x) (eil+1)

Jj=1

(05, -+ 03, f7) () (€ifyy)

<
Il
—_

I
w,

8il+18il T ai1 f](x) 0

I
NE

<.
Il
-
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Satz 2.49 (Satz von Schwarz). Sei U C R” offen und f : U — R™ zweimal stetig
differenzierbar, dann gilt fir alle v € U

D?f(x)(u,v) = D*f(z)(v, u).
Insbesondere gilt fiir die partiellen Ableitungen
0, 0i, f () = 0;,0;, f ()

fiir alle i1,i9 € {1,...,n}.
Beweis. Es geniigt den Fall m = 1 zu betrachten, da alle Ableitungen komponentenweise
berechnet werden kénnen.

Sei x € U fest und € > 0 so, dass Be(x) C U. Seien u,v € R" und 0 < t < ¢ =
Fmax([a ey Wir wenden den (eindimensionalen) Mittelwertsatz auf die Hilfsfunktion

g1 : [Oaﬂ —R
s f(x +tv+ su) — f(x + su)

an und finden £ € (0,¢) so, dass

91(t) = 91(0) = g1(§)t = (Df (x + tv + Eu)(u) — Df (z + Eu)(u))t.

Dabei haben wir fiir die letzte Umformung die Kettenregel verwendet. Wir wenden nun
erneut den Mittelwertsatz an, diesmal auf die Hilfsfunktion

g2 [Oat] - R
s+ Df(x+ sv+ &u)(u)
und erhalten 7 € (0,t) so, dass

92(t) = 92(0) = g5(n)t = D f (z + o + Eu) (u, v)t.
Fiir die letzte Umformung haben wir wiederum die Kettenregel sowie Lemma be-
nutzt.
Zusammen haben wir fiir jedes ¢t € (0,¢) Zahlen &, n € (0,t) gefunden, so dass
flx+tv+tu) — flx+tv) — f(z+tu) + f(z)
=g1(t) — g1(0) = (Df(z + tv + §u)(u) — Df (z + &u)(u))t
= (92(t) — g2(0))t = D*f(x + v + &) (u, v)t>.
Da die zweite Ableitung als stetig vorausgesetzt wurde und & und 7 fir ¢t — 0 gegen 0
konvergieren, erhalten wir

y flx+tv+tu) — f(z+tv) — f(x+tu) + f(x)
t—1>r(§1+ t2

=D?f(z)(u,v). (2.6)

Diese Gleichung gilt fiir jedes u,v € R™. Die linke Seite der Gleichung ist symmetrisch
unter Vertauschung von u und v, also muss die rechte Seite es auch sein und es gilt
D? f(z)(u,v) = D f()(v, u).

Setzen wir fiir v und v Elemente der Standardbasis ein, also u = e,, und v = ey,, so
folgt aus Satz die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. O
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Bemerkung 2.50. (i) Mittels Induktion folgt, dass D f(z)(u1, . .., u) seinen Wert un-
ter beliebigen Vertauschungen der u; nicht &ndert vorausgesetzt DF f ist stetig. Man
sagt, die Multilinearform D f(z) ist symmetrisch. Die Reihenfolge der Anwendung
von hochstens k partiellen Ableitungen ist also unerheblich falls f € CF(R”,R™)
ist.

(ii) Ohne Stetigkeit von D?f kénnen partielle Ableitungen von der Reihenfolge abhiin-
gen.

(iii) Gleichung stellt die zweite Ableitung mittels eines einfachen Grenzwertes
dar. Eine solche Darstellung kann zum Beispiel fiir die Diskretisierung von Diffe-
renzialgleichungen hilfreich sein. Es wurde jedoch zweimal stetig differenzierbares
f vorausgesetzt. Es gibt Funktionen, fir die der Grenzwert auf der linken Seite
existiert, die aber nicht zweimal differenzierbar sind.

Satz 2.51 (Taylorformel). SeiU C R™ offen, f : U — R eine l+1 mal differenzierbare
Funktion und sei h € R", so dass x+th € U fir jedest € [0,1]. Dann gilt fir ein 0 € (0,1)

1
I+ 1)

l
fla+h) =3 %Dkf(a:)(h, b+ D (e 4+ 0R)(h, ..., h).
k=0

Beweisidee. Wende die eindimensionale Taylorformel mit Lagrange-Restglied auf die
Hilfsfunktion

g:[0,1] = R
t— f(x+th)

an. O

Bemerkung 2.52. (i) Stellen wir h beztglich der Standardbasis dar h = Y ;" | hse;,
dann konnen wir Koordinatendarstellungen der einzelnen Terme bestimmen wie
wir hier exemplarisch fiir den Term zweiten Grades tun wollen:

D?f(z)(h,h) = Y hihD*f(x)(ei e5) = > hih;0id; f(=).

i,j=1 i,j=1

Analog zum eindimensionalen Fall approximiert die Taylorformel eine [ + 1 mal
differenzierbare Funktion also durch ein Polynom (in n Variablen) dessen Koeffi-
zienten partielle Ableitungen von f an der Stelle z sind.

(ii) Analog zu Korollar ist es im Prinzip moglich lokale Extrema von hinreichend
differenzierbaren Funktionen mittels der Ableitungen zu charakterisieren. Es gilt
zum Beispiel: Falls Df(x) = 0,--- , D= f(z) = 0 und D'f(x) # 0 so liegt in

e cin Minimum vor, falls [ gerade und D!f(z) positiv definit ist, das heift
D! f(z)(h,...,h) > 0 fiir alle h € R™ {0},
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e cin Maximum vor, falls I gerade und D' f(x) negativ definit ist,

e kein Extremum vor, falls [ ungerade oder D'f(x) indefinit ist, das heiBt es
existieren hy, hy € R", so dass D!(hy,...,hy) > 0 und D!(ha, ..., hy) < 0.

Im Allgemeinen ist diese Charakterisierung jedoch weniger hilfreich als im eindi-
mensionalen Fall. Zum Einen ist es insbesondere fiir [ > 2 relativ kompliziert zu
bestimmen ob eine multilineare Abbildung positiv definit ist. Zum Anderen kon-
nen die Ableitungen auch (positiv) semidefinit sein, also D!(h,...,h) > 0 fiir alle
h € R™\ {0} aber D!(h,...,h) = 0 fiir bestimmte h.
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2.4 Funktionenfolgen und Differenzierbarkeit
Beispiel 2.53. Betrachte die Funktionenfolge (f,,) gegeben durch
fmR—=>R

1 .
T — —emr.
n

Es gilt

1
Falloe = =

also konvergiert die Folge (f,) gleichmafig gegen 0.
Die Folge der Ableitungen

konvergiert jedoch nur fiir z = 0.

Das obige Beispiel suggeriert, dass Bedingungen an die Konvergenz der Funktionenfol-
ge nicht ausreichen um gutes Verhalten beziiglich der Ableitungen zu erreichen. Das liegt
daran, dass selbst Funktionen mit beliebig kleinen Normen sehr stark oszillieren kénnen.
Wir miissen also zusétzlich Bedinungen an die Konvergenz der Folge der Ableitungen
stellen.

Bemerkung 2.54. Wir haben in Abschnitt die Supremumnorm fiir zahlwertige Funk-
tionen eingefithrt und damit die gleichméfBige Konvergenz definiert. Falls f : X — V
eine Abbildung von einem metrischen Raum in einen normierten Raum (V| -]|) ist,
dann kénnen wir analog definieren

[/l = sup L[ f ()]l © € X}

Auch die Rédume der beschrankten B(X, V') beziehungsweise stetigen beschrankten Cy(X,
Funktionen kénnen damit analog definiert werden. Gleichméfiige Konvergenz einer Folge
solcher Funktionen ist dann die Konvergenz beziiglich dieser Norm.

Satz und Satz gelten dann entsprechend, vorausgesetzt der Raum V ist
vollstdndig. Dazu muss in den entsprechenden Beweisen nur jeweils der Betrag durch die
Norm || - || ersetzt werden.

Satz 2.55. Sei U C R™ und f, : U — R™ stetig differenzierbar fiir jedes n € N. Falls
fn — f und Df, — g gleichmdfig konvergieren, dann ist f differenzierbar und es gilt

Df=g.
Beweis. Es geniigt wiederum den Fall m = 1 zu betrachten, da wir im allgemeinen Fall

den Satz komponentenweise anwenden kénnen. Da die f,, stetig differenzierbar sind und
Df, gleichméfig gegen g konvergieren, folgt aus Satz die Stetigkeit von g.
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Sei nun x € U fest und ¢ > 0. Dann gibt es 6 > 0 so, dass [|g(y) — g(z)|| < § falls
|ly — z|| < 6. AuBerdem existiert N € N, so dass fiir alle n > N gilt |[Df, — gl < 5

Sei h € Bs(x). Dann existiert nach dem Mittelwertsatz fiir jedes n ein §,, € {z + th|t € (0,1)},
so dass fn(z + h) — fu(z) = Df,(&,)(h). Dann gilt fir n > N

< ||Dfn(§n) - Dfn(x)H
<D falén) = 9(&n)ll + l9(&n) — g(@)]| + llg(z) = Dfu(2)[| < e

Fir n — oo erhalten wir

(Dfn(&n) = Dful)) (h)]

HhH IIhH

1
T 1) = (@) = ga) ()] <

Da € beliebig positiv gewédhlt war, konvergiert die linke Seite fiir h — 0 gegen 0. Damit
ist f in x (total) differenzierbar mit Ableitung Df(x) = g(z). O

Bemerkung 2.56. Wir kénnen nun auf C}(R™,R™), dem Raum der differenzierbaren,
beschrankten Funktionen mit beschrankten Ableitungen, eine Norm wie folgt definieren:

Ifllcr = 1 lloe + 1D flloo - (2.7)

Konvergenz beziiglich dieser Norm bedeutet dann genau gleichméfige Konvergenz und
gleichmiiBige Konvergenz der Ableitungen. Der obige Satz zeigt dann, dass C!(R™, R™)
vollstéandig ist.

Wir formulieren die folgenden Resultate iiber Potenzreihen lediglich fiir Entwicklungen
um 0, sie gelten aber sinngemé&$ fiir beliebige Entwicklungspunkte.

Satz 2.57. Sei f(x) =>.," ,ana™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r.
Dann ist f auf B,(0) differenzierbar und es gilt f'(x) =Y oo g na,z™ L.

Beweis. Wir untersuchen zunichst den Konvergenzradius der formal abgeleiteten Reihe
o0 n—1
Yoo N

1
limsup v/ (n+ 1)ap41 = hm vn+ 1llimsup Ya,+1 = —

n—oo n—oo

Diese Reihe hat also den selben Konvergenzradius wie die urspriingliche. Setze nun fiir
x € B-(0)

oo
= g na,z™ "t
n=0

92



Sei nun z € B,(0) fest und wihle a > 0, so dass |z| < a < r. Nach Satz [1.82]
konvergieren die Partialsummenfolgen

N
N = Z anx"
n=0

N
gN = E na,z" !
n=0

auf B,(0) (sogar auf K,(0)) gleichméaBig gegen f beziehungsweise g. Offensichtlich gilt
i = gn. Damit folgt aus Satz dass die Grenzfunktion f differenzierbar auf B, (0)
ist und f' =g.

Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist und z innerer Punkt von B,(0) ist

gilt f(x) = g(z). Da x € B,-(0) beliebig war, gilt f' = g auf B,(0). O
Korollar 2.58. Sei f(z) =Y " ayx™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradi-
us. Dann ist f beliebig differenzierbar, und es gilt a = f(kk?!(o)‘

Beweis. Die beliebige Differenzierbarkeit folgt induktiv aus dem vorhergehenden Satz.
Ebenfalls induktiv folgt, dass wir auch die hoheren Ableitungen gliedweise berechnen
diirfen. Es gilt also

F®) () = Z n(n—1)---(n—k)apz" ",
n=0
Fiir = = 0 folgt f)(0) = klay. O

Beispiel 2.59. Mit dieser Vorbereitung kénnen wir jetzt die Ableitung der Exponential-
funktion berechnen:

n=0 n=0 n=1

Wir erhalten damit auch die Ableitungen von Sinus und Cosinus. Da beide Funktionen
durch auf ganz R konvergente Potenzreihen gegeben sind, wissen wir bereits dass sie
beliebig differenzierbar sind.

(e®) = (cos(z) +isin(z)) = (cos(x))" +i(sin(z))’

= i€el” = icos(z) — sin(z).
Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt

(cos(z)) = —sin(x) (sin(z)) = cos(x).
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Definition 2.60. Sei K = R oder K = C und seien a, € K Koeffizienten fiir jedes
RS Ng. Dann ist
> ane”

neNg

eine (formale) Potenzreihe in d Variablen (wobei wir Multiindexnotation verwendet ha-
ben).

Eine Funktion f : U — K fiir eine offene Nullumgebung U C R? heifit analytisch in 0,
wenn sie in eine Potenzreihe um 0 entwickelt werden kann, das heif3t es existieren ¢ > 0
und a, € K fiir jedes n € N¢, so dass

flx) = Z anx"
neNg

fir alle z € B¢(0).

Bemerkung 2.61. (i) Die Konvergenz der auftretenden Reihen kann zum Beispiel wie
folgt definiert werden: wir nennen ZneNg apx" konvergent gegen S, falls fiir jedes

€ > 0 eine endliche Teilmenge A C Ng existiert, so dass fiir jede endliche Teilmenge
A C B C N§ gilt

Zanx"—s <e.

neB

(ii) Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe in mehr als einer Variablen ist nicht mehr
so einfach zu charakterisieren wie im eindimensionalen Fall (siehe Beispiel [2.62)). Es
gilt aber analog zum eindimensionalen Fall: falls y = (y1,--- ,%4) € R? ein Punkt

ist mit y1 #0,--- ,yq # 0, so dass
> any”

neNd
konvergiert, dann konvergiert die Reihe fiir jedes = im offenen Quader
{x € Rd‘ 2] < |yi| fiir alle i € {1, .,d}}
absolut, das heifit es gilt

D lagl (1], Ja2))? < oo

neNg

(iii) Konvergiert eine Potenzreihe auf einer offenen Umgebung U von 0, so ist sie dort
beliebig differenzierbar und es gilt

_071(0)

ap =
n
n!
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Dabei setzen wir

a"fZ@ihagdf und 77' :nlind'

(iv) Aus der vorhergehenden Bemerkung folgt insbesondere, dass die Koeffizienten der
Potenzreihendarstellung einer Funktion (falls diese existiert) eindeutig bestimmt
sind (vergleiche dazu auch Ubungsaufgabe 3 vom Blatt 6). Die obige Gleichung
ist selten niitzlich um die Potenzreihendarstellung einer Funktion zu finden (falls
diese existiert). Umgekehrt kann sie jedoch hilfreich sein, falls man viele (partielle)
Ableitungen einer Funktion gleichzeitig berechnen will um zum Beispiel Extre-
ma zu untersuchen oder die Taylorformel aufzustellen. Wir kennen bereits einige
Reihendarstellungen, z.B. fiir e”,sin(z),cos(z), == sowie alle Polynome. In vie-
len Féllen kann man nun Reihendarstellungen fiir Funktionen finden, indem man
sie mittels geschickter Umformungen als Summen oder Produkte (manchmal auch

Verkettungen) dieser Funktionen darstellt:

(xZ)n oo $2n+1
!

f(z) = ze” = xi
n=0

n n!

n=>0
(v) Es gilt
CU)>CHU)D> C*(U)D--->CHU) D --- D C®(U) D> C¥U).

Dabei bezeichne C*°(U) den Raum der beliebig differenzierbaren Funktionen und
C¥(U) den Raum der analytischen Funktionen. Alle Inklusionen in obiger Kette
sind echt.

(vi) Die analytischen Funktionen sind abgeschlossen unter Summen, Produkten und
Verkettungen. Eine Potenzreihe ist auf ihrem Konvergenzkreis analytisch. Die Be-
weise fiir diese Aussagen sind nicht trivial.

Beispiel 2.62. Die Potenzreihe in zwei reellen Variablen

o0

> (ay)”

n=0

1
1—2xy"

konvergiert auf {(z,y)| |ry| < 1} gegen Diese Funktion ist also analytisch in 0.
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2.5 Der Banachsche Fixpunktsatz und der Satz iiber implizite
Funktionen

Theorem 2.63 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und ¢ : X — X eine streng kontraktive Abbildung, das heifst es gibt ¢ € [0,1), so
dass

d(e(x), ¢(y)) < cd(z,y)

fiir alle x,y € X gilt. Dann hat ¢ genau einen Fizpunkt, das heifit es existiert genau ein
x € X, so dass p(x) = x.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass ¢ insbesondere Lipschitz-stetig, also stetig ist.
Sei g € X und definiere rekursiv die Folge x, := ¢(z,—1) fiir n € N. Dann gilt auf
Grund der strengen Kontraktivitét

d(Tni1,2n) = d(p(zn), p(Tn-1)) < cd(@n, Tn-1)
und mit Induktion folgt
A(Tpak, Tpak—1) < ckd(xn,:vn_l)
fiir alle k£, n € N. Insbesondere folgt
d(xp, Tp_1) < (21, 20)
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann
A(Tntks Tn—1) < A(Tntks Tnk—1) + ATntk—1, Tnrk—2) + -+ d(@Tn, Tn_1)

< (Ck+ck—1+...+c—|— 1) d(l’n,l‘nfl)

1 — cktl 1—cktt

= ﬁd(xnvxn—l) < ﬁcn 1d(a:1,a?0)
=1

<7- Cd(5617960)-

Da der letzte Term unabhéngig von k ist und fiir n — oo gegen 0 konvergiert, haben
wir damit die Cauchy-Eigenschaft der Folge (z,) gezeigt. Nach Voraussetzung ist X
vollsténdig, also konvergiert (x,) gegen ein x € X. Dann gilt

vl =l () = ¢ (Jim ) = o)

wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit von ¢ verwendet haben.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes zu zeigen. Seien z,y € X Fixpunkte
von ¢. Dann gilt

d(z,y) = d(e(z), o(y)) < cd(z,y).
Da ¢ < 1 folgt daraus d(z,y) = 0 und aus der Definitheit der Metrik x = y. O
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Bemerkung 2.64. (i) Eine Folgerung aus dem Banachschen Fixpunktsatz: 148t man in
diesem Horsaal einen Stadtplan von Leipzig zuféllig auf den Boden fallen, dann
gibt es genau einen Punkt auf dem Stadtplan, der genau iiber dem entsprechenden
Punkt der Stadt liegt.

(ii) Aus dem Beweis ist auch ein Verfahren zum Bestimmen des Fixpunktes ersichtlich:
man wendet ¢ wiederholt auf einen beliebigen Startpunkt an. L&t man in einer
der obigen Abschétzungen k — oo gehen, so erhélt man

1

d(% $n—1) < 17_Cd($na 5Un71),

also eine Abschéitzung fiir den Fehler.

(iii) Viele Probleme lassen sich in Fixpunktprobleme iiberfithren. Die Schwierigkeit liegt
dann haufig darin, einen passenden metrischen Raum zu finden, so dass man den
Satz anwenden kann.

Beispiel 2.65. Betrachte die Gleichung x — y? = 0. Fiir # € (0,00) gibt es die beiden
Losungen

y = vz beziehungsweise y = —/x.

Fiir jeden Losungspunkt (£,n) der Gleichung gibt es also eine Umgebung U und eine
Funktion f, so dass alle in U liegenden Losungen der Gleichung durch (z, f(z)) gegeben
sind. Dartiber hinaus ist f sogar stetig differenzierbar.

Bemerkung 2.66. In vielen Fallen wird es nicht mehr moglich sein, Formeln fir die Lo-
sungen von Gleichungssystemen anzugeben. Der Satz iiber implizite Funktionen erlaubt
es unter bestimmten Voraussetzungen zumindest die Existenz und bestimmte Eigen-
schaften solcher Lésungen nachzuweisen.

Sei F' : RPxR? — R" eine Abbildung. Betrachten wir z1, ..., z, als unabhéngige Varia-
blen und yi, ..., y, als abhéngige Variablen und setzen z = (z1,...,2,), y = (Y1,-..,Yq)s
dann ist durch

F(xz,y)=0

ein Gleichungssystem (mit n Gleichungen) gegeben.

Ist so ein F' gegeben, so bezeichnen wir mit DyF(x,n) die Ableitung der Funktion
RY? 5 y — F(x,y) an der Stelle n, also fiir festes x. Analog ist D, F({,y) die Ableitung
der Funktion R? 5 x +— F(x,y) an der Stelle ¢ fiir festes y.

Theorem 2.67 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U C RP und V C R? of-
fen. Sei F : U x V — RY stetig differenzierbar und es seien £ € U und n € V so, dass
F(&,m) =0 und DyF(§,n) invertierbar ist.

Dann existieren Umgebungen UcU von & und V C V von n und eine stetige Funktion
f:U =V, sodass f(€) =n und F(zx, f(z)) =0 fiir alle z € U.

o7



Beweis. Wir setzen D = Dy F(§,n). Wir betrachten das Fixpunktproblem (auf Funktio-
nen g)

9(e) - D'Fla,g(x) = gla) Ve eU.

Eine Funktion f ist Losung dieses Fixpunktproblems genau dann wenn F'(z, f(z)) = 0
(da D nach Voraussetzung invertierbar ist). Wir suchen also Fixpunkte der Abbildung

(0(9)(x) = g(x) — D~'F(x, g(x)).

Auf dieses Fixpunktproblem wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden und
miissen nun noch einen geeigneten Definitionsbereich fiir ¢ suchen.
Bezeichne I : R? — R? die identische Abbildung. Die Funktion

(z,y) — ||[I = D™'DyF(z,y)||

ist nach Voraussetzung stetig und verschwindet im Punkt (£, n). Es existieren also 4, € > 0

so, dass Bs(§) C U, Be(n) C V und

|1 — D7'DyF(z,y)| <

N~

fiir alle z € Bs(€) und y € V := B(n)). Auf Grund der Stetigkeit von x HD‘lF(x, n)”
konnen wir ein (moglicherweise kleineres) § > 0 wéhlen, so dass

1D~ F(a,m)]| <

mm

fiir alle x € U = Bj(£). )
Sei nun X die Menge all der Funktionen g : U — RY die

(i) g ist stetig,
(i) g(&) =7 und
(iii) [lg(x) —nll < § fiir alle z € U

erfiillen. Die dritte Bedingung impliziert insbesondere, dass g(z) € V fiir alle g € X und
z € U. Damit ist X Teilmenge des Banachraumes B(U,R?) mit der Norm

lolle = sup { (@)l 2 € T}

Dariiber hinaus ist X in diesem Raum abgeschlossen, da die drei obigen Bedingun-
gen unter gleichméaBigen Grenzwerten erfiillt bleiben (siehe Bemerkung |2 also nach

Satz [1.38] vollstindig. )
Betrachte nun fiir festes x € U die Abbildung

d:V 5 RY
y—y— D 'F(z,y).
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Dann folgt mit dem allgemeinen Mittelwertsatz Satz [2.38| fir alle y,z € V

_ 1
1@(y) — ®(2)|| <sup ||I - D™Dy F(z,y)|| |y — 2| < 3 ly ==l
veV

Insbesondere gilt fiir g1,g0 € X und z € U

1(e(91))(2) = (p(g2)) (@) = |2(91(2)) — B(g2(2))]| < % l91(z) — ga()]]

und damit ist ¢ eine strenge Kontraktion

(o) = 0(o2)le < 5 llgn — g2l

= 2
Fir g € X ist ¢(g) stetig und (¢(g))(§) = n. Schlieflich gilt

[(e(9) (@) —nll <) (@) = () @) + [[(en)(z) =l < ! lg(z) —nll +

.-lk\f"\
w\m

Damit ist gezeigt, dass ¢ die Menge X in sich selbst abbildet.

Jetzt sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Die Abbil-
dung ¢ hat also genau einen Fixpunkt f € X und fiir dieses f gilt F(z, f(x)) = 0 fiir
allez € U. O

Fir die folgenden Aussagen behalten wir die Voraussetzungen sowie die Notation des
Theorems und seines Beweises bei.

Bemerkung 2.68. Die Eindeutigkeitsaussage des Banachschen Fixpunktsatzes besagt,
dass es fiir fest gewiihltes U und V genau eine Funktion in X gibt, die F(x, f(z))
erfiillt. Es gilt jedoch etwas stirker: fiir festes z € U ist f () die einzige Losung des
Gleichungssystems F'(z,y) = 0. Fiir jede Losung y gilt

ly = F(@)]| = [|2(y) — (f(2))I] < % ly = (@)1
was nur durch y = f(x) zu erfiillen ist.

Satz 2.69. Es gibt eine (maglicherweise kleinere) Umgebung U von & auf der f stetig
differenzierbar ist. Die Ableitung ist durch

Df(x) = — (DyF(z, f(2))) "' Dy F(x, f(x))
gegeben.

Ohne Beweis.
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Korollar 2.70 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei U C R" und f : U — R"
stetig differenzierbar. Falls Df(€) invertierbar ist fir ein & € U, dann gibt es eine Um-
gebung U von & und eine Umgebung V won n = f(&), so dass f die Umgebung U bijektiv
auf V abbildet und dass die Umkehrfunktion

stetig differenzierbar ist. Es gilt
Dg(n) = (Df(£))~"
Beweisidee. Wende den Satz iiber implizite Funktionen an, um das Gleichungssystem
F(z,y) = f(x) -y =0
(lokal) nach z aufzuldsen. O
Beispiel 2.71. Betrachte die Exponentialfunktion

f:R—(0,00)
T — e’

Sie ist streng monoton wachsend (Warum eigentlich?), also injektiv und stetig, also auf
Grund des Zwischenwertsatzes auch surjektiv. Es existiert also die Umkehrfunktion

g:(0,00) > R
y — In(y).
Es gilt f/(x) = f(z) > 0 fir jedes x € R. Dann sagt der Satz iiber die Umkehrfunktion,

dass f lokal invertierbar ist (das wissen wir bereits, sie ist ja sogar global invertierbar),
dass die Inverse g differenzierbar ist und fiir die Ableitung gilt fiir n = €£:
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3 Malle und Integrale
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3.1 Inhalte und MaBe

Definition 3.1. Sei Q) eine Menge. Ein System von Teilmengen (I eine beliebige In-
dexmenge) (Ai)icr C P () heifit paarweise disjunkt, wenn A; N A; = () wann immer

i j.

Bemerkung 3.2. (i) Sei A C P (R"™) System von Teilmengen. Eine Abbildung pu :
A — [0, 00] heifit Inhalt, falls fiir alle Ay,..., A, € A paarweise disjunkt gilt: falls
Ay U---UA, € A, dann gilt

p(ALU--UA,) =D pu(A;)  (Additivitit).
i=1
Der Inhaltsbegriff verallgemeinert die Begriffe Lange (1-dim.), Flache (2-dim.) und
Volumen (3-dim.).
(ii) Im Kontext von Mafien und Inhalten (und spéter Integralen) definieren wir
c+oo=00 VeeRUoo

0-00=0.

(iii) Ziel wird es sein, das Mengensystem .4 moglichst grofi zu wihlen. Ideal wire A =
P (R™), aber das sogenannte Banach-Tarski-Paradoxon besagt: Es existiert eine
disjunkte Zerlegung

AU UA,UBU---UB, = B1(0) CR?

und Bewegungen (Kombinationen aus Drehungen und Verschiebungen) Dy, ..., D),
sowie T1,...,T,, so dass

DiATU---U DpAp = B1(0> =TBU---U Tqu.
Es kann also keinen unter Bewegungen invarianten Inhalt auf P (RS) geben.

Definition 3.3. Sei (2 eine Menge. Ein System .4 von Teilmengen von (2 heifit o-Algebra,
wenn

(i) 0 € A,
(ii) Ac A= A°c A,

(iii) fur eine abzéhlbare Teilmenge {41, Ao, ...} C A folgt

UA»L'E.A.

i€EN
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Eine Abbildung p : A — [0,00] heifit ein MaB, falls u(f) = 0 und fiir paarweise
disjunkte Teilmengen (A;);en C A gilt

1 (U Ai> = Z#(Ai) o-Additivitét.
1€N 1€EN

Eine Grundmenge zusammen mit einer o-Algebra (€2, .4) heifit messbarer Raum oder
Messraum.
Ist zusétzlich ein Mafl vorgegeben, so heifit das Tripel (€2, A, u) Mafiraum.

Beispiel 3.4. (i) Sei €2 eine beliebige Menge mit der disjunkten Zerlegung
Q=AU ---UA,.

Dann ist

m

i€l

IC{l,...,n}}

eine o-Algebra.

(ii) Sei Q beliebig und z € Q. Dann ist
9z 1 P(Q2) — [0, 0]

1 A
Ar—>{ re

0 sonst
ein Ma#B.
(iii) Sei 2 beliebig, dann ist
4:P(Q) - [0,]
{Anzahl der Elemente in A A endlich
A

o0 sonst

ein Maf}, das sogenannte Zahlmaf}. Dieses Mafl ist besonders fiir endliche oder
abzéahlbare Mengen niitzlich.

(iv) Sei © abzahlbar und (ay)ueq C [0, 00], dann ist

ein Mafl. Man kann zeigen, dass jedes Mafl auf einer abzdhlbaren Menge ) von
dieser Form ist.
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(v) Sei (€, A, 1) ein Mairaum und A € A. Definiere die auf A eingeschriankte o-Algebra
Dann ist (A, A| 4, n) ein Maraum.

Bemerkung 3.5. Fir abzéhlbar viele Teilmengen {A1, As,...} C A einer o-Algebra A
gilt

ﬂAi: (UAC) € A.
€N €N

Falls A, B € A, dann gilt auch A\B = AN B¢ € A.
Ein Maf ist stets monoton, das heif3t falls A, B € A und A C B, dann gilt

1(B) = n(B\A) + pu(A) = u(A).

Definition 3.6. Eine Abbildung u : P (2) — [0, 00] heifit duBeres Maf, falls (@) = 0
und

AcJAi= wAa) <Y uA)
ieN 1eN

gilt.

Genauso wie Mafle, sind auch duflere Mafle monoton.
Sei Z die Menge der beschrinkten Intervalle

1= U {[x,y],[:v,y),(x,y],(x,y)}.

z,yeRxz<y

Wir definieren auf Z die Léange als

l([z,y]) = [z, ) = U((z,y]) = (2, 9)) =y — .

Satz 3.7. Die Abbildung

A:P(R) — [0, 0]

A+ inf { > L)

€N

AcC UIZ»,L-GIWGN}
ieEN

definiert ein duferes MafS auf den reellen Zahlen.
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Beweis. Es gilt A\(0) < ([0, €]) = € fiir jedes € > 0 also A(() = 0.
Sei nun A C (J,cn Ax- Wir wollen zeigen, dass

AA) <) A(Ag)
keN

erfiillt ist. Falls die Summe auf der rechten Seite (bestimmt) divergiert, ist nichts zu
zeigen, wir konnen also A(Ax) < oo annehmen. Sei € > 0, dann existieren fiir jedes k € N
Intervalle (I;), so dass

Ap € | I wnd S U(I) < MAy) + 2—1

1€EN 1€EN
Dann gilt
Ac|JAarc | In

keN k€N

und
€
ANA) < S i) <3 (A(Ak) + ﬁ) =3 M4 Fe
k€N kEN kEN

Da das fiir jedes € > 0 gilt, folgt die gesuchte Ungleichung. 0

Das duflere Maf} ist noch nicht als unser gesuchter Volumenbegriff geeignet, da es im
Allgemeinen nicht endlich additiv ist. Wir méchten daher den Definitionsbereich ein-
schrinken, so dass wir (sogar o-) Additivitdt erhalten.

Satz 3.8. Sei p ein dufleres Maf$ auf (2, P (2)). Dann ist das System der messbaren
Mengen

A={ACQuE)>mENA) +uENA)YE P (Q)}
eine o-Algebra und p| 4 ist ein Mafs.

Beweis. Zunéchst folgt aus der Subadditivitat stets pu(E) < u(ENA) + p(E N A°), eine
Menge ist also messbar genau dann wenn

u(E) = p(ENA)+ p(EnN A%

fir alle E € P ().
Offenbar ist ) messbar und A messbar genau dann wenn A¢ messbar ist.
Es gilt fiir jedes E € P (Q)

EN(AUB)=(ENA)U(ENB)=(ENA)U(ENBN A°)
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und so folgt fiir A, B messbar mit der Subadditivitdt von u
wE)=pu(ENA) +u(ENA°) =u(ENA) + u(ENA°NB)+ u(ENA°N B
> W(EN(AUB)) + pu(EN(AUB)Y) > p(E),

Damit ist A U B messbar und die obigen Ungleichungen sind in Wahrheit Gleichungen,
es gilt also

WENA) +uw(ENA°NB)=u(EN(AUB)).
Aus der letzten Gleichung folgt falls A, B zusétzlich disjunkt sind
w(EN(AUB))=u(ENA)+ u(ENB).

Seien nun (A;);eny paarweise disjunkte, messbare Mengen und setze
n oo
Sn=|JAiund S = A4,
i=1 i=1

Dann folgt aus dem oben gezeigten induktiv, dass S, messbar ist und fiir jedes E' € P (£2)
gilt
n

WENS,) =Y u(ENA).

=1

Die Messbarkeit impliziert dann auch

W(E) 2 (N S,) + (ENSE) 2 3 +u(EnSY)
=1

wobei wir die Monotonie des aufleren Mafles benutzt haben. Lassen wir nun n — oo
gehen und benutzen nochmals die Subadditivitdt dann folgt

w(E) > iu(E NA;) +p(ENSY) 2 p(ENS)+p(ENS) > p(E).
=1

Daraus ist wiederum ersichtlich, dass S messbar ist und
n

WENS) =Y p(EnNA;)
i=1

gilt. Insbesondere folgt, fiir £ = Q die o-Additivitdt von p fiir messbare Mengen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass beliebige abzahlbare Vereinigungen messbarer Mengen
wieder messbar sind. Das folgt jedoch leicht, da fiir messbare (A;);en nach dem bereits
gezeigten die Mengen

i—1
B; = A\ | | 4

J=1
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messbar und paarweise disjunkt sind und es gilt

J4i=)B. O

i€EN 1€EN

Definition 3.9. Wenden wir den vorhergehenden Satz auf das duBere Maf} in Satz
an, so erhalten wir die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und das Lebesgue-
Maf3 A auf den reellen Zahlen.

Wir wissen im Moment noch nicht, dass diese o-Algebra aufler ) und © noch weitere
Mengen enthélt und die Begriffe damit sinnvoll sind.

Bemerkung 3.10. Fir eine Teilmenge A C R und x € R bezeichne
Ataz:={y+a|lyeA}.

Ein Maf} p auf einer o-Algebra A iiber R heifit translationsinvariant, wenn pu(A + ) =
w(A) gilt fir alle A € A und alle z € R. Dazu muss insbesondere gelten, dass die
o-Algebra translationsinvariant ist, das heiit A + z € A fiir alle A € A und alle z € R.

Da Translationen von Intervallen wieder Intervalle sind, {iberzeugt man sich leicht,
dass das duflere Lebesgue-Maf3, und damit auch das Lebesgue-Maf translationsinvariant
sind.

Man kann dariiber hinaus zeigen, dass A das einzige translationsinvariante Maf ist,
dass A([0,1]) = 1 erfiillt.

Satz 3.11. Sei & C P (Q) ein beliebiges Mengensystem, dann gibt es eine kleinste
o-Algebra o(&), die £ enthdlt. Es gilt

o(€) = N A.
A o-Algebra, ECA

Beweis. Zunéchst ist die Potenzmenge P (§2) eine o-Algebra die £ enthéilt. Man zeigt
dann, dass der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren wieder eine o-Algebra ist (Ubung).
Damit ist die rechte Seite in obiger Gleichung eine o-Algebra, enthélt £ und ist offen-
sichtlich die kleinste solche o-Algebra. O

Bemerkung 8.12. Wir werden sehr oft die folgende Schlussweise benutzen: Wenn £ C A
fiir eine o-Algebra A, dann gilt o(€) C A.

Definition 3.13. Die o-Algebra o (&) aus dem vorhergehenden Satz bezeichnet man als
die von £ erzeugte o-Algebra.

Ein Mengensystem & heifit Erzeugendensystem fiir eine o-Algebra A wenn gilt o (&) =
A.

Eine wesentliche Schwierigkeit der Mafitheorie liegt darin, dass die Elemente der erzeug-
ten o-Algebra im Allgemeinen sehr schwer zu charakterisieren sind.
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Beispiel 3.14. Sei (X,d) ein metrischer Raum und & = {O C X| O offen}. Dann heifit
o (&) die Borelsche o-Algebra von (X, d). Ein auf dieser o-Algebra definiertes Maf heifit
Borelma$.

Beispiel 3.15. Sei A die Borelsche o-Algebra auf R. Dann wird A von Z erzeugt.

Beweis. Sei O C R offen. Wir zeigen

o= UJ un. (3.1)

LreQ,(l,r)co

Die Inklusion ,,D“ ist offensichtlich. Sei x € O, dann existiert € > 0, so dass (x — €,z + €) C
O. Da Q C R dicht liegt, gibt es r,l € Q,sodass x —e <l <z < r < x + €, so dass
x € (I,r) C O. Damit ist = in der rechten Seite von Gleichung enthalten und da
x € O beliebig war gilt auch die Inklusion ,,C*

Gleichung stellt O als abzdhlbare Vereinigung von Intervallen dar. Falls B also
eine o-Algebra ist, die £ enthéalt, dann enthilt sie auch O.

Da O beliebig war, enthéilt B also alle offenen Teilmengen von R und da es eine
o-Algebra ist gilt A C B. Damit gilt auch

Ac U B =o(&).
B o-Algebra,£ECB

Der Beweis fiir die umgekehrte Inklusion geht analog unter Verwendung von

{x}zﬂ(z—i,x%—;). 0

neN

Bemerkung 3.16. Weitere Erzeugendensysteme fiir die Borelsche o-Algebra auf R sind

{[z,y)| z,y € R,z <y}
{[z,y) 2,y € Qz <y}
{[z,0)| x € R}
{(—o0,z]| z € R}.

Satz 3.17. Intervalle sind Lebesque-messbar und damit sind auch alle Borelmengen
Lebesgue-messbar.

Beweis. Sei A C R ein beschrénktes Intervall. Wir zerlegen R in drei disjunkte Intervalle
R=LUAUI,.

Fiir I € 7 iiberzeugt man sich leicht, dass I N 1;, I N A und I N I, beschriankte Intervalle
sind und

(D) =1(INL)+1INA)+I(INI)
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gilt. Sei nun E € P (R) und
E C U I;
1€N
eine Uberdeckung von E durch Intervalle. Dann sind
EnAc|JnnA  EnA={JIinn)uing,)
i€N ieN

Uberdeckungen von £ N A und E N A¢ durch abzéihlbar viele Intervalle und es gilt

DU =D ULNA)+Y (UIN L) + 11N 1)) = AENA) + AE N A°).

i€N i€N €N
Da das fiir jede Uberdeckung durch Intevalle von E gilt, folgt

AME) > AMENA) +AENAY

und da F beliebig war, ist damit die Messbarkeit von A gezeigt.
Damit enthélt die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen alle Intervalle und somit
auch die von diesen erzeugte Borelsche o-Algebra. O

Bemerkung 3.18. Die Borelsche o-Algebra ist echt kleiner, als die o-Algebra der Lebesgue-
messbaren Mengen.

Definition 3.19. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Eine Menge A C Q heifit Nullmenge, wenn
es B € A gibt, so dass A C B und u(B) = 0.

Der Mafiraum (€2, A, 1) heifit vollstdndig, wenn A alle Nullmengen enthélt.

Sei E eine von w € ) abhéngige Eigenschaft. Wir sagen E gilt fast iiberall (f.ii.), wenn
die Menge der w fiir die F nicht erfiillt ist eine Nullmenge ist.

Beispiel 3.20. Der Mafiraum (R, A, \) mit A der Menge der Lebesgue-messbaren Men-
gen ist vollstdndig. Der Mafiraum (R, B, \) mit B der Borelschen o-Algebra ist nicht
vollstandig.

Fiir eine Funktion f : R — R bedeutet f > 0 fast tiberall (beziiglich des Lebesgue-
Mafes), dass

A{z e R| f(z) <0})=0.

Satz 3.21. Sei (Q, A, 1) ein MafSraum Fir eine monoton wachsende Folge (A,) C A,
das heifit A, C Apy1 fiirn € N, gilt

I An | = lim u(A,) =sup u(4y).

(nLGJN ) Jim pu(Ay) sup (An)
Fiir eine monoton fallende Folge (By,) C A gilt

B, | = lim u(B,) = inf u(A,),

p (TQ\] ) Jim p(By) = inf p(An)

falls p(By,) < oo fir einn € N.
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Beweis. Falls p(A,,) = oo fiir ein n € N, dann folgt die erste Gleichheit sofort. Sei also
u(Ay) < oo fur alle n € N. Setze Ag = () und C,, = A,\A,—1 fiir n € N. Dann sind die
C,, paarweise disjunkt und daher gilt

1% (U An) =H (U Cn) = ZN(Cn) = Z(:U’(An) - :U’(An—l))

neN neN neN neN
= lim pu(An) — p(Ao) = lim pu(An).

Es sein nun u(By) endlich (und damit auch u(B,,) fiir alle n > N). Setze

B:ﬂBn.

neN

Dann ist die Folge D,, = By\B,, fir n > N monoton wachsend und es gilt

oo oo oo ¢
U Dn= | BvnB;=Byn (ﬂ Bn> = By\B.
n=N n=N n=N

Nach dem eben gezeigten ist dann
1(Bn) = p(B) = p(By\B) = lim p(By\Bpn) = p(By) — lim p(By).
n—oo n—oo

Die tibrigen Gleichheiten folgen dann aus der Monotonie der Folgen (A, ) beziechungs-
weise u(By,). O

Bemerkung 3.22. Die Einschrankung p(B),) < oo fir ein n € N ist notwendig, wie das
Beispiel

0=A0)=x (ﬂ [n,oo)) # lim A([n,0)) = oo

n—oo
neN

zeigt.
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3.2

Integrale

Definition 3.23. Seien (©2,.A) und (O, B) messbare Rdume und f : @ — ©. Die Funk-
tion f heifit messbar, wenn fir jedes B € B gilt

f4B) € A.

Bemerkung 3.24. (i) Im fir uns praktisch wichtigsten Fall ist © = R und B die Bo-

(i)

(vii)

relsche o-Algebra.

An dieser Stelle misste eigentlich ein Abschnitt tiber messbare Funktionen und
ihre Eigenschaften folgen. Wir fassen stattdessen die wichtigsten Ergebnisse stich-
punktartig zusammen.

Um zu zeigen, dass eine reellwertige Funktion f messbar ist, reicht es aus zu zeigen,
dass f~! ((—o0,a)) fiir jedes a € R messbar ist.

Stetige (auch stiickweise stetige) Funktionen sind messbar. Charakteristische Funk-
tionen messbarer Mengen sind messbar (siehe unten).

Summen, Produkte und Quotienten (falls letztere existieren) von messbaren Funk-
tionen sind messbar.

Falls (f,) eine Folge messbarer Funktionen ist, dann sind auch

sup fn
neN

lim sup f,
n—oo

lim f,

n—oo
messbar (und analog fiir inf und liminf). Fiir diese entscheidenden Aussagen ist
die ,,0-Eigenschaft* der o-Algebren notwendig.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Funktionen mit denen man tiblicher-
weise konfrontiert ist, messbar sind. Ahnlich wie bei nicht messbaren Mengen,
muss man besondere Anstrengungen unternehmen, um nicht messbare Funktionen
zu konstruieren.

Von nun an sei stets (2,4, 1) ein Mafiraum.

Definition 3.25. Die Mengen Ay, ..., A, € P () bilden einen Zerlegung von €2, wenn
sie paarweise disjunkt sind und

Q=AU---UA,

erfiillen.
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Definition 3.26. Sei A C ) eine Teilmenge, dann heifit
Ta: Q—R

1 wed
w
0 we¢A

die charakteristische Funktion der Menge A. Wir nennen A den Tréger der charakteris-
tischen Funktion.
Mit X(2,.A), oder nur X () falls klar ist von welcher o-Algebra die Rede ist, bezeich-

nen wir den folgenden, von charakteristischen Funktionen aufgespannten Vektorraum

X(Q) = {En:ai]lAi

neN,AieA,aieR,z‘e{1,...,n}}.
=1

Die Elemente von X(€2,.4) bezeichnen wir als einfache Funktionen.
Mit X () bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen einfachen Funktionen.

Bemerkung 3.27. (i) Fir A, B € P () gilt
Lalp = 1ans.
(ii) Falls Ay,..., A, eine Zerlegung von 2 bilden, dann gilt
n
L:=1g=) la,
i=1
(iii) Die Darstellung einer einfachen Funktion als Linearkombination charakteristischer
Funktionen ist nicht eindeutig wie das folgende Beispiel zeigt:
Loz + 123 = Lo,y + L g)-

(iv) Man iiberzeugt sich leicht, dass einfache Funktionen nur endlich viele verschiedene
Werte annehmen. Damit erhalten wir die sogenannte kanonische Darstellung

F=3" vl

yef(Q)

Die Trager der hier auftretenden charakteristischen Funktionen sind eine Zerlegung
von ) und die auftretenden Koeffizienten sind verschieden.

Wir werden nun mit der Definition von Integralen beginnen. Wir definieren das Inte-
gral zunéchst fiir einfache Funktionen und erweitern die Definition dann Stiick fiir Stiick.
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Definition 3.28. Sei f € X*(1,.4) und
f= Z a;la,
i=1
die kanonische Darstellung von f. Definiere
i=1

Bemerkung 3.29. Man sieht leicht, dass [ fdp > 0 fiir f € XT(Q,.A).
Die Mengen By, ..., B,, € A seien eine Zerlegung von  und b1, ...,b,, € RT Koeffi-
zienten, so dass

f=> bilp,.
j=1

Sei
n
f= Z a;ly,
j=1

die kanonische Darstellung von f. Dann gilt, falls A; N B; # 0 fur x € A; N B;

f(x) = a; = by,
und damit
/fd,u = ZGZM(AZ) = Z a;i | A; N U Bj = Z ai,u(Ai N Bj)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

=" buAinBy) = Z bju(B;).

i=1 j=1

Satz 3.30. Es gilt

/(f+a9)dﬂz/fdu+a/gd,u

fiir alle f,g € XT(Q, A) und alle a > 0.

Falls f < g, so ist auch
[ fan< [ gan
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Beweis. Seien
n m
f= ZaillAi und g = ijILBj
i=1 j=1

die kanonischen Darstellungen von f und g. Dann kénnen wir f + «g wie folgt darstellen

n m n m m n
[t+ag= ZaiﬂAi +Oézbi]lBi = Zai]lAiZ]lBj +OéZbi]lBiZ]lAi
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
n m
= Z Z(@i + abj)1a,nB;

i=1 j=1

Die Mengen A; N Bj, i € {1,...,n} und j € {1,...,m} bilden eine Zerlegung von Q
und es gilt nach der vorhergehenden Bemerkung

[+ g =30 ( + abu(Ain By)

i=1 j=1

= ZZai,u(Ai NBj)+ azzbjM(Ai N B;)

i=1 j=1 i=1 j=1
= aip(Ai) + > bju(By) = /fdu+ a/gdu-
i=1 j=1
Falls f < g,s0ist g — f € XT(Q,.A) und es gilt

/gdu—/(g—f+f)du—/(g—f)du+/fdu2/fdu- O

Definition 3.31. Wir definieren R = R U {—o00, 00} und R™ = Rt U {oo} mit den
folgenden Rechenregeln fiir alle z,a € R und a > 0

r+oo=00+1r =00 —00+txr=Tr—00=—00

00 + 00 = 00 —00 — 00 = —00
0-c0o=00-0=0 0-(—o0)=—-00-0=0
a-00=(—a)-(—00) =00 a-(—o00)=(—a) 00o=—-00
0000 = (—00) - (—00) = 0 00+ (—00) = (—00) - 00 = —00

—00 < T < o0

Bemerkung 3.32. Fiir Funktionen f,g:Q — R und y € R definieren wir
[f >yl ={weQ f(w) >y}

Analog werden auch Ausdriicke mit mehr als einer Funktion oder Bedingung definiert,
zum Beispiel

[f=0,9<g¢’]={we Q| f(w) =0,9(w) < g(w)?}.
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Satz 3.33. Sei f:Q — R™ eine messbare Punktion. Dann gibt es eine monoton wach-
sende Folge einfacher Funktionen f,, so dass f, — [ punktweise.

Beweis. Definiere die folgenden, disjunkten Elemente von A:

Ajm: [2]71 §f< ];;1] :f_l ([2{17];1>) und Bn:f_l<[nvoo])

und die Funktionen
2l
fn: anﬂAjyn—i-n]an.
j=0
Sei nun w € Q. Falls n +1 < f(w) so gilt fp(w) =n < n+1 = fryi(w). Falls
n < f(w) < n+1 dann existiert j € {n2"™1, ... (n+1)2"*1 — 1}, so dass fn(w) =n <
gt = Joy1(w). Falls f(w) < n, so existiert j € {0,...,n2" — 1}, so dass fu(w) = 35 =

23% < fn-&-l(w)’ da
Jog+1\ [ 2 2541 2/ +1 2§42
27’ on T | 9n417 9nitl U on+1 7 9n+1 )
die Funktionenfolge ist also monoton.

Man sieht leicht, dass stets f,, < f gilt. Sei nun w € Q. Falls f(w) < oo, so gilt fir
alle n > f(w), dass f(w) — fu(w) < 5. Da die rechte Seite fiir n — oo verschwindet
gilt fr(w) = f(w). Falls f(w) = oo, so gilt f,(w) = n fiir jedes n € N, also ebenfalls
folw) = f(w). O

Lemma 3.34. Seig e XT(Q,A) und (f,) C XT(Q,.A) eine monoton wachsende Funk-
tionenfolge, so dass

g < lim fm
n—00

/ gdp < lim. / Jndp.

m
9= Z ail,
i=1

die kanonische Darstellung von g und ¢ > 1 eine Konstante. Wir definieren die Mengen

dann gilt

Beweis. Sei
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Da die Funktionenfolge (f,) monoton wachsend ist, ist auch die Folge (B,,) monoton
und da lim,, o fr > ¢ ist, gilt

UBn:Q.

neN

Dann gilt nach Satz [3.21]

1(A;) = p (U AN Bn> = lim p(4; N By).

n—oo
neN

Fir die Integrale impliziert dass

m m m
/gdu = Z; aip(Aq) = lim. 2 aip(Ai 0 By) = Tim 2 a; / 1a;,nB,dp
1= 1= 1=

m
= lim (ZaﬂlAi> 1p,dp = lim /g]and,uS lim /cfn]andu
n—oo n—oo n—o0

i=1
<clim [ fpdu.
n—oo
Da die Konstante ¢ > 1 beliebig war, folgt die gesuchte Ungleichung. O

Satz 3.35. Sei f: Q) — R eine messbare Funktion und (fn)s (gn) € XH(Q,.A) monoton
wachsende Funktionenfolgen, die punktweise gegen f konvergieren. Dann gilt

lim [ fp,dpy = lim /gnd,u.
n—oo n—oo

Insbesondere existieren die beiden Grenzwerte (eventuell als uneigentliche Grenzwerte).

Beweis. Die Existenz der Grenzwerte folgt aus der Monotonie der Funktionenfolgen und
des Integrals (Satz [3.30). Fur festes n € N gilt

gn < f= lim f,
n— o0
und daher nach dem vorhergehenden Lemma

<
/ gndp < lim. / fndp.

Da das fiir alle n € N gilt folgt

n—o0

lim [ gpdp < lim /fnd,u.
n—oo

Vertauschen wir nun g, und f,, so erhalten wir auch die umgekehrte Ungleichung. [
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Definition 3.36. Sei f: 2 — R’ messbar und (fn) C XT(Q, A) eine monoton wach-
sende Folge die punktweise gegen f konvergiert, dann definieren wir

/ fdp= Tim / M

Bemerkung 3.37. Wir haben oben gezeigt, dass diese Definition eindeutig ist (also nicht
von der konkreten Folge (f,,) abhéngt. Das so definierte Integral kann, wie bei einfachen
Funktionen, den Wert oo annehmen, aber es konnen keine unbestimmten Ausdriicke
(zum Beispiel oo — 00) entstehen, da alle auftretenden Zahlen nichtnegativ sind.

Beispiel 3.58. Wir wollen das Lebesgue-Integral der Funktion f(y) = y- 19 4 (y) berech-
nen. Dazu iiberzeugt man sich, dass die Funktionenfolge
2n—1

kx
fa= on Lk (1) 2 ) T 214z}
k=0

monoton wachsend ist und gegen f konvergiert. Damit gilt

2" —1 L T 7 T T .132 (2n o 1)271
/f"d“ kZ_O w (g kr050)) = 55 kz h=m o

also

Satz 3.39. Es gilt

/(f+ozg)du=/fdu+a/gdﬂ

fir alle f,g: Q — R" und alle o >0.

Falls f < g, so ist auch
[ fan< [ gan

Beweis. Seien (f), (gn) C X1 (€,.A) monoton wachsende Folgen, so dass lim,, o0 fr, = f
und lim,, o gn = g. Die positive Linearitat folgt sofort aus der Definition, da die Folge
fn + ag, monoton wachsend ist und gegen f 4 «ag konvergiert.

Die Monotonie folgt dhnlich wie fiir einfache Funktionen. Ist fir beliebiges h : 2 — R
das Integral der Grenzwert einer monoton wachsenden Folge nichtnegativer Zahlen, es

gilt also
/ hdp > 0.
SchlieBlich folgt aus der Linearitét

[otn=[to= nan+ [ tau= [ san m
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Satz 3.40. Sei f: Q) — R" messbar. Dann ist [ fdu = 0 genau dann wenn [f > 0] eine
Nullmenge ist.

Beweis. Setze A = [f > 0]. Sei zunéchst A Nullmenge, dann konvergiert die Funktio-
nenfolge n - 1 4 monoton wachsend gegen g = oo - 14 und wir erhalten

/gd/L: lim [ n-1a4dp=0.
n—oo
Da f < g folgt aus der Monotonie auch [ fdu = 0.

Sei nun [ fdp = 0. Dann gilt fiir jedes n

1

oo rza =5

also wegen der Monotonie des Integrals

e

Daraus folgt, dass [ f> %] eine Nullmenge ist, fiir jedes n € N. Dariiber hinaus wachsen
die Mengen monoton mit n und so folgt aus Satz

u([f>0])—u<nL€JN{fZiD—nlgrgou<[f> D 0. O

Beispiel 3.41. Da das Integral iiber einen Grenzwertprozess definiert ist, muss man beim
Vertauschen mit anderen Grenzwertprozessen vorsichtig sein. Zum Beispiel konvergiert
die Funktionenfolge

n- ﬂ[; 1]
punktweise gegen oo - 1), die Folge ist aber nicht monoton. Fur die Integrale gilt nach

dem vorhergehenden Satz

n—o0

2
lim n-]l[%%]du: lingonn:2750=/00‘]1{o}dﬂ-

Definition 3.42. Sei f : Q — R messbar. Wir definieren den positiven Teil f; von f
sowie den negativen Teil f_ von f wie folgt:

J+ =1 Lipzo und f- = —F - Ljr<)-
Bemerkung 3.43. Man iiberzeugt sich leicht, dass dann die Gleichungen

f=fH—-f
Ifl=f++ f-

gelten.
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Definition 3.44. Sei f: Q) — R messbar. Die Funktion f heifit integrierbar, falls

[ 191 < .

Fiir integrierbare Funktionen definieren wir

[ u= [ o= [ r-an

Mit £(92, A) bezeichnen wir den Raum der integrierbaren Funktionen.

Bemerkung 3.45. Aus der positiven Linearitiat des Integrals (fiir nichtnegative Funktio-

nen) folgt
/|f!dM=/f+du+/fdu.

Die Funktion f ist also integrierbar, genau dann wenn sowohl [ fidp als auch [ f_dp
endlich sind. Insbesondere ist [ fdu fiir integrierbare Funktionen tatsdchlich definiert
und liegt in R.

Satz 3.46. Der Raum £(2, A) der integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum und
das Integral ist ein lineares Funktional.
Fiir integrierbare Funktionen f < g folgt

[ fan< [ gan

Es gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

’/fdu’ < [ 1714

Beweis. Seien f, g integrierbar und « € R. Dann folgt aus der Monotonie und positiven
Linearitat des Integrals (fiir nichtnegative Funktionen)

/\f+ag\du§/(\f|+\aHg\)du=/\f\du+a/\g\du<oo,

also die Integrierbarkeit von f + ag.
Wir zeigen nun zunéchst, dass fiir beliebige nichtnegative integrierbare Funktionen

g, h gilt
/(9— h)dp = /gdu—/hdu-

Sei dazu f = g — h, dann gilt

f=9-h=fr—falsog+f =h+f.
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Damit folgt wiederum mittels der positiven Linearitét

Joan+ [£-du= [+ rran= [+ foan= [hau+ [ roan
[ tau= [ feau— [ r-au= [ gt~ [nap.

Seien nun f, g integrierbar. Falls « € R*, dann sind f, + agy und f_ + ag_ nichtne-
gative, integrierbare Funktionen und es gilt

also

fH+g9=(f++agy)—(f-+ag-)

Geméif} dem oben gezeigten gilt dann

[t apdn= [(rs+agdn - [ (7 +ag)du

:/f+du—/f—du+a(/g+du—/g—du> :/fdu+a/gdu-

Analog sind fiir < 0 die Funktionen f; — ag_ und f_ — agy nichtnegativ und inte-
grierbar und es gilt

[+ aan= [ —agdu— [~ agordu= [ sau+a [ gan

Falls nun f < g ist, fiir integrierbare f, g, dann ist g — f nichtnegativ und daher

[o-nan=o

Daraus folgt mit der eben bewiesenen Linearitét

/ gdp > / fdp.
Es gilt offensichtlich

—Nfl==fr—f-<fr—[- < fr+f-=]|f]

und daraus folgt mit der Monotonie

- [ian< [ ran< [ 110

Diese Ungleichungen kénnen zu
‘/fdu‘ < [ 1714

zusammengefasst werden. O
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Bemerkung 3.47. Haufig wird nicht iiber den gesamten Raum () integriert. Wir hat-
ten bereits erwdhnt (Beispiel , dass die o-Algebra und das Maf sich auf messbare
Teilmengen A C (2 einschrinken lassen. Fiir f : A — R integrierbar ist dann das Integral

[l
definiert.

Fiir g : Q — R eine messbare Funktion und A C A, erhilt man

/g!AdMA:/ngAdu-

Dabei ist zu beachten, dass g1 4 integrierbar sein kann, auch dann wenn ¢ es nicht ist.
Wir hétten also auch umgekehrt oben f zu einer Funktion

f:Q%@
u“_>{f(w) weA
0 we¢ A

auf ganz () fortsetzen kénnen um zu erhalten

[ ruly = [ Fan

Wir werden in diesen Féllen, die Einschrankung des Mafles beziehungsweise Fortsetzung
der Funktion nicht explizit hervorheben, und

/ fdu beziehungsweise / gdp
A A
schreiben.

Beispiel 3.48. Sei @ = N, A = P(N) und p das Zahlmaf (Beispiel . Dann gilt
w({n}) = 1. Fiir eine nichtnegative Funktion f: N — R" ist dann

N

IN=f1lp.. = Zf(n)ﬂ{n}

n=1

eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen und es gilt

[ = i S st =3 (o)
n=1

n=1

Eine beliebige Funktion f: N — R ist dann integrierbar genau dann wenn

/mdu: SO 1) < o0
n=1
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und fiir solche Funktionen gilt

[ fan= 5 o)

Das Integral ist also eine echte Verallgemeinerung des Wertes einer Reihe.

Bemerkung 3.49. Sei f : 2 — R eine messbare Funktion, so dass [f # 0] eine Nullmenge
ist. Dann sind auch [f; > 0] und [f— > 0] Nullmengen und es gilt nach Satz

/fdMZ/f+du—/f—du=0-

Sei nun g : Q — R eine weitere messbare Funktion, dann gilt

/(9+f)dll:/9dﬂ+/fd,u=/gd,u.

Wir kénnen g also auf einer Nullmenge beliebig verdndern, ohne den Wert des Integrals
zu beeinflussen. Davon werden wir in Zukunft hdufig Gebrauch machen.
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3.3 Integrale iiber den reellen Zahlen

Wir betrachten nun Integration von Funktionen von R nach R.

Definition 3.50. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R integrierbar. Mit dem

Lebesgue-Maf§ A setzen wir
b
/ flx)dz := / fdA.
a (a,b)

/baf(x)dx = /abf(x)dx.

Bemerkung 3.51. Man rechnet leicht nach, dass mit diesen Definitionen fiir beliebiges

c € R gilt
/abf(x)dx _ /acf(:v)dx+/cbf(x)dx

Theorem 3.52 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien a,b € R, a < b und
frg: R = R stetig und g(x) > 0 auf [a,b]. Dann ezistiert & € (a,b), so dass

Auflerdem definieren wir

[ s =@ [ g

Insbesondere existiert n € (a,b) so, dass

b
/f@Mmzﬂmww.

Beweis. Da f stetig ist und [a, b] beschrankt und abgeschlossen, existieren nach Korol-

lar [1.66]

c= minbf(:z) und C' = max f(x)

a<lz< a<z<b

und Punkte z,,, ) € [a,b], so dass f(2,,) = cund f(zp) = C. Setze @ = min {zm, vp}
und b = max {z,, x s }. Es gilt dann fiir alle x € [a, ]

cg(z) < f(z)g(z) < Cg(x).

Aus der Monotonie des Integrals folgt mit der Abkiirzung I = fab g(x)dz

b
cl S/ f(z)g(z)dz < CI.
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Falls I = 0 ist, oder ¢ = C, so folgt bereits die erste Behauptung. Andernfalls ist @ < b
und auf Grund des Zwischenwertsatzes (Theorem [1.63)) existiert & € (EL, 5) C (a,b), so
dass

b
1) =1 [ f@gle)da.

Damit ist die erste Behauptung des Satzes gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt als Spezialfall fir g = 1. O

Definition 3.53. Seien a,b € R, a < bund f : (a,b) — R eine Funktion. Dann heifit
F : [a,b] — R Stammfunktion von f, wenn es stetig und auf (a, b) differenzierbar ist und
F' = f auf (a,b) gilt.

Bemerkung 3.54. Seien F und G Stammfunktionen von f, dann gilt auf (a,b)
(F = G)(x) = F'l(z) - G'(z) = f(z) - f(z) =0.

und deshalb existiert eine Konstante ¢ € R, so dass F' = G + ¢ auf (a,b) (siche Korol-
lar [2.9). Wegen der Stetigkeit von F und G gilt die Gleichheit dann auch auf [a, b].

Theorem 3.55 (Hauptsatz der Integral und Differentialrechnung). Seiena,b €
R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann ist fir beliebiges xq € [a,b] die Funktion

T /xj f(y)dy

eine Stammfunktion von f.
Sei G eine beliebige Stammfunktion von f, dann gilt

b
/ f(y)dy = G(b) - Gla).
Beweis. Wir definieren
F@) = [ 1w

Fiir festes = € [a,b] und fiir h so dass x + h € [a, b] gilt dann

x+h x x+h
F(z+h) - F(z) = / £(y)dy — / f(y)dy = / f(u)dy = F(Eh

wobei wir in der letzen Umformung den Mittelwertsatz verwendet haben um &, zwischen
xz und z+ h zu finden. Fiir h — 0 konvergiert &, gegen x und f(&) gegen f(x) (Stetigkeit
von f). Daraus folgt fiir beliebiges x € [a, b] die Stetigkeit von F' im Punkt z, da

lim (F(z+ h) - F()) = 0.
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Fir z € (a,b) gilt sogar

lim F(z+h)— F(z)
h—0 h

= lim f(64) = /().

Damit ist F differenzierbar in z mit F'(z) = f(x).
Sei schliellich G eine beliebige Stammfunktion von F', dann existiert ¢ € R so, dass
G = F + c und es gilt

b zo b
/ Fly)dy = / F(y)dy + / f(w)dy = F(b) — F(a) = G(b) — G(a). O

Bemerkung 3.56. Héufig wird die Stammfunktion von f, so sie denn existiert, mit

/f(:v)d:c

bezeichnet. Diese Bezeichnung erschlieit sich im Lichte des Hauptsatzes, ist aber inso-
fern etwas ungliicklich, dass ,,die Stammfunktion“ ja nur bis auf eine beliebige additive
Konstante genau bestimmt ist, und der obige Ausdruck also keine Funktion, sondern
eine ganze Schaar von Funktionen bezeichnet.

Korollar 3.57 (Partielle Integration). Seien a,b € R, a < b und f,g : [a,b] — R
stetig differenzierbar. Dann gilt

[ F@gta)de = a)g@) - [ a)g @),
Fiir die Werte von Integralen ergibt sich entsprechend
b b
| F@gt)z = 1®)0) - f@g(@) - [ Fa)g @),

Beweis. Sei H : [a,b] eine Stammfunktion von f¢’, dann ist fg — H stetig und auf (a,b)
differenzierbar und es gilt auf Grund der Produktregel

(fg—H) =fg+fd—H =fy.

Die Funktione fg — H ist also eine Stammfunktion von f’g. Dies entspricht der ersten
Aussage des Korollars.
Fiir das Integral folgt dann mit dem Hauptsatz

b
/ fl(@)g(a)dx = (fg — H)(b) — (fg — H)(a) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — (H(b) — H(a))

b
— F(b)g(b) - f@)gla) - / f(2)g (@)da. 0
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Korollar 3.58 (Substitutionsregel). Seien a,b € R, a < b und g : [a,b] — R stetig
differenzierbar. Setze § = mingepqy 9(x) und 1 = max,cpqy 9(v). Sei f: [§,n] — R
stetig. Dann gilt

[ Ho@ng @z = [ sy

fir y = g(x).
Fir das bestimmte Integral bedeutet das

b g(b)
/fM@M@MZ/ F()dy.
a g

Beweis. Wir setzen f zunéchst zu einer stetigen Funktion f:[€—1,n41] fort. (Warum
geht das immer?) Sei F eine Stammfunktion von f, dann ist F' o g stetig und es gilt auf
Grund der Kettenregel

(Fog)(z) =F'(g(x))d (x) = flg(x))d (x) = f(g(x))g (x)

fiir alle = € (a,b) also ist F o g eine Stammfunktion von (f o g)g’.
Fiir das Integral erhalten wir

b
/ fg(@))d (x)da = (F o g)(b) — (F o g)(a) = F(g(b)) — F(g(a))
g(b)

=/ f(y)dy. O
g(a)
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4 Gewohnliche Differenzialgleichungen
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4.1 Losungsmethoden

Definition 4.1 (Gewdhnliche Differenzialgleichung). Eine gewohnliche Differenzi-
algleichung (GDGI) ist eine Gleichung der Form

F(x7 y? y/7 et y(n)> = O

fiir ein F: R"*? — R. Dabei ist n die Ordnung der Differenzialgleichung.
Sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion y : I — R heifit Losung dieser Differenzial-
gleichung wenn sie mindestens n mal differenzierbar ist und wenn gilt

F(z,y(),y(@),...,y" (2)) =0
fiir alle x € I.
Beispiel 4.2. (i) Die Differenzialgleichung

1 1
Y = —— beziehungsweise y" + — =0
y Y

beschreibt die Bewegung einer Probemasse im Gravitationsfeld auflerhalb einer
radialsymmetrischen Massenverteilung entlang einer Geraden durch das Zentrum
der Massenverteilung.

(ii) Die Differenzialgleichung

y" = —sin(y) oder y” + sin(y) = 0
beschreibt die Bewegung eines mathematischen Pendels.

Bemerkung 4.3. (i) Auch wenn in unserer Definition die rechte Seite der Gleichung
stets 0 ist, also alle Terme auf einer Seite stehen, werden wir natiirlich auch mit
anderen Differenzialgleichungen arbeiten, die sich immer einfach in diese Form
iiberfithren lassen.

(ii) Haufig ist F' auch nur auf einer Teilmenge von R™*? definiert und die Definitionen
gelten sinngemasf.

(iii) Das Losen von (selbst einfach aussehenden) Differenzialgleichungen ist im Allge-
meinen schwierig. Wir werden Verfahren fiir einige Arten von GDGLen erarbeiten.
In vielen (auch praktisch relevanten) Fillen erfordert jedoch jede Gleichung eine
eigene Theorie.

(iv) Auch wenn sich eine Differenzialgleichung nicht explizit lsen ldsst, kann man den-
noch versuchen die folgenden Aspekte zu untersuchen:

e Existenz von Losungen

e Eindeutigkeit der Losungen
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e Stabilitat

e Niherungsweise und numerische Losungen

(v) In der obigen Definition spielt y zwei verschiedene Rollen. Es ist die (funktions-
wertige) Variable der Differenzialgleichung sowie der Name der Losungsfunktion.
Diese Doppeldeutigkeit ist etwas ungliicklich aber weit verbreitet.

Beispiel 4.4. (i) Sei I ein offenes Intervall und f : I — R stetig. Dann sind die Lo6-
sungen der GDGI

genau die Stammfunktionen von f.

Sei nun zy € I dann folgt aus dem Hauptsatz (Theorem [3.55) und aus Bemer-
kung dass die Losungen genau die Form

va) = [ 0+

fiir beliebiges ¢ € R haben.

(ii) Fiir die Gleichung ¢’ = y iiberzeugt man sich leicht, dass x — ce® fiir jedes ¢ € R
eine Losung auf ganz R ist. Um zu zeigen, dass jede Losung diese Form hat, sei y
eine beliebige Losung der Gleichung und betrachte u(z) = y(x)e™®. Dann gilt

woraus u(x) = ¢ fiir eine Konstante ¢ folgt.

Wie in den obigen Fallen haben Differenzialgleichungen iiblicherweise ganze Schaaren
von Funktionen als Losungen. Es kénnen also zusétzliche Bedingungen an die Lésungen
gestellt werden.

Definition 4.5 (Anfangswertproblem). Seien yg,...,%,_1 € R und F : R"*2 — K.
Das System von Gleichungen

F(z,y,,...,y™) =0
y(0) = yo

y™1(0) = yp1

heifit Anfangswertproblem.
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Beispiel 4.6. Das Anfangswertproblem (AWP)

1
i
V=
y(0) = yo
y'(0) =y

legt fiir die Bewegung des Massenpunktes den Anfangsort 4y sowie die Anfangsgeschwin-
digkeit y, fest.

Beispiel 4.7. Sei I ein offenes Intervall, dass die 0 enthélt. Wir betrachten das Anfangs-
wertproblem

Angenommen y : I — R ist eine Losung und es gilt y(x) > 0 fiir z € I. Integrieren wir
die Gleichung

1= —y(lwzy’(t)

von 0 bis x, so erhalten wir

also

1
x+1

y(z) =

Man iiberpriift leicht, dass das tatsdchlich eine Losung des Anfangswertproblems ist.
Wir haben hier vorausgesetzt, dass y(z) positiv ist, und I muss die 0 enthalten. Daher
ist I = (—1,00) das grofite mogliche Intervall auf dem die Losung definiert ist.

Auf dhnliche Weise kann verfahren werden, wenn das Anfangswertproblem die Form
v =fy)g(=)
y(zo) = o

hat. Formal konnen wir wie oben schreiben

feo = Lo

Es stellt sich aber die Frage, ob die Integrale existieren und ob die entstehende Gleichung
nach y(z) aufgelost werden kann.
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Satz 4.8 (Trennung der Variablen). Seien I,.J offene Intervalle, f : I — R und
g:J — R stetig mit 0 ¢ f(I). Seien zg € J und yo € 1.
Dann existiert ein offenes Intervall Io C J, so dass das Anfangswertproblem

y = f(y)g(x)
y(7o0) = Yo

genau eine Losung y mit Definitionsbereich Is besizt. Setze

F(y) = /yj fgt)dt'

Dann ist y : Io — I eindeutig durch

bestimmdt.

Beweis. Nach Voraussetzung hat f keine Nullstellen. Wir nehmen hier f > 0 an, der Fall
f < 0 wir analog behandelt. Da die Ableitung von F'(y) = ﬁ positiv ist, ist F' steng
monoton wachsend (Korollar also insbesondere injektiv. Es besitzt also eine Um-
kehrfunktion H : F'(I) — I und nach dem Satz {iber die Umkehrfunktion (Korollar[2.70))
ist diese stetig differenzierbar und es gilt

1

1= )

fir alle z € F(I).
Setze jetzt

Go)i= [ gty
o
fir € J. Das Bild F(I) ist ein offenes Intervall (Warum?), das die 0 enthélt. Wahle
ein offenes Intervall I, so dass zg € I und G(I2) C F(I). (Warum existiert das?) Dann
gilt fiir y(z) = H(G(z)) (z € I2):

1 1

y/(ﬂﬂ) = H/(G($))G/(UC) = WQ@) = mg(ﬂf) = f(y(x))g(x),

und y'(zo) = H(0) = yo, also 16st y das Anfangswertproblem.
Sei andererseits ¢ : I — R irgendeine Losung des Anfangswertproblems, dann gilt fiir

jedes = € I
x B x g/(l.) . g(z) 1 ~ P
/m 90de= | ey ™ / Fa ¥~ P

Nach Voraussetzung ist die linke Seite im Definitionsbereich von H und damit gilt g(z) =
H(G(z)) = y(z). O
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Bemerkung 4.9. Die Wahl von I ist natiirlich nicht eindeutig. Wir kénnen jedoch das
maximale Intervall wéhlen, das heifit die Vereinigung aller Intervalle die die gestellten
Bedingungen erfiillen. In diesem Sinne gibt es fiir jedes xg und yg eine eindeutige Losung
der Differenzialgleichung mit maximalem Definitionsbereich.

Analog zum Bestimmen von Stammfunktionen und Integralen mittels Substitution
kann man auch Differenzialgleichungen durch Substitution auf bereits bekannte Fille
zuriickfithren. Ahnlich wie bei Integralen gibt es kein ,,Rezept® zum Auffinden geeigneter
Substitutionen.

Satz 4.10. Sei f : R — R eine Funktion, a,b,c € R und I ein offenes Intervall. Dann
ist y : I — R eine Lésung der Differenzialgleichung

v = flax + by +c)
genau dann wenn u(z) = ax + by(z) + ¢ eine Lésung von
u' =a+bf(u)

ist. Letztere Gleichung hat getrennte Variablen.
Der Beweis der Aussage folgt direkt aus der Gleichung

W () = a+ by ().

Beispiel 4.11 (eulerhomogene Differenzialgleichung). Sei f : R — R eine Funktion und
I ein offenes Intervall das die 0 nicht enthélt. Dann ist y : I — R eine Losung der
Differenzialgleichung
Yy
=)
x

genau dann wenn u(x) = %z) die Differenzialgleichung
u = f (u) —u
x
16st.
Beweis. Ubung O

Beispiel 4.12. Sei f : R — R eine Funktion, a1, as, by, bs, 1, co € R so, dass
al b1
d .
et ( 4 by ) #0
Seien & und gy die eindeutig bestimmten (Warum?) Losungen des Gleichungssystems

aZ+by+c1 =0
agd + bajj + cg = 0.
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Sei I ein offenes Intervall, das die 0 nicht enthélt. Dann ist y : I — R eine Lésung der
Differenzialgleichung

; (e t+biy+a
Y asx + bay + co

genau dann wenn

u:l—z—R
r—ylr+3)—g

al erl@
“,_f< u(ac>>
ag + by ==

T

eine Losung von

ist. Die letzte Gleichung ist eine eulerhomogene Differenzialgleichung.
Wir zeigen nur die eine Richtung der Substitution. Die Riicksubstitution verlduft ana-
log.

W) =y@+a) =1 (aQ(:B +2)+boy(z +2) + ¢
_ <a1x+b1u(az)—|—alazﬁ+blgz—|—cl>
agx + bou(x) + asZ + bay + c2
B ay +b1@
B <a2 + bzu(w)>

xT

ar(x 4+ Z) + by(x + ) +cl)

Definition 4.13 (exakte Differenzialgleichung). Seien D C R? offen und p,q: D —
R stetige Funktionen. Die Differenzialgleichung

p(x,y) +q(z,y)y =0

heifit exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion H : D — R gibt, so dass 01 H =
pund ds H = ¢ gelten. Die Funktion H heif3t Stammfunktion oder Potentialfunktion der
exakten Differenzialgleichung.

Satz 4.14. Seien D C R? offen und p,q : D — R stetige Funktionen, die Differenzial-
gleichung

p(x,y) +q(z,y)y =0

exakt und H eine Potentialfunktion. Sei I ein offenes Intervall und y : I — R eine Funk-
tion, so dass der Graph (x,y(z)) der Funktion in D enthalten ist. Dann ist y eine Lisung
der Differenzialgleichung genau dann wenn es ein ¢ € R gibt, so dass H(z,y(x)) = ¢ fir
alle x € I ist.
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Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Gleichung

%H(ﬂc, y(z)) = 01 H (z,y(x)) + 02 H (2, y(2))y (z) = p(z,y(2)) + ¢(z,y(z))y (). O
Bemerkung 4.15. Die obige Aussage fiihrt die Losung einer Differenzialgleichung auf die
Losung einer gewohnlichen Gleichung zuriick (zu beachten ist jedoch, dass die Losung der
Gleichung gewisse Bedingungen erfiillen muss um auch eine Losung der Differenzialglei-
chung zu sein). Allerdings ist dazu die Kenntnis der Potentialfunktion notwendig. Eine
systematische Methode zur Bestimmung von Stammfunktionen steht uns bisher nicht
zur Verfiigung. Der folgende Satz gibt uns aber wenigstens ein notwendiges Kriterium
zum Erkennen von exakten Differenzialgleichungen an die Hand.

Satz 4.16. Seien D C R? offen und p,q : D — R stetig differenzierbare Funktionen.
Falls die Differenzialgleichung

p(z,y) +a(z,y)y =0
exakt ist, gilt Oap(w,y) = O1q(7,y).

Beweis. Sei H eine Potentialfunktion, dann ist H zweimal stetig differenzierbar und
nach dem Satz von Schwarz gilt

82p($7y) = aQalH(:Bay) = alaQH(x’y) = alq(mvy) O

Bemerkung 4.17. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an den Definitionsbereich D ist
die obige ,Integrabilitdtsbedingung” auch hinreichend. Wir werden spéter darauf zu-
riickkommen.

Beispiel 4.18. Wir betrachten das Anfangswertproblem
2x + y2 +2zyy’ =0
y(1) =1
Es sind p(x,y) = 2z + y? und ¢(z,y) = 2xy und es gilt dop(z,y) = 2y = d1q(x,y), die
notwendige Bedingung fiir Exaktheit ist also erfiillt.

Fiir eine Potentialfunktion H muss gelten 0y H(z,y) = 2z + y?, also muss H(x,y) =
22 + 2y? + G(y) sein, fiir eine differenzierbare Funktion G. AuBerdem muss gelten

Qo H (x,y) = 2y + G'(y) = 2zy.

Also muss G konstant sein und eine mogliche Potentialfunktion ist H(x,y) = 22 + xy?.
Fiir die gesuchte Losung gilt also H(z,y(z)) = 2% + 2y®> = H(1,1) = 2. Die letzte
Gleichung hat die beiden Losungen

y(z) = i\/?.

von denen jedoch nur die mit positivem Vorzeichen die Anfangsbedingung erfiillt. Diese
Funktion ist auf (—oo, —2] U (0, 2] definiert, der maximale (sinnvolle) Definitionsbereich
der Losung ist jedoch (0, 2).
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Bemerkung 4.19. Falls eine Differenzialgleichung der Form

p(x,y) +q(z,y)y =0

nicht exakt ist, so kann man versuchen, einen integrierenden Faktor zu finden, das heifit
eine nichtverschwindende Funktion h(z,y), so dass

h(l’, y)p(:ﬁ, Z/) + h(.TU, y)Q(xa y)y/ =0

exakt ist. In manchen Fallen ist es moglich, einen integrierenden Faktor zu raten, oder
durch bestimmte Ansétze zu ermitteln (zum Beispiel ist es tiblich anzunehmen, dass h
nur von z oder nur von y abhéngt).

Allgemein konnen wir mit Satz [£.16] die folgende notwendige Bedingung fiir einen
integrierenden Faktor herleiten:

p(x,y)02h(z,y) + Wz, y)dop(x,y) = q(x,y)o1h(x,y) + h(z,y)01q(z,y).

Da es sich hier um eine partielle Differenzialgleichung handelt, wird sich die Losung des
Problems dadurch im Allgemeinen nicht vereinfachen.

Definition 4.20 (Gewdhnliche Differenzialgleichungssysteme). Ein gewohnliches
Differenzialgleichungssystem (GDGS) ist eine Gleichung der Form

F(ll) y? y/7 et y(n)) = 0

fiir ein F: R x REx R x -+ x R — R™,
Eine mindestens n mal differenzierbare Funktion y : I — R! — I offenes Intervall —
heilt Losung des Differnzialgleichungssystems, wenn fiir z € I gilt

F(z,y(z),y (z),...,y" (x)) = 0.
Beispiel 4.21. (i) Das Differenzialgleichungssystem (z = (21, 22, 23))

" <

1 =z
2] 1 2]]

2]l

beschreibt die Bewegung einer Punktmasse im Gravitationsfeld auflerhalb einer
radialsymmetrischen Massenverteilung.

(ii) Die Lotka-Volterra-Gleichungen sind ein Modell fiir die Entwicklung der Popula-
tionsgrofe von Rdubern r sowie deren Beutetieren b:

b = ab— Y1br

v’ = agr + yobr.

95



Bemerkung 4.22. Das Differenzialgleichungssystem
F(z,y,9, "y, y™) =0

ist Aquivalent (hat also genau die selben Losungen) wie das Differenzialgleichungssystem
erster Ordnung

F(2, 9, Y1,Y25 s Yn—1,Yp_1) = 0
Z/, =U
y/1 =Y2

Yno = Yn—1.

Diese Substitution bringt uns einer Lésung natiirlich nicht néher, wir kénnen uns aber
in der theoretischen Behandlung von Differenzialgleichungssystemen auf Systeme erster
Ordnung beschranken.
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4.2 Der Satz von Picard-Lindelof

Beispiel 4.23. Betrachte die Differenzialgleichung

v =2/yl.

Man iiberzeugt sich leicht, dass y(x) = (z — ¢)? fiir z > ¢, y(x) = —(v — ¢)? fir z < ¢
und y(z) = 0 fir z € R Loésungen sind. Aus diesen kénnen wir jetzt allerdings weitere
Lésungen konstruieren. Seien a,b € R und a < b und

(r —a)* x€(—00,a)

y1(z) =40 x € [a,b]
(x —b)? x€(boo)

Dann ist die Funktionen y; Losungen der Differenzialgleichung fiir beliebige Werte von
a und b (Warum gilt das auch in a und b7).
Insbesondere 16sen diese Funktionen das Anfangswertproblem

v =Vl

y(0) =0
falls a < 0 < b ist.

Unser Ziel ist nun ein Satz, der sicherstellt, dass ein gegebenes Anfangswertproblem
genau eine Losung hat. Dazu benétigen wir zunéchst noch einige Vorbereitungen.

Definition 4.24. Sei D C R x R", (zg,y) € D und f : D — R". Wir sagen, dass f
eine lokale Lipschitzbedingung in y (oder beziiglich y) erfiillt, wenn es eine Umgebung
U von (zg,y0) gibt und eine Konstante L € R gibt, so dass

1 (2, y) = fz, 2)| < Ly — =]

fir alle (z,y), (z,z) € U erfiillt ist. Falls wir U = D wéhlen konnen, so sagen wir, dass
f eine globale Lipschitzbedingung beziiglich y erfiillt.

Wir werden im Zusammenhang mit Differenzialgleichungssystemen auf Ausdriicke der

Form
b
/ f(z)dz

stoen fiir vektorwertige f : [a,b] — R™. Solche Integrale definieren wir komponenten-
weise.
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Definition 4.25. Sei also (€2, A, 1) ein Mairaum, f : Q — R” eine messbare Funktion
und f1, ..., f, die Komponentenfunktionen von f, das heifit f(w) = (f1(w), ..., fn(w)).

Dann heifit f integrierbar, falls f1, ..., f, integrierbar sind und in diesem Falle definieren
wir

[ = </f1du7...,/fndu> .
Satz 4.26. Sei (Q,%,u) ein Mafiraum, ||-| eine Norm auf R™ und f : Q@ — R™ eine

messbare Funktion. Die Funktion f ist integrierbar genau dann, wenn || f|| integrierbar

ist und es gilt
| [ 1ae] < [usnan

Lemma 4.27. Sei D C R x R"™, (zg,y0) € D und f: D — R™ stetig. Sei I ein offenes
Intervall, y : I — R™ stetig differenzierbar und (x,y(z)) € D fir jedes x € I. Dann ist
y Losung des Anfangswertproblems

Ohne Beweis.

y/ = f(a:,y)
y(7o0) = o

genau dann wenn es die Integralgleichung
y(x) = wo +/ f(t,y(t))de
o
erfillt.

Beweis. Falls y das Anfangswertproblem 16st, dann gilt nach dem Hauptsatz

)~ = vla) = y(eo) = [ g0t = [ feutear
o xo
Ist die Integralgleichung erfiillt, so folgt
y'(z) = f(z,y(z))

ebenfalls aus dem Hauptsatz. O

Theorem 4.28 (Satz von Picard-Lindel6f). Sei D C RxR™ offen und (zg,yo) € D.
Sei f: D — R™ stetig und erfille eine lokale Lipschitzbedingung in (xo,yo) beziiglich y.
Dann existiert € > 0 so, dass das Anfangswertproblem

y/ = f(x,y)
y(xo) = yo

auf (xg — €,xo + €) genau eine Losung hat.
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Beweis. Wir haben oben die Losung des Anfangswertproblems zu einem Fixpunktpro-
blem umformuliert und wollen darauf nun den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Sei
dazu U C D eine Umgebung von (x¢,yo) und L > 0, so dass

1f(2,y) = fz,2)| < Llly — 2|

fiir alle (x,y), (x,2z) € U. Wihle a,r > 0 so, dass D = [0 —a,z0 +a] x K, (yo) C U
(Warum geht das?). Da D abgeschlossen und beschriinkt ist, existiert M > 0 so, dass
£z, y)|| < M fir (z,y) € D (Warum existiert das?). Wir wéhlen jetzt a > € > 0 so,
dass eM < r und eL < 1 und definieren I = [z + €, 29 — €].

Sei nun X C C(I) die Menge der Funktionen y, die die Bedingung y(x) € K, (yo) fir
alle z € I erfiillen. Dann ist X eine abgeschlossene Teilmenge (Warum?) des vollsténdi-
gen Raumes C(I) und somit selbst vollsténdig (Satz[L.38)). Wir definieren die Abbildung
T:X — X durch

T
1)) =w+ [ SO
o
Dazu miissen wir zunéchst zeigen, dass T'(y) tatséchlich wiederum in X liegt. Die Stetig-

keit folgt dabei aus dem Hauptsatz. Fir z > z( (der Fall z < zy wird analog behandelt)
folgt weiter

uﬂwmwww—]

[ o] < s

x
§/ Mdt = (x —zo)M < eM <,
o

das heifit T'(y)(z) € K,(yo) fur alle z € I.
SchlieBlich gilt fiir y,5 € X und x € I (wir betrachten erneut nur x > z)

w@mw—ﬂ@mwzl

/Qmwwwﬁwmme
< [ 1rteu) - £t 50 e
s/“mww—g@wﬂsL/ﬂ@—mmﬂéeﬁw—wm-

Bilden wir nun das Supremum iiber alle z € I, so folgt

IT(y) = T(@)lloo < €L lly =l »

da eL < 1 ist, haben wir gezeigt, dass T eine strenge Kontraktion ist.

Jetzt folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Theorem die Existenz eines
eindeutigen Fixpunktes fir die Gleichung T'(y) = y. Aus Lemma folgt dann, dass
das Anfangswertproblem auf I eine eindeutige Losung hat. O
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Bemerkung 4.29. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt auch ein Verfahren zum Be-
stimmen der Losung (Bemerkung [2.64)). Wir wenden die Abbildung 7" iterativ auf einen
beliebigen Startpunkt in X, also zum Beispiel auf die konstante Funktion ¢(z) = yo an:

wo = ¢ und ;(x) = yo -l—/ wi—1(x)dt.

o
Dann konvergieren die sogenannten Picard-Iterierten ¢; in X, also gleichméfig, gegen die
gesuchte Losung. Dieses Verfahren eignet sich prinzipiell auch zum numerischen Lésen
von Differenzialgleichungssystemen, der praktische Nutzen héngt jedoch von der Grofle
des Intervalls (zg — €,z + €) ab.

Beispiel 4.30. Wir betrachten erneut die Gleichung vy’ = f(y) := /|y|. Es gilt (vergleiche
Beispiel [1.52))

lim M — lim 1 — o0
y—0 |y —0| v=0 /[y

also erfiillt f in keinem Punkt (xg,0) eine lokale Lipschitzbedingung.

Satz 4.31. Sei D C R x R" offen und f : D — R"™ stetig differenzierbar, dann erfillt f
eitne lokale Lipschitzbedingung beziiglich y.

Beweis. Sei (xo,y0) € D. Wéhle r > 0 so, dass K,(zo,y0) C D. Da f stetig differen-
zierbar ist, ist D, f eine stetige Funktion und damit auf K, (zo,yo) (beschrankt und
abgeschlossen) beschriinkt (Satz [1.64), es gibt also ein L > 0 so, dass ||Dy f(z,y)| < L
fiir alle (z,y) € Ky (z0,y0). Mit dem allgemeinen Mittelwertsatz (Satz [2.38)) erhalten wir
fir (x,y), (z, z) € K, (xo,y0) (der Wert von x ist hier zunéchst fest)

1f(2,y) = flz,2)|| < e 1Dy f(z,y +t(z =yl ly = 2l < Llly - =] ]
tel(0,

Beispiel 4.32. Betrachte die Differenzialgleichung
"o Yy

3
[yl

beziehungsweise das dquivalente Differenzialgleichungssystem
Y
(y,2) = (z,— 3> :
lyll
Die Funktion

f:Rx (R*{0}) x R® = R x R3

Y 1
('Tay7 Z) = (Z,—3> = (Z’_ 5 5 53 (ylay2ay3)>
[yl VYT T Y5 T Y3

ist stetig differenzierbar auf ihrem gesamten Definitionsbereich und f erfillt damit eine
lokale Lipschitzbedingung. Das Anfangswertproblem fiir die Planeten- beziehungsweise
Satelitenbewegung hat also eine eindeutige Losung.
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Definition 4.33. Sei D C R x R" offen und (zg,yo) € D. Eine Losung g : I — R™ des
Anfangswertproblems

y/ = f(l‘, y)
y(wo) = yo

heift (echte) Fortsetzung der Losung y : J — R™ falls J C I (J € I) und y(z) = g(z) fiir
alle z € J gilt. Die Losung y heifit maximale Losung, falls sie keine echten Fortsetzungen
besitzt.

Satz 4.34. Sei D C R x R™ offen und (xo,y0) € D. Sei f : D — R™ stetig und erfille
eine lokale Lipschitzbedingung (in allen Punkten von D) beziglich y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem

y = f(z,y)

y(z0) = o 4.1

etne eindeutige, mazrimale Losung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: falls y : I — R™ und g : J — R” Losungen des Anfangs-
wertproblems sind, dann gilt y(x) = g(x) fir alle z € (a,b) := I U J. Sei

¢ =sup{¢ € [xo,b)| y = g auf [z9,¢)}.

Dann gibt es eine Folge (¢,) C (xo,c) so, dass ¢, < ¢ —also y(¢,,) = g(cyp,) fir alle n € N
und ¢, — c. Falls ¢ < b ist, folgt aus der Stetigkeit von y und ¢ dann y(c) = g(c). Da
f im Punkt (c,y(c)) eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt, existiert e > 0 so, dass das
Anfangswertproblem

u' = f(x,u)
u(c) =y(c)

auf (c — €,c + €) eine eindeutige Losung hat. Da sowohl y, als auch g dieses Anfangs-
wertproblem erfiillen, muss y = § auf [z, c + €) gelten, was jedoch der Definition von ¢
widerspricht. Es muss also ¢ = b und y = g auf [z¢,b) sein. Analog kann man nun mit
dem Intervall (a, x| verfahren.

Sei nun Ij.x die Vereinigung aller offenen Intervalle I, die Definitionsbereich einer
Losung des Anfangswertproblems sind. Fiir x € I, wéhle eine Losung y : I — R"
mit € I und setze ymax () := y(z). Nach dem ersten Teil des Beweises ist y(z) nicht von
der Wahl der Losung y abhéngig, und ymax daher wohldefiniert. Geméfl seiner Definition
stimmt ymax in einer Umgebung jedes Punktes & mit einer Losung des Anfangswertpro-
blems iiberein und ist daher selbst eine Losung dieses Anfangswertproblems. Offensicht-
lich ist ymax eine maximale Losung. Falls y : I — R" eine weitere maximale Losung ist,
so gilt nach Konstruktion I C I.x, nach dem ersten Teil des Beweises y = ymax auf I
und schlief8lich I = I, aufgrund der Maximalitat von y. O
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Beispiel 4.35. (i) Das Anfangswertproblem
y =e?
y(1) =0

hat die Losung y : (0,00) — R, y(z) = Inx welche nach dem Satz von Picard-
Lindel6f eindeutig ist. Sie ist auch maximal, da sie nach rechts offensichlich nicht
fortgesetzt werden kann, und eine hypotetische Fortsetzung nach links in 0 nicht
stetig sein konnte.

(ii) Das Anfangswertproblem

()

hat die Losung y : (0,00) = C, y(x) = ex. Da die Funktion
f:(R\0)xR—R
Y
(@,y) =~

stetig differenzierbar ist, ist diese Losung nach dem Satz von Picard-Lindelof wie-
derum eindeutig. Sie ist ebenfalls maximal, da sie dem Rand des Definitionsberei-
ches von f beliebig nahe kommt.

Im folgenden Satz benutzen wir den Abstand zu einer Menge. Fiir einen metrischen
Raum (X,d), z € X und A C X ist

dist(z, A) := inf {d(z,y)| y € A}.

Satz 4.36. Sei D C R x R™ offen und (xo,y0) € D. Sei f : D — R"™ stetig und
erfille eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y. Seien a,b € RU {—o00,00} so, dass
—o<a<zy<b<ooundy: (a,b) = R" eine Losung des Anfangswertproblems

y, = f(x,y)
y(zo) = Yo-

Dann ist y die maximale Lésung, genau dann wenn eine der Bedingungen
(i) b = oo,
(i) Timgp ly(@)]| = os,

(iii) lim,_, dist((z, y(z)),0D) =0

und eine der Bedinungen
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(i) a = —oo,
(i) limg 4 |ly(z)|| = oo,
(iii) lim,_,, dist((z, y(z)),0D) =0

erfillt ist.

Ohne Beweis.
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4.3 Lineare Systeme

Definition 4.37. Sei I ein offenes Intervall und A : I — R™ ™ und b : I — R"™ Funk-
tionen. Dann heifit das Differenzialgleichungssystem

y' = A(z)y + b(z)

lineares Differenzialgleichungssystem.
Falls b die Nullfunktion ist, so nennen wir das System homogen, anderenfalls inhomo-
gen. Falls A(z) konstant ist, sagen wir, dass das System konstante Koeffizienten hat.

Bemerkung 4.58. (i) Mittels der Substitution in Bemerkung konnen wir die li-
neare Differenzialgleichung

y" = ana(2)y" Y 4 an(2)y’ + ag(2)y + b(x)
in das System

Y1 = an-1(2)Yn—2 + - - + a1(x)y1 + ao(x)y + b(x)
!
g =y

Yn—1 = Yn—2

iiberfithren, dass von obiger Form ist.

(ii) Seien y und z Losungen des inhomogenen Systems
y' = Alz)y +b(x),
dann ist y — z eine Losung des zugehorigen homogenen Systems
Yy =A)y.
Das folgt unmittelbar aus
(y = 2)'(z) = A(x)y(z) + b(x) — A(z)2(z) — b(x) = A(z)(y - 2)(x).

Lemma 4.39 (Lemma von Gronwall). Sei I ein Intervall, xo € I, y : I — R eine
stetige, nicht-negative Funktion, a,b > 0 und es gelte

y(z) <a+bd

/ﬁ ’ y(t)dt‘ . (4.2)

0

Dann gilt y(z) < ael*=ol,
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Beweis. Wir fithren den Beweis fiir ¢ > tg, der andere Fall wird analog behandelt. Sei
€ > 0 beliebig und setze

z(x) :=a+e+ b/x y(t)dt. (4.3)

zo

Dann gilt 2/(z) = by(z) < bz(t). Da 2(t) > a + € > 0 ist, erhalten wir

Inz(z) —Inz(xg) = /z () dt < /I bdt = b(z — x0)

zo 2(1) 0

also dank der Monotonie der Exponentialfunktion z(z) < z(z9)e?®=%0) = (a4 ¢)eb@=%0),
Dann gilt auch y(z) < z(z) < (a+¢€)e?@%0) und da diese Ungleichung fiir beliebige € > 0
gilt, folgt die gesuchte Ungleichung.. O

Fiir den Rest dieses Unterkapitels seien stets I ein offenes Intervall, A : [ — R™*"
und b : I — R” stetige Funktionen, xo € I und yg € R"”.

Korollar 4.40. Des Anfangswertproblem
Y = A(z)y + b(a)
y(xo) = yo
hat eine eindeutige mazximale Losung die auf ganz I definiert ist.
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass
f:IxR"—=R"
(z,y) = A(x)y + b(x)

eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. Sei dazu (z1,y1) € I x R™. Wéhle ein abgeschlos-
senes Intervall I; so, dass 1 € I} C I. Dann existiert L > 0 so, dass ||A(z)|| < L fiir alle
x € I und somit gilt

1f (2, y) = fla, 2)] = [[A(@)(y = )| < [[A@)[[ lly — 2] < Lly - =]

fiir alle x € I} und y, z € R".

Es folgt also aus Satz [£.34] die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Losung.
Es seien a,b € R U {—o00,00} so, dass y : (a,b) — R" diese maximale Losung ist.
Angenommen b liegt in I (ist also insbesondere endlich). Dann gibt es M, K > 0 so, dass
|A(x)]] < M und ||b(z)|| < K fiir alle x € [z, ] und es gilt

vl =

yo+ / :(A(t)y(t) + b(t))dtH

<ol + [ IA@ Iyto)lae+ [ ey

<Mw+Kw—m%HW/HMMMt
o
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Aus dem Lemma von Gronwall (fir ||y||) folgt dann, dass
ly(@) | < (lyoll + K (b — wo))e™ =7 < (||yol| + K (b — z0))eM 0.

Damit kann keiner der Félle aus Satz erfiilllt sein, was im Widerspruch zur An-
nahme steht, dass y die maximale Losung ist. Analog zeigt man, dass a € I zu einem
Widerspruch fithrt. Es muss also a ¢ I und b ¢ I gelten, was (a,b) = I impliziert. [

Bemerkung 4.41. Man kann zeigen (und auf diese Weise einen alternativen Beweis fiir
obigen Satz angeben), dass die Picard-Iterierten mit Startfunktion pg(x) = yp fiir lineare
Differenzialgleichungen auf ganz I konvergieren.

Korollar 4.42. Seien y,z : I — R™ Losungen der Differenzialgleichung y' = A(z)y +
b(x), dann sind dquivalent

(i) y(x) = z(x) fir alle x € I,
(it) y(zo) = z(x0),
(iii) y(z) = z(x) fir ein x € I.

Beweis. Die Implikationen von oben nach unten sind offensichtlich. Sei nun x; € I so,
dass y(z1) = z(x1) =: y1. Dann sind y und z Losungen des Anfangswertproblems

y' = A(x)y + b(x)
y(x1) = 1.

Da dieses Anfangswertproblem eine eindeutige maximale Losung hat muss gelten y(x) =
z(x) fir alle z € I. O

Bemerkung 4.43. Gestrichen.

Satz 4.44. Die Losungsmenge der Differenzialgleichung y' = A(x)y, genauer die Menge
Vi={y:1— R"’ Y (x) = A(z)y(x) fir alle z € I}

ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C(I,R™).

Beweis. Man tiberpriift leicht, dass fiir zwei Losungen y,z : I — R™ und A € R auch
y + Az eine Losung der Differenzialgleichung ist.

Sei nun ey, ..., e, eine Basis fiir R” und seien y; : I — R" die eindeutig bestimmten
Loésungen der Anfangswertprobleme

Y = Az)y
y(zo) = €;

fir ¢ € {1,...,n}. Dann ist y,...,y, eine Basis fiir V.
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Denn falls
aryr + -+ apyn, =0
ist, so gilt insbesondere
a1y1(xo) + -+ + anyn(zo) = cner + -+ + ane, =0

woraus o = -+ = ay, = 0 folgt, die Funktionen yy, ..., y, sind also linear unabhéingig.
Sei nun z € V und wahle ag, ..., a, so, dass

arer + - - + apen, = z(xo).

Dann sind z und ayy; + - - - + apy, maximale Losungen des Anfangswertproblems die in
xg libereinstimmen, also folgt aus Korollar

z=o0o1y1 + -+ nln.
Die Funktionen y1, ..., ¥, spannen den Raum V auf. O

Bemerkung 4.45. (i) Der obige Satz ist die mathematisch exakte Formulierung von
ydie allgemeine Losung hangt von n unbestimmten Parametern ab® Er gilt in
dieser Form nur fiir lineare Differenzialgleichungen.

(ii) Mit Bemerkung erhalten wir, dass die Losungsmenge des inhomogenen Diffe-
renzialgleichungssystems y' = A(x)y + b(x) durch y; +V gegeben ist, wobei y; eine
beliebige Lésung der inhomogenen Gleichung ist.

Definition 4.46. Eine Basis vy, - ,y, des Vektorraume V aus Satz heifft Funda-
mentalsystem der Differenzialgleichung y' = A(x)y.

Nach Bemerkung sind lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung dquivalent
zu linearen Differenzialgleichungssystemen erster Ordnung (mit n Gleichungen). Wir
werden also auch n linear unabhéngige Losungen der Gleichung

Yy = an-1(2)y" Y + -+ ar(@)y + ao(w)y + b(x)
als Fundamentalsystem bezeichnen.

Beispiel 4.47. Betrachte die Differenzialgleichung y’ = sin(x)y + sin(z) cos(z). Die zu-
gehorige homogene Differenzialgleichung ¢’ = sin(z)y hat getrennte Variablen und wir
16sen sie heuristisch wie folgt:

Y = sSIm(x
Y (z)
Iny(z) —/yy((j)) = —cos(z) + ¢
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Man tberpriift leicht, dass die erhaltene Funktion fiir beliebiges K € R tatséchlich
eine Losung der homogenen Differenzialgleichung ist. Dariiber hinaus stellt die Menge
aller solcher Funktionen offensichtlich einen eindimensionalen Vektorraum dar und damit
haben wir bereits alle Losungen gefunden.

Um nun die inhomogene Gleichung zu 16sen verwenden wir das Verfahren der Variation
der Konstanten. Falls y(z) = C(x)e™“3(*) eine Losung der inhomogenen Differenzial-

gleichung ist, so muss gelten
Y (z) = C'(x)e” @) 4 C(a) sin(z)e™ @) = sin(z)C(z)e™ @) + sin(x) cos(x)

Es gilt also
C'(x) = sin(z) cos(z)e ™)
C(z) = (1 — cos(x))e>®),

Es gentigt eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden (Bemerkung [4.38)).

Das im Beispiel illustrierte Verfahren kann zur Loésung beliebiger inhomogener Diffe-
renzialgleichungssysteme benutzt werden, vorausgesetzt man kennt bereits ein Funda-
mentalsystem des zugehorigen homogenen Systems.

Satz 4.48. Sei y1, ...y, ein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung y' = A(z)y.
Definiere die n x n-Matrix W (z) := (y1(z),- - ,yn(z)) (Fundamentalmatriz). Dann ist
W {(x) fir alle x € I invertierbar und z : I — R"

z(x) == W(x) /x W ()" b(t)dt

ist eine Losung des inhomogenen Differenzialgleichungssystems.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Funktionen yy, . . ., y, linear unabhéngig. Fiir x € I
sind dann auch y;(z),...,y,(x) linear unabhéngig, denn falls

Oélyl(x) +...+ anyn(x) =0
ist, dann muss nach Korollar [£.42]
aryr + ... +apy, =0

gelten, was lediglich fiir a3 = -+ = a,, = 0 moglich ist. Damit ist die Matrix W (z) fiir
jedes x invertierbar.

Dann ist z wohldefiniert. Auf Grund der Definition von W gilt W'(x) = A(x)W (x)
(die i-te Spalte dieser Matrixgleichung lautet y(z) = A(z)y;(z)) und wir erhalten

2 (z) = W’(az)/ W ()" to(t)dt + W (x)W (z) " b(x) = A(z)z(x) + b(x).
Zo
Fiir die Anwendung des Hauptsatzes wie oben muss der Integrand stetig sein. Man kann

zeigen, dass die Abbildung A — A~! definiert auf der Menge der invertierbaren Matrizen
stetig ist (ohne Beweis). O
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Beispiel 4.49. Betrachte das System

u' = v+ sin(z)

v/ = —u + cos(x)

Man tiberzeugt sich leicht, dass

o) < sin(z) ) S ( cos(z) >

cos(x) — sin(x)

linear unabhéngige Losungen des zugehorigen homogenen Systems

()= () () =a(2)

sind. Um eine Lésung des inhomogenen Systems zu finden machen wir den Ansatz

(o) i= Crloh(e) + Calohme) = (o) <20 Y ().

cos(x) —sin(x)

Die Koeflizientenmatrix ist dabei die Matrix W aus dem vorhergehenden Satz. Soll z
eine Losung sein, so muss gelten

7 (x) = Cr(z)yi(z) + Ca(x)y2 + Cr(@)yr () + Co(2)ya(x)
= Ci(x)A(@)y1 (2) + Ca(x) A(2)y2(2) + b(2),

Um nun C] und C) zu erhalten muss also das Gleichungssystem

Ci(@)y1(z) + C(2)y2(x) = b(2)
gelost werden, konkret

C1(z) sin(z) + Ch(x) cos(z) = sin(x)
C1(x) cos(x) — Ch(x) sin(z) = cos(z).

Lost man das lineare Gleichungssystem (zum Beispiel mit dem Gaussverfahren) erhéalt
man

C1(z) = Cy(z)(sin?(x) + cos®(x)) = sin?(z) + cos?(x) = 1
Ch(z) = Ch(x)(cos®(x) 4 sin’(z)) = Sln(ac) cos(z) — cos(z)sin(z) =0

und damit C(x) =z und Cs(x) = 0. Die Lésung der homogenen Gleichung ist also

un(z) = ( x sin(z) )

x cos(x)
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Wir wenden uns nun Systemen mit konstanten Koeffizienten zu, wollen also 3/ = Ay
l16sen fiir A € R™ ™. Wir werden sehen, dass die ,naive* Verallgemeinerung der Losung
e fiir n = 1 zum Erfolg fiihrt.

Die folgenden Aussagen gelten sinngeméfl auch fir A € C™*", wir werden sie hier
jedoch nur fiir A € R™*™ ausformulieren.

Bemerkung 4.50. Sei A € R™*" und betrachte die Funktion
=1
Az _ kk
ex_ZHAx. (4.4)
k=0

Wir wissen, dass fiir die Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite, ihre absolute Kon-
vergenz hinreichend ist. Da

00
k=0

gilt, ist e4® also fiir alle z € R definiert.

Konvergenz in R™*" entspricht der koordinatenweisen Konvergenz, das heifit die Ko-
ordinatenfunktionen der Reihe sind Potenzreihen mit Konvergenzradius co. Wir
konnen also die Sétze iiber Potenzreihen (Satz koordinatenweise anwenden und
erhalten

oo

Lt < 30 L payp af — o
k=0

4

1
Azx k k-1 _ Az
d:z;e = kgl —k!A kx = Ae”*.

Satz 4.51. Sei A € R™ ™. Das Anfangswertproblem mit konstanten Koeffizienten

y' = Ay
y(z0) = Yo
wird genau von y(x) = eAF=0)yy gelist.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus der vorhergehenden Bemerkung. O

Bemerkung 4.52. (i) Mit dem vorhergehenden Satz ist das Losen der Differenzialglei-
chung auf das Berechnen der Matrixexponentialfunktion zuriickgefithrt. Letztere
Aufgabe 148t sich algorithmisch gut 16sen wie wir bald sehen werden.

(ii) Es gilt im Allgemeinen nicht
d
£€A(I) = A/(x)eA(x),

A+B _ LA_B

ebensowenig wie e ee”.

110



(iii) Ein Fall, in dem wir eA%y einfach ausrechnen kénnen, ist der, dass v ein Eigenvektor

der Matrix A ist, es also ein skalares A\ gibt, so dass Av = A\v gilt. Dann folgt

1
Ax 2: k, .k
e U—( kle)'U—
k=0

Beispiel 4.53. Wir suchen Losungen fiir das Anfangswertproblem

k Ak, EvE . Az
—k!azAv—E —k!x)\v—e V.
k=0 k=0

/

y =z
7=y
y(0) =1
z(0) = 0.

Wir miissen also e4%y, bestimmen fiir

0 1 1
A_<1 O>undyo—<0>.

In diesem Falle kommt uns zu Gute, dass die Matrix A diagonalisierbar ist. Sie hat
die Eigenwerte 1 und —1 und die zugehorigen Eigenvektoren

we () e (1)

Mit der obigen Bemerkung erhalten wir dann

eyo = e (v + vg) = e%vy + e Cuy,
also die Losung y(z) = e® —e ™ und z(z) = e* + e 7.

Das hier illustrierte Verfahren fiihrt stets zum Erfolg, falls die Matrix A diagonalisier-
bar ist.

Satz 4.54. Sei A € R"™ x R"™ eine diagonalisierbare Matriz, v1,...,v, eine Basis aus
Eigenvektoren und A1, ..., \, die zugehorigen Eigenwerte. Dann bilden die Funktionen
yi(x) = eM®u; fiiri € {1,...,n} ein Fundamentalsystem fiir das Differenzialgleichungs-

system y' = Ay.

Beweis. Fiir beliebiges i € {1,...,n} gilt eA?y; = eM®y;, die Funktionen sind also tat-

sichlich Losungen des Differenzialgleichungssystems. Im Punkt = 0 sind die Funkti-
onswerte y1(0) = v1,...,yn(0) = v, linear unabhéngig und damit auch die Funktionen
Y1,---,yn (Ubungsaufgabe 1 vom Blatt 4). O

Bemerkung 4.55. (i) Im obigen Fall ist das Losen der Differenzialgleichung also auf

die Losung des Eigenwertproblems Av = Av zurilickgefiihrt, wofiir wir bereits Me-
thoden kennen.
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(ii) Falls A € R™ ™ nicht im Reellen diagonalisierbar ist, so kénnen wir versuchen
A als Matrix in C™*™ zu interpretieren und dort zu diagonalisieren. Fiir einen
(komplexen) Eigenwert A = A, +i); und den zugehoérigen Eigenvektor v = v, + iv;
(Ary Ai € R und v, v; € R") sind dann

e (v, sin(\z) 4 v; cos(Nx)) und e (v, cos(\iz) — v sin(Aiz))
linear unabhéngige reelle Losungen des Differenzialgleichungssystems.

(iii) Falls A nicht diagonalisierbar ist, so ist es dennoch méglich et effektiv zu berech-
nen. Man bringt dafiir die Matrix auf Jordansche Normalform. In jedem Fall kann
ein homogenes System linearer Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten mit Methoden der linearen Algebra vollstandig gelost werden.

Beispiel 4.56. Betrachte das Anfangswertproblem

/

Yy
/

z

=Y

(a=)
=
I

y(
z(0)

1
0.
Die zugehorige Matrix

a=(0) (45)

ist im Reellen nicht diagonalisierbar, sie besitzt jedoch im Komplexen die Eigenwerte i
und —i mit den zugehorigen Eigenvektoren

_ 1+1 d v — 1—1
V] = 14 und vz =|{ . ).

Soll die allgemeine (komplexe) Losung c1e®v; 4 coe vy die Anfangsbedingungen erfiil-
len, so muss gelten

(1 + i)Cl + (1 - i)CQ =1
(—1+1i)er + (-1 —i)ca =0,

also ¢; = (1 —1) und ¢ = (1 +1).
Damit ergibt sich als Losung

1 : 1 . 1 . 1 .
y(x) = Z<1 —1)e”(1+1) + 1(1 +i)e (1 —1i) = 56” + 56_”7 = cos(x)
z(x) = 1(1 —i)e”(-141) + 1(1 +i)e (-1 —1) = %elx — %e—w = —sin(z).
Als wichtigen Spezialfall wollen wir zuletzt noch die lineare Differenzialgleichungen

hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten behandeln.
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Satz 4.57. Seien ag,...,a,—1 € C, A1,..., \r die Nullstellen des Polynoms
ag + atd + -+ an A"+ A"
und vi, ..., die zugehorigen Vielfachheiten. Dann bilden die Funktionen x +— zle*®

mit i € {1,...,k} undl € {0,...,v; — 1} ein Fundamentalsystem fiir die Differenzial-
gleichung

aoy _I_ aly/ + e + anily(n_l) + y(n) e O

Ohne Beweis.
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5 MaBe und Integrale (Fortsetzung)
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5.1 Der Satz von Lebesgue

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, unter welchen Bedingungen Integrale mit
anderen Grenzwertprozessen vertauscht werden kénnen. Die Notwendigkeit solcher Be-
trachtungen ergibt sich aus dem folgenden Beispiel.

Beispiel 5.1. Sei A das Lebesgue-Maf3. Betrachte die Funktionenfolge f, : R = R, f, =
Lpny1)- Dann konvergiert f, offensichtlich punktweise gegen die Nullfunktion, es gilt
aber

nh_)rrolo/fnd)\: 1#0.

Die Funktionenfolge ¢, = %]l[ngn) konvergiert sogar gleichméaflig gegen die Nullfunk-
tion und dennoch gilt

lim [ g,d\=1.

n—o0

Es sei fiir den ganzen Abschnitt (2,4, u) ein fest gewédhlter MaBraum. Wird nichts
anderes gesagt, dann bilden Funktionen von €2 nach R ab.

Satz 5.2 (Satz von Beppo Levi). Sei (f,) eine monoton wachsende Folge messbarer
Funktionen und f ihr (punktweiser) Grenzwert. Dann gilt

/ fdp= Tim / M

Insbesondere ist f integrierbar, genau dann wenn
li .
fim [ < o

Beweis. Da die Funktionenfolge monoton wachst gilt f,, < f fiir jedes n € N und aus
der Monotonie des Integrals folgt

lim [ fudu < / fdp.
n—oo
Sei nun ¢ > 1. Definiere die Mengen

By =lcfa> fl=lcfu—f>0]=(cfrn—f)71[0,00].

Die letzte Darstellung zeigt, dass B,, messbar ist (da die Funktion ¢f, — f messbar ist).
Es gilt B,, C Bp4+1 und (Warum?)

UBn:Q.

neN

Fiir die zugehorigen charakteristischen Funktionen heifit das, das die Folge (1, ) mono-
ton wachsend ist und (punktweise) gegen die 1 konvergiert.
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Sei nun (g,) € X*(£,.A) eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen die
gegen f konvergiert. Dann ist auch (g,1p,) eine monoton wachsende Folge einfacher
Funktionen die gegen f konvergiert und es gilt

gnﬂBn < fﬂBn < Cfn]an < Cf'n,-

Fiir die Integrale bedeutet das

/fduz lim /gn]and,ugc lim /fnd,u.
n—oo n—oo

Das erste Gleichheitszeichen entspricht dabei der Definition des Integrals. Da ¢ > 1
beliebig ist, folgt die Aussage des Satzes. O

Beispiel 5.3. Die Funktion

f:[l,o0) =R

x> xt
ist integrierbar (beztiglich des Lebesgue-Mafles) genau dann, wenn £ < —1.

Beweis. Die Funktion f ist integrierbar genau dann, wenn

/ f|d)\:/ FA\ < .
[1,00) [1,00)

Betrachte die nichtnegativen Funktionen f, = f1; ;). Die Folge f;, ist monoton wachsend
und konvergiert punktweise gegen f. Die Funktion f besitzt die Stammfunktion

Flz) = %Hx"*l Kk # —1
In(x) k=—1.

Die Integrale konnen wir nun mit Hilfe des Hauptsatzes berechnen:

f]l[lm]d/\ = / {L‘Hdl‘ = F(n) — F(l)
[1,00] 1

und mit dem Satz von Beppo Levi folgt
/ fdA = lim /f]l[ln}d)\: lim F(n)— F(1).
[1,00) n—00 ’ n—00

Die rechte Seite konvergiert fiir k < —1 gegen —F(1) = —%H und divergiert andernfalls

bestimmt gegen +oc0. O

Beispiel 5.4. Die Funktion ﬁ ist auf [2, 00) nicht integrierbar. Da x > Inx ist, gilt

(o) 1 o
00 —/ —dx §/ ! dx.
9 T 5 In(x)
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Korollar 5.5. Sei f, eine Folge nichtnegativer Funktionen, dann gilt

/ni)fndu —i/fndu-

Beweis. Die Partialsummen

n
Sp 1= ka
k=0

bilden eine monoton wachsende Folge nichtnegativer Funktionen. Dann gilt
o0 n o
[ 3 = [t ot = tim [son= tim 32 [ dn =3 w0
n= =0 n=

Theorem 5.6 (Satz von Lebesgue). Sei (f,) eine Folge messbarer Funktionen die
(fast tiberall) punktweise gegen f konvergiert. Sei g eine integrierbare Funktion und es
gelte | fn| < g fir alle n € N (fast diberall). Dann ist

Tim_ / Fodu = / fdu.

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktionen

gn = inf fi und h,, = sup fx.
k>n k>n

Dann ist die Folge (g,,) monoton wachsend und (h,,) monoton fallend. Auflerdem gilt
gn — f und h, — f. Sei dazu w € Q. Wir zeigen die Aussage fiir f(w) € R. Dann gilt
fiir e > 0, dass ein N € N existiert so, dass fx(w) € [f(w) — €, f(w) + €] fiir & > N. Dann
gilt fiir n > N auch g,(w), hn(w) € [f(w) — €, f(w) + €.

Punktweise gilt die Ungleichung

Insbesondere sind |g,,| < g und |h,| < g. Damit sind f,,, g, und h,, integrierbar. Wegen
|f‘:: hnl|fn|§;g
n—oo

ist auch f integrierbar.
Wir wenden jetzt den Satz von Beppo Levi auf die Funktionenfolgen (g — hy,) bezie-
hungsweise (g + ¢») an. Dann folgt

/gdu—nlggo/hndu—ggr;o/(g—hn)du—/(g—f)dﬂ—/gdu—/fdu

/gdu + lim /gndu ~ lim /(g T gu)dp = /<g f)dp = /gdu 4 /fdu
n [ee] n—oo
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also

/ fdp = lim / hndp = lim / gndp.

Andererseits folgt aus der Monotonie des Integrals
Jim [ gndp < lim / fadp < lim / hndp.

Falls f,, — f und |f,| < g nur fast iiberall gilt, dann sei Q' C Q eine messbare Menge
mit p(Q\Q') = 0so, dass fr(w) = f(w) und | fr(w)] < g(w) fiir allew € Q' und allen € N
gilt. Wir wenden dann den bisher bewiesenen Satz auf die Funktionenfolge fn = frlo
und f = flg an. Dann gilt nach Bemerkung

Jim [ fudu= i [ Fudn= [ Fan= [ fan 0

Bemerkung 5.7. Anstatt der Existenz einer integrierbaren Funktion g mit |f,| < g kann
man auch konkreter fordern, dass die Funktion

sup | fn (5.1)
neN

integrierbar ist.
Da sich die auftretenden Grenzwerte nicht d&ndern reicht es aus, |f,| < g fiir hinrei-
chend grofle n zu fordern.

Korollar 5.8. Seia € R, f:[a,00) = R eine stetige Funktion und F eine Stammfunk-
tion von f. Falls f nichtnegativ oder integrierbar ist, so gilt

/ fdA = lim F(n) — F(a).
[a,00)

n—0o0

Beweis. Fiir alle n > a betrachte f,, = f1(,,). Falls f nichtnegativ ist, dann ist (fy)
monoton wachsend. In jedem Fall gilt | f,,| < |f|. Fiir nichtnegative f konnen wir also den
Satz von Beppo Levi, fiir integrierbare f den Satz von Lebesgue anwenden und erhalten

/ fdA = lim nf(x)dx = lim F(n)— F(a). O
[a,00)

n—oo a n—o0

Bemerkung 5.9. Die Existenz des Grenzwertes lim,,_, F'(n) — F'(a) allein ist nicht aus-
reichend.

Korollar 5.10. Sei f,, eine Folge von Funktionen. Falls

/Z [l dpt < 00 oder Z/\fnydﬂ < 0,
n=0 n=0

dann gilt

/gfndu =§:O/fndu-

118



Beweis. Nach Korollar [5.5] gilt

/glfnlduzg/lfnldu<oo

und fiir die Folge der Partialsummen s, = Y, fi gilt

n oo
[snl <D 1Rl <D 1wl
k=0 k=0

Die Funktion auf der rechten Seite ist nach Voraussetzung integrierbar und wir kénnen
den Satz von Lebesgue anwenden:

[t sadie= Jim > [ fudu=>" [ fudn =
k=0 n=0
Beispiel 5.11. Betrachte die Funktion
F:(0,00) =R
a »—>/ ¢ dx.
o T+a

Ist F' stetig? Da wir das Integral nicht explizit ausrechnen konnen, ist diese Frage zu-
néchst schwierig zu beantworten.

Korollar 5.12. Sei X ein metrischer Raum, f : Qx X — R und a € X. Sei f(-,a)
integrierbar fir jedes a € X und f(w, -) stetig in a fir alle w € Q. Sei U eine Umgebung
von a und g eine integrierbare Funktion (unabhdngig von a € X ) so, dass |f(w,a)| < g(w)
fiir alle w € Q und alle a € U, dann ist die Funktion

F: X—=R
0 / f(w, a)dp(w)

stetig in a.
Beweis. Sei (a,) eine Folge mit a, — a. Setze f, := f(-,ay). Fir hinreichend grofie n
ist dann a,, € U und es gilt |f,| = |f(-,an)| < g. Nach Voraussetzung gilt fir w € €,
dass

nh_}rrolo falw) = nh_)rrolo fw,an) = f(w,a).

Nach dem Satz von Lebesgue gilt also

Jim Fen) = lim [ fu@)du) = [ lim fu@)dnw) = [ fo.a)du= Pla)

Da die Folge (a,,) beliebig war folgt
lim F(a) = F(a),

a—a

also die Stetigkeit von F' im Punkt a. O
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Beispiel 5.13. Im obigen Beispiel sei jetzt also a € (0,00). Es gilt fiir alle a € (%,oo)
und fiir alle z € [0, o0]

—x

e ” 2
—€
a

T+ a

Da die Funktion auf der rechten Seite tiber [0, c0) integrierbar ist und (%, oo) eine Um-
gebung von a ist, sind die Voraussetzungen des Korollars erfiillt und somit die Funktion
F stetig in a.

Da a beliebig war, ist die Funktion tiberall stetig.

Korollar 5.14. Sei X C R" offen, f: Q@ x X - R und a € X. Sei f(-,a) integrierbar
fir jedes a € X Sei U eine Umgebung von a und f(w, -) differenzierbar fir alle w € Q
in jedem Punkt a € U. Sei g eine integrierbare Funktion (unabhdngig von a € X ) so,
dass

IDaf(w,a)|l < g(w)
fiir alle w € Q und alle a € U, dann ist die Funktion
F:X—>R

e

differenzierbar in @ und es gilt

DF(a) = /DaF(w,d)dp(w).

Ohne Beweis.

Beispiel 5.15. Wir betrachten weiter das vorhergehende Beispiel. Der Integrand ist nach
a differenzierbar. Sei a € (0,00), dann gilt fiir z € [0,00] und a € (%,00)

d e—il' —T
daz+a

e
< —
(x+a)? — a2°

—x

Damit sind die Voraussetzungen des Korollars erfiillt. Die Funktion F' ist also in a
differenzierbar und es gilt

F'(a) :/0 (mj_iaydx.

Da a beliebig war, ist F fiir jedes a € (0, 00) differenzierbar.
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5.2 ProduktmaBe und der Satz von Fubini

Wir beschéftigen uns zundchst mit der Konstruktion von Produktmafen, insbesondere
des Lebesgue-Mafles auf R™.

Definition 5.16 (endliche und o-endliche Mafirdume). Ein Mafiraum (€, A, ) heifit
endlich, falls () < oo und o-endlich falls es eine Folge (A,) C A gibt, so dass
w(Ay,) < oo fir jedes n € N und

UAn:Q.

neN
Beispiel 5.17. (i) Das Intervall [0, 1] mit dem Lebesgue-Maf ist endlich.
(ii) Ganz R mit dem Lebesgue-Ma$ ist nicht endlich, aber o-endlich.
(iii) Jede Abzéhlbare Menge (z.B. N) mit dem Z&hlma$ ist o-endlich.

(iv) Jede Uberabzihlbare Menge (z.B. R) mit dem Zihlma$ ist nicht o-endlich.
Definition 5.18. Seien (©2,.A) und (@, B) Messrdume. Dann heift
AB:=0c({AxB|Ac Aund BeB}) CP(Qx )

die Produkt-o-algebra.
Seien 1 auf (€2, A) und v auf (¢, B) Mafle. Dann heifit ein Maf § auf (2 x ¢, A® B)
Produktmafl von p und v falls fiir alle A € A und B € B

0(A x B) = j(A)u(B).
Fiir den Rest dieses Abschnitts seien (2, .4, 1) und (®, B, v) o-endliche Mafirdume.

Satz 5.19. Auf (Q x &, A ® B) existiert ein eindeutiges Produktmafl welches wir mit
u® v bezeichnen.

Beweisskizze. Der Beweis verlauft analog zur Konstruktion des Lebesgue-Mafles. Zu-
néchst definiere

(9:73(Q><<I>)—>R+

M + inf { > u(Ai)v(By)

i€N

M C UAixBi,AieA,BieBVieN}
€N

und zeige, dass 0 ein dufleres Maf} ist. Dann folgt aus Satz dass
D:={MCQx®0FE)>0ENM)+0(ENM°)VE P (2 x )}

eine o-Algebra und die Einschrankung von 0 auf diese Menge ein Maf ist.
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Man zeigt nun, dass fiir A € A und B € B die Menge A x B in D enthalten ist. Damit
gilt A ® B C D. Schlielich ist zu zeigen, dass 8(A x B) = u(A)v(B).

Um zu zeigen, dass das Produktmafl eindeutig bestimmt ist sei 0 ein weiteres Pro-
duktmaB. Dann gilt fir A € A und B € B, dass 0(A x B) = u(A)v(B) = (A x B). Man
zeigt dann, dass die Menge

{mc A®B‘ o(M) = (M) }

eine o-Algebra ist (Aufgabe 4 vom Blatt 6) und damit gleich A ® B. O

Bemerkung 5.20. (i) Man kann zeigen, dass (A®B)®C = A® (B®C) fir o-Algebren

A, B und C sowie (u®@v)®60 = p® (v ®0) fiir MaBle i, v und 6 gilt. Damit kénnen
wir auch mehrfache Produktmafiraume definieren.

Insbesondere erhalten wir durch wiederholte Anwendung des obigen Satzes aus
dem eindimensionalen Lebesgue-Maf3 A die mehrdimensionalen Varianten, die wir
mit A" = A ® --- ® A bezeichnen.

Die Borelsche o-Algebra (Beispiel |3.14)) des R™ ist das n-fache Produkt der Borel-
schen o-Algebra von R. Es sind also insbesondere alle offenen und abgeschlossenen
Mengen A"-messbar (Satz|3.17)).

Analog zum eindimensionalen Fall ist A" das einzige translationsinvariante Maf}
auf R™, das A"([0,1)") = 1 erfiillt.

Im folgenden werden oft Mehrfachintegrale von Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher auftauchen. In diesen Féllen kann die variablenfreie Schreibweise von Integra-

len
/ Jfdu

zu Uneindeutigkeiten fithren und wir werden daher die Schreibweise

[ fdu)
verwenden. In anderer Literatur wir teilweise auch die Schreibweise

[ )

verwendet.

Beispiel 5.21. Betrachte die Funktion f : R> — R definiert durch

f - Z <]1[n,n—&—1)2 - ]l[n+1,n+2)><[n,n+2)> .
n=0
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Dann gilt

//f(x,y)dxdy = 0 aber //f(q:,y)dydx = 1.

Beziiglich \? ist die Funktion gar nicht integrierbar da offensichtlich

/ (@) AN (z,y) =
gilt.

Satz 5.22 (Satz von Tonelli). Sei f : Q x & — RY messbar. Dann sind die Funk-
tionen w — f(w, ) fir fast alle p € ® und ¢ — f(w,p) fir fast alle w € Q messbar.
Auflerdem sind die Funktionen

© /f(w,w)du(w) und w — /f(w780)dV(<P)

messbar. Es gilt

[ feopdx @) = [ [ spu@ine) = [ [ o)

Insbesondere ist [ integrierbar falls entweder

[ [t oraniante) oder [ [ . e)avte)due)

endlich sind.

Ohne Beweis.

Korollar 5.23 (Prinzip des Cavalieri). Sei A € A®B. Bezeichne mit A,, die Schnit-
te von A, das heifst

Av={p € P| (w,p) € A}.

Dann ist w — v(A,) messbar und es gilt

(9 0)(4) = [ V(A dute).
Beweis. Nach der Definition von A, gilt, dass (w, p) € A ist, genau dann wenn ¢ € A,

ist also gilt 1 4(w,¢) = 14,(¢). Wir wenden den Satz von Tonelli auf die Funktion 1 4
an. Dann folgt

(1 ®v)(A) = / 1y (w, 9)d(1 ® 1) (w, ) = / / 1 (w, ) dv (i) dpa(w)

— [ [1aow@dn) = [viadu) =
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Beispiel 5.24. Sei V ein hochstens n — 1 dimensionaler Untervektorraum von R™. Dann
ist \"(V) = 0.

Beweis. Es gibt mindestens einen Vektor der Standardbasis, der nicht in V' enthalten
ist (Warum?). Durch Umsortieren kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass e; dieser Vektor ist und zerlegen R” = R"~! x R. Die Schnitte von V'
beziiglich dieser Zerlegung, also die Mengen

Viz,an) = 171 € R| (71,22, ...,2,) € R"}

enthalten fiir beliebige Werte von (z2,...,x,) hochstens einen Punkt (Warum?) und
haben damit A-Maf} 0. Damit gilt

AY(V) = /A(v(m,m,xn))dv1(m2,...,xn) =0 O

Korollar 5.25. Sei f: Q) — R eine messbare Funktion und
A i={(w,y) €e xR 0<y < f(w)} C xR,
Dann ist Ay messbar und es gilt

(1 \)(Ag) = / F(@)du(w).

Beweis. Es gilt 14,(w,y) = Ljg f()(y) und damit

(1 N)(Ay) = / L4, (@, 9) (1 ® A)(w, y) = / / 10,5 dA W) da(w)
— [ s@dnto). 0

Das Integral {iber f entspricht also tatséchlich der Fliache unter dem Graphen der Funk-
tion.

Theorem 5.26 (Satz von Fubini). Sei f: Q x ® eine messbare Funktion, die beziig-
lich u®v integrierbar ist, dann sind die Funktionen w — f(w, p) messbar und integrierbar
fiir p-fast alle p € ®, die Funktionen ¢ — f(w, @) messbar und integrierbar fir v-fast
alle w € Q. Die Funktionen

W / f(,@)dv(p) und @ / f (@, @)du(w)

stnd messbar und integrierbar und es gilt

[ twplwe e = [ [ fepienw = [ [ feouwie).
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Ohne Beweis.

Bemerkung 5.27. Um die Integrierbarkeit beziiglich des Produktmafes zu tberpriifen
wird haufig der Satz von Tonelli verwendet. Auch die Aussage des Satzes von Fubini lasst
sich unmittelbar auf Produkte von mehr als zwei Maflen und entsprechende Integrale
verallgemeinern.

Korollar 5.28. Seien a;,b; € R und a; < b; firi € {1,...,n} und setze D = [a1,b1] x
- X [an, by]. Sei f: D — R eine stetige Funktion, dann gilt

by bn
/fd/\":/ / flxy, ... xp)day, - - - day.
D ail Qan

Die Integrale kénnen dabei in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden.

Beweis. Da D beschrinkt und abgeschlossen ist und f stetig, ist f durch ein K € R
beschrénkt und es gilt

/ F A" = / Kd\ = KA"(D) < co.
D D

Damit ist f integrierbar und wir kénnen wiederholt den Satz von Fubini anwenden und
erhalten

[ sav = [ o mtnen,. . ma)dx
D
:/~-/f(:1:1,...,xn)ﬂ[ahbl](azl)-"]l[ambn}(xn)d)\(azn)--'d)\(acl)

b1 bn
—/ / fz1,...,xp)dey, - - -dzy O
ai an
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5.3 Die Transformationsformel

Definition 5.29. Seien (X, mx), (Y, my) metrische Rdume. Dann heifit f : X — Y
gleichméfig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert so, dass my (f(z), f(y)) < €
fir alle z,y € X mit mx(z,y) <.

Bemerkung 5.30. Stetigkeit auf ganz X:

Ve > 0Ve € X35 > 0Vy € X : mx(z,y) <0 = my(f(x), f(y)) <e.
Gleichméfige Stetigkeit auf X:

Ve > 030 > 0Vx € XVy € X : mx(z,y) < = my(f(z), f(y)) <e.

Satz 5.31. Sei D C R"™ abgeschlossen und beschrinkt, (Y, m) ein metrischer Raum und
f: D =Y stetig, dann ist f gleichmdflig stetig.

Beweis. Angenommen f wére nicht gleichméflig stetig. Dann existiert ein € > 0 so, dass
es fiir jedes § > 0 Punkte z,y € D gibt so, dass ||z — y|| < 6 aber m(f(x), f(y)) > €. Ins-
besondere existieren Folgen (z), (yn) C D so, dass ||z, — yu|| < 2 und m(f(z), f(y)) >
€. Da D beschréinkt und abgeschlossen ist, existiert eine Teilfolge (x,,) von (x,) die
gegen = konvergiert. Dann konvergiert auch y,, = z,, + yn, — Tn, gegen z. Wegen
der Stetigkeit von f konvergieren dann (f(xy,)) und (f(yn,)) gegen f(x), was aber im
Widerspruch zu m(f(xy, ), f(yn,)) > € fiir jedes k € N steht. O

Definition 5.32. Seien U,V C R" offen. Eine Abbildung 7' : U — V heifit Diffeomor-
phismus wenn sie bijektiv ist und sowohl T" als auch T~ stetig differenzierbar sind. Falls
T und T~! dariiber hinaus r-fach oder beliebig oft stetig differenzierbar sind, sprechen
wir von C"-Diffeomorphismen beziehungsweise C°*°-Diffeomorphismen.

Bemerkung 5.83. (i) Diffeomorphismen, insbesondere C*°-Diffeomorphismen, beschrei-
ben Koordinatentransformationen. Man sagt T" erhélt die differenzierbare Struktur
von X, das heif3t vereinfacht formuliert: Eigenschaften einer Funktion die mit Hilfe
ihrer Ableitungen fomuliert sind werden von f genau dann erfiillt, wenn sie von
f o T erfillt werden.

(ii) In der Physik werden die Funktionen f und f o T héufig mit dem selben Symbol
bezeichnet, da sie die selbe physikalische Grofie lediglich in einem anderen Koor-
dinatensystem beschreiben. Diese Notation ist jedoch mit Vorsicht zu behandeln,
da der funktionale Zusammenhang sich natiirlich im Allgemeinen &dndert.

(iii) Wir leiten die Gleichung T o T~ =idy ab und erhalten mittels der Kettenregel
DT(T~1(y))DT 1 (y) = I.

Da T~! surjektiv ist besitzt DT (z) fiir jedes z € U eine Rechtsinverse. Verfiihrt
man analog mit 771 oT = idy so folgt, dass DT'(x) eine invertierbare Matrix ist fiir
jedes x € U. Andererseits ist nach dem Satz von der Umkehrfunktion die Funktion
T~ stetig differenzierbar falls DT (z) invertierbar ist fiir jedes € U.

126



(iv) Offensichtlich ist die Umkehrfunktion 7! eines Diffeomorphismus wieder ein Dif-
feomorphismus.

Beispiel 5.84. Die Abbildung

T : (0,00) x (0,27) — R\((0,00) x {0})
(r, ) = (rcos(), rsin(p))

ist ein C°°-Diffeomorphismus und beschreibt den Ubergang zu Polarkoordinaten.

Satz 5.35. Sei A eine invertierbare Matriz und F : R™ — R™ definiert durch F(x) =
Az. Dann gilt \"(F(U)) = det(A)A\"(U) fir alle Borel-messbaren Mengen U.

Beweisskizze. Betrachte zunéchst die folgenden Abbildung auf der Borelschen o-Algeba
B

v:B R
Uw— \"(F(U)).

Man iiberzeugt sich leicht, dass v ein Maf ist. Auflerdem gilt fiir U € B und a € R"
v(U+a)=N"(F(U+a)) =X (F(U)+ F(a)) = \"(F(U)) =v(U),

das Mafl v ist also Translationsinvariant. Da das Lebesgue-Mafl (bis auf Normierung)
das einzige translationsinvariante Mafl auf R™ ist, muss v = kA" gelten fiir ein x > 0. Es
bleibt also zu zeigen, dass k = det(A) ist. Dazu ist es ausreichend, jeweils das Maf} von
einer geschickt gewédhlten Menge und ihrem Bild unter F' zu betrachten.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass A orthogonal ist. Dann gilt fiir die Eukli-
dische Norm ||F(x)|| = ||Az|| = ||=|| fiir alle z € R™, insbesondere ist F'(B1(0)) = B1(0).
In diesem Fall gilt kA"(B1(0)) = v(B1(0)) = A\*(B1(0)), also k = 1 = |det A| da die
Einheitskugel nichtverschwindendes Maf} hat.

Als zweites betrachten wir A = diag(ay, . .., a,) mit ay,...,a, > 0. Dann gilt F([0,1]") =
[0,a1] X -+ x [0,a,] also kK = a1 - --a, = |det A|.

SchlieBlich kénnen wir fiir eine beliebige invertierbare Matrix schreiben A = O1 D0
mit orthogonalen Matrizen O1, Oy und einer Diagonalmatrix mit positiven Eintrdgen
D. Dann gilt nach den oben behandelten Fillen v = |det D| \™ und auf Grund der
Multiplikativitat der Determinante |det A| = |det D| also wiederum s = |det A|. O

Als wichtigen Spezialfall erhilt man, dass fiir die Abbildung T'(z) = px fir p € R gilt
AMTU)) = p"A™(U).

Theorem 5.36 (Transformationsformel). Seien U,V C R" offen und T : U — V
ein Diffeomorphismus. Dann ist f : V — R genau dann integrierbar wenn foT |det DT
dber U integrierbar ist und es gilt

/ F(y)dA"(y) = / J o T(2) [det DT ()] dX™(2). (5.2)
1% U
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Beispiel 5.37. Wir wollen K := fe*‘”Qd:c berechnen. Wir schreiben dazu

K? = /erdx/ey2dy = //6($2+y2)dxdy

=/6“z2+y2)dk2(m,y) =/f(w,y)dk2(w,y)

fir f(z,y) = e~ (@+")_ Da die Integranden nichtnegativ sind, konnten wir oben den Satz
von Tonelli verwenden.

Wir transformieren das Integral nun auf Polarkoordinaten (Beispiel [5.34). Setze also
U = (0,00) x (0,27) und V = R2\((0,00) x {0}) und T'(r,p) = (rcos(y),rsin(¢p)) fiir
(r,) € U. Man rechnet leicht nach, dass det DT'(r, ¢) = r gilt. Dann gilt

/ f(, )Nz, y) = / f 0 T(r,p) |det DT(r, )| dN2(r, ) = / N (r )
R D

2 © e 1 21
:/ dgp/ re”" dr =27 lim (—e_” + > =.
0 0 n—00 2 2

Dabei haben wir nochmals den Satz von Tonelli und Korollar [5.8| verwendet. Da ((0, co) x
{0}) eine Nullmenge beziiglich \? ist gilt K? = 7.

Wir verwenden im Folgenden die Notation des Theorems. Mit B bezeichnen wir die
Borel-o-Algebra auf U.

Lemma 5.38. Sei Q) ein abgeschlossener Quader in U. Dann gilt
N(T(Q)) < / |det DT ()| dA" ()
Q

Beweis. Wir fiithren hier den Beweis fiir einen Wiirfel der Kantenlénge d, der sich jedoch
ohne Weiteres auf den allgemeinen Fall verallgemeinern lasst. Die Strategie fiir den
Beweis ist es, den Wirfel in k& := m"™ hinreichend kleine Teilwiirfel Qq,...,Q; mit
Kantenlange % zu zerlegen und auf diesen die Abbildung 7' durch eine passende lineare
Abbildung abzuschétzen. Wir wéhlen die Teilwiirfel abgeschlossen. Setze

K= DT(z))™*
max | (DT ()~
wobei wir die Stetigkeit der Abbildung A + A~! benutzt haben.
Sei jetzt € > 0. Die Funktion x — DT'(x) ist stetig auf der beschrinkten und abge-

schlossenen Menge ) und somit gleichméBig stetig (Satz [5.31]), es gibt also § > 0 so,
dass

IDT(x) = DI (y)| <

gilt, falls ||z — y|| < J. Verkleinere nun ¢ und wéhle m so, dass der Durchmesser (Diago-
nale) der Teilwiirfel Q; gleich § ist, also \/ﬁ% =9.
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Wir betrachten jetzt fiir ein festes i € {1,...,k} den Teilwiirfel ;. Wéhle z; € Q; so,
dass

|det(DT(x;))| = min |det(DT(x))] .

Fiir beliebiges x € Q; setzen wir o(x) = T'(x) — T(x;) — DT (z;)(x — x;) und wenden auf
die Abbildung h(z) = T'(z) — DT (x;)x den verallgemeinerten Mittelwertsatz an um zu
erhalten

o)l = () = h(a)]| < llo — 2| max [DT(@) — DT ()| < 55
DT (@) (@)]| < [|PT" (@) lo ()] < de.
Dann folgt fiir z € Q;
T(z) = T(z;) + DT(2;)(z — 2;) + o(z) = T(x;) + DT (x;) (x + DT (z;) o (x) — ;)
T(Q) € T(as) + DT (1) (Qi + Bic(0) = ) € Tas) + DT (i) (Qi — i)

wobei Qz der Wiirfel mit dem selben Zentrum wie ; und mit Kantenlédnge % + 24¢ ist.
Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-MaBes sowie aus Satz folgt dann

NU(T(Q1)) < |det (DT ()| X*(Qs) = |det (DT (z:) (i N 2&)

—dee(DT )] (4 ) (14 2 ) = et DT ()| Q)1 + 20"

Insgesamt folgt dann aus der Subadditivitiat des Mafles

k k
NU(T(Q) < D AT(Q:) < (1+2vne)™ Y |det DT ()] A"(Qs)
=1

=1

k
< (209" Y [ det(DT ()] 10N (x)
=1

= (14 2v/ne)" / |det(DT(2))] Lod A" (x).

Dabei wurde fiir die letzte Umformung benutzt, dass die Menge auf der sich irgendwelche
der @; tiiberlappen eine Nullmenge ist. Fiir ¢ — 0 folgt nun die Behauptung. O

Lemma 5.39. Sei A C U messbar, dann gilt \*(T(A)) < [, |det DT'(z)| d\"(x).

Beweisskizze. Man {iberzeugt sich leicht, dass die Abbildungen p(A) := A"*(T'(A)) und
v(A) = [,|det DT (x)| dA™(x) MafBe sind. Man zeigt dann, dass das Mengensystem

A= {AC Al v(4) < p(A)}

eine o-Algebra ist. Nach dem vorhergehenden Lemma enthilt es auch alle abgeschlos-
senen Quader und da diese die Borelsche o-Algebra erzeugen gilt B C A, also die ge-
wiinschte Beziehung. O
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Lemma 5.40. Fir f:V — R" gilt

/f JAA™(y /foT 2) |det DT (z)] dA™ ().

Beweis. Wir zeigen zunéchst
/f YA (y /foT 2) |det DT(z)] dA™(z). (5.3)

Sei B C V messbar und A = T-}(B). Dann gilt 1o T = 17-1(p). Nach dem
vorhergehenden Lemma folgt also

/ 1pd\* = \"B = \"T(T~Y(B)) = / |det DT'(x)| A" (z)
1% T-1(B)
= / 1p o T(z)|det DT (z)| dA"(x)
U

also (|5.3) fiir characteristische Funktionen.

Da beide Seiten der Ungleichung (/5.3 linear in f sind, gilt sie also auch fiir einfache
Funktionen f € X* (V).

Fiir beliebiges f sei (f,) € XT(V) eine monotone Folge mit f, — f punktweise.

Dann ist auch die Folge (f, o T'|det DT'|) monoton und konvergiert punktweise gegen
foT|det DT|. Dann gilt

n—oo

/f )AN"(y) = lim fn( YA (y /fnoT z) |det DT ()| d\"(x)

= lim [ foT(z)|det DT (z)|d\"(x).

n—oo

Da auch 77! : V — U ein Diffeomorphismus ist gilt fiir beliebiges ¢ : U — RT
[ s@ax@ < [ o) |aepr () ax(y)
Wir wenden diese Beziehung auf g = f o T'|det DT'| an und erhalten
/ foT(z)|det DT ()| dA™(z / f(y)|det DTH (T ()] |det DT~ (y) | dA™ ()

Nach der Kettenregel gilt
I=D(ToT ) (y) =DT(T ' (y))DT ' (y)
und damit

1= |det DT~ (T~ (y)| |det DT~ (y)] . m
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Beweis von Theorem [5.36. Aus dem vorhergehenden Lemma folgt sofort, dass f {iber V'
integrierbar ist genau dann, wenn f o T'|det DT| iiber U integrierbar ist. Zerlege f in
Positiv- und Negativteil und wende auf beide das vorhergehende Lemma an. O

Beispiel 5.41 (Integrierbarkeit von radialsymmetrischen Funktionen). Sei f : [0,00] —
R messbar und F : R® — R die Funktion F(z) = f(||z||) wobei ||-|| die euklidische
Norm bezeichnet. Unter welchen Bedingungen an f ist F' dann A" integrierbar? Dazu
koénnen wir Kugelkoordinaten in R™ folgendermaflen definieren:

D := (0,00) x Dy, := (0,00) x (0,7)" 2 x (0,27)
T:D—R"
(rcos(en),
rsin(i1) cos(p2),
rsin(p1) sin(p2) cos(#3),
(ryp) = ...,
rsin(p;) - - - sin(en—3) cos(n—2),
rsin(p;) - - - sin(en—2) cos(¢@n—1),
rsin(p1) - - - sin(pp—2) sin(p,—1)).

Dabei ist ¢ = (¢1,...,pn_1). Man kann zeigen (Ubung) dass T injektiv ist und
|det DT'(r, )| = 7"~ sin(ip1)" 2 sin(p2)" - sin(pp—2) =: " Ap)

gilt. Damit ist insbesondere DT auf D invertierbar und 7' : D — T(D) ein Diffeomor-
phismus (Bemerkung [5.33)). Aulerdem iiberzeugt man sich, dass ||T'(r, )| = r gilt.
Dann gilt mit dem Transformationssatz und dem Satz von Tonelli

/ F (@) A" (z) = / IF o T(r, )| [det DT(r, )| dA"(r, )
_ o r 7Anfl r n—1
- /D W / £ A(p)drdA™ ()
= Oor”_l r)| dr n—=1(,).
- /0 f)ldr [ A

©

Das Integral iiber ¢ kann man exakt berechnen, hier ist jedoch nur entscheidend, dass
A beschrankt ist und D, endliches A"~1 MaB hat. Man erhélt also, dass F' integrierbar
ist, genau dann wenn 7~ 7"~ 1 |f(r)| integrierbar iiber (0, c0) ist.

Insbesondere ist eIl integrierbar fiir beliebigen Dimensionen n. Die Funktion W
ist iiber R™\ B,(0) (fiir beliebiges € > 0) integrierbar genau dann wenn x > n.
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6 Mannigfaltigkeiten und Integralsatze
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6.1 Kurvenintegrale

Definition 6.1. Scien I ein Intervall mit I # (). Eine stetige Abbildung v : I — R"
heifit Kurve. Sie heifit regulér, falls v auf I stetig differenzierbar ist und dort 4" # 0 gilt.
Sie heifit stiickweise regulér, falls es eine disjunkte Zerlegung

I=hLU---Ul
in Teilintervalle Iy, ..., I} gibt, so dass v auf Ij glatt ist fir jedes i € {1,...,k — 1}.

Im Folgenden wird jede Kurve als stiickweise regular vorausgesetzt.

Bemerkung 6.2. Haufig ist das eigentliche Objekt von Interesse das Bild ~(I), welches
wir auch als Kurve bezeichnen. Fiir A C R” heifit die Aussage ,, A ist eine Kurve* also,
dass es v : I — R"™ stiickweise reguldr gibt, so dass v(I) = A. In diesem Fall heifit v eine
Parametrisierung von A.

Definition 6.3. Seien I,.J C R Intervalle mit I # () und J # 0. Eine regulire Kurve
0 : J — I heiit Reparametrisierung. Sie heifit orientierungserhaltend, falls ' > 0 und
orientierungsumkehrend falls 6" < 0 ist.

Falls v : I — R" eine Kurve ist, so ist auch v o 8 eine Kurve mit dem selben Bild:
A(I) =0 0(J).

Beispiel 6.4. (i) Seien «, k > 0. Dann ist die Schraubenlinie

v:R—R3
t — (cos(at),sin(at), kt)

eine reguldre Kurve.

(ii) Das Rechteck {(z,y) € R?| |z| =1 oder |y| =1} ist eine (stiickweise regulire)
Kurve.

Definition 6.5 (Differenzialform 1. Grades). Sei D C R". Eine Abbildung
w:D — L(R"R)

heifit Differenzialform 1. Grades oder 1-Form (Pfaffsche Form, kovariantes Vektorfeld
(Kovektor)).

Beispiel 6.6. (i) Sei E : R" — R" ein (kontravariantes) Vektorfeld, dann ist wg :
R™ — L(R™R) definiert durch wg(z)v = (E(x)|v) eine 1-Form.

(ii) Sei I ein Intervall und v : I — R” eine injektive, reguldre Kurve. Dann ist

wy((t)) == m<7’(t)| -} eine 1-Form auf dem Bild ~(I).
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Sei 0 : J — I eine orientierungserhaltende Reparametrisierung, s € J und ¢t = 6(s).
Dann gilt

(v00)'(s) =7'(6(s))6'(s)

und

WVOG(V(t)) = WWOH(V 0f(s)) = |0’(s)’ Hi,/(‘g(s))u <9/(S)’7,(9(5))| ’ >

(Y@ ) =wy(v(®).

IREEO]

Das gilt fiir jedes s € J, also jedes t € I. Die 1-Form w, ist also von der Parametri-
sierung unabhéngig und héngt nur von dem geometrischen Objekt v(I) = yo06(J)
ab. Man sagt, w, ist eine geometrische Invariante.

(iii) Sei f : R™ — R eine differenzierbare Funktion, dann ist df = Df eine 1-Form, die
das Differenzial von f genannt wird.

(iv) Einen wichtigen Spezialfall des vorhergehenden Punktes erhélt man fir 7; : R” —
R, mi(x1,...,2,) = m;. Fir das Differenzial dieser Funktion schreibt man dx;
(anstatt dmr;). Fir v = (vq,...,v,) € R" gilt

dz;(x)v = Dm;(z)v = v;.
(v) Seien wy,ws 1-Formen und f : R” — R. Dann sind auch
w1 + wo sowie fw
1-Formen.

Bemerkung 6.7. Sei f:R"™ — R. Es gilt

n

d =D = x)dz;
flap =Di(w) =3 Z (o)
fiir alle v = (vy,...,v,) € R", also
df = Z P
i=1 "
Allgemeiner gibt es fiir jede 1-Form w auf D Funktionen wy,...,w, : D — R so, dass

n
w= E w;dx;.
i=1
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Beispiel 6.8. Die 1-Form

1 Y T
)= |——F5——5dz+ 5——d
w(@,y) 27r< x? 492 $+x2+y2 y)

auf R?\ {0} heifit Windungsform.
Die zum Gravitationsfeld gehoérige 1-Form

1
R 22)% (xdx 4+ ydy + zdz)

heifit Gravitationsform.
Satz 6.9. Sei v : I — R" eine Kurve, w eine Differenzialform auf v(I) und 6 : J — I
eine orientierungserhaltende Reparametrisierung. Setze p := v o 6. Dann gilt, dass t —

w(y(t))y/(t) dber I integrierbar ist genau dann wenn s — w(p(s))p'(s) iber J integrierbar
ist. In diesem Fall gilt

[wtop @t = [ wios)sss
I J

Beweis. Es ist ausreichend, den Fall fiir I, J offen zu betrachten, da die Endpunkte
keine Relevanz fiir die Integrale haben. In diesem Fall ist 6 ein Diffeomorphismus zwi-
schen J und I mit |det Df| = ¢’ und wir erhalten mit der Transformationsformel, dass
w(y(t))¥'(t) integrierbar iiber I ist, genau dann wenn w(y o 6(s))y o 0(s)¢(s) tiber J
integrierbar ist und falls eine der Bedingungen erfiillt ist gilt

/I Wy (B (t)dt = /J w(y 0 0(s))y' 0 ()6 (s)ds = / w(p(s)(s)ds. O

J

Definition 6.10. Sei v : I — R” eine Kurve und w eine 1-Form auf (/). Dann heifit
w integrierbar tiber vy(I) wenn t — w(v(t))7y'(t) integrierbar tiber I ist. In diesem Fall
definieren wir das Integral von w tiber v(I) mittels

[, o= [eooroan

Beispiel 6.11. Wir wollen das Integral der Windungsform

1 Y T
)= |——F——5dz+ 5——d
w(@,y) 27r< x? 492 $+x2+y2 y)

iiber den Einheitskreis berechnen, den wir wie folgt parametrisieren kénnen

v:1[0,1] — R?
t — (cos(27t), sin(27t)).
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Die Ableitung der Kurve ist 7/(t) = 2w (— sin(27t), cos(27t)). Dann gilt

1
/w = % ; (—sin(27t)dz(y/(t)) 4 cos(2nt)dy(v'(t))) dt

1
= / (sin®(27t) 4 cos®(2t))dt = 1.
0
Beispiel 6.12. (i) Fir ein Vektorfeld F : R™ — R" gilt

/ﬂE = /I<E(v(t))h’(t)>dt.

Wirkt auf eine Punktmasse mit Masse m die sich entlang v bewegt das (zeitunab-
hiangige) Kraftfeld F', dann berechnet sich die verrichtete Arbeit als

m/wF.
Y

Die Unabhéngigkeit unter Reparametrisierung bedeutet dabei, dass die verrichtete
Arbeit unabhéngig von der Geschwindigkeit der Punktmasse ist.

(ii) Fir eine regulidre Kurve «y : I — R" ist

1 / ’ o /
/vasz(t)”m ]t = [ (o)

die Bogenldnge der Kurve ~. Da sowohl w als auch das Integral nicht von der
Parametrisierung abhéngen, ist die Bogenldnge ebenfalls davon unabhéngig.

(iii) Allgemeiner ist fiir eine Funktion f : (/) — R das Integral von f tber v gegeben
durch

A Jo, = /I FO@) /@) at

Stellt beispielsweise p : 7(I) — R die lineare Dichte (Masse/Lénge) eines Drahtes
mit vernachlassigbarer Dicke dar, dann ist

[
v

(iv) Fur differenzierbare f: R” — R und 7 : [a,b] — R™ regular gilt

die Gesamtmasse des Drahtes.

b
/ af = /1 D (4(t)) (t)dt = / (f o) (Dt = F(v(b)) — Fl(a).

In diesem fall 148t sich das Integral also einfach bestimmen und ist dariiber hinaus
vom Weg unabhéngig.
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Bemerkung 6.13. (i) Fiir stiickweise reguldre Kurven kann man das Integral als Sum-
me der Integrale der reguldren Teilstiicke definieren. Alle obigen Formeln behalten
ihre Giiltigkeit.

(ii) Es gilt [ (w1 4 Awg) = /. LWt A ) , w2, das Kurvenintegral ist also linear in w.
(iii) Die Abbildung
6:10,1] — [a,b]
s—a+s(b—a)

ist eine orientierungserhaltende Reparametrisierung. Wir kénnen statt einer Kurve
v : [a, b] — R™ also stets die reparametrisierte Kurve yo6 : [0, 1] — R™ betrachten.

(iv) Fiir zwei Kurven v, p : [0,1] — R™ mit v(1) = p(0) definieren wir die Kurven

y71:[0,1] = R"
t—y(1—1)
~vp:[0,1] - R"

Man iiberzeugt sich leicht, dass dann

/ w:—/wund/w:/w—i—/w
vt y TP Y p

Bemerkung 6.14. Sei v : I — R"™ reguldr und f : y(I) — R stetig. Seien a,b € I und
a < b. Eine Zerlegung 7 ist gegeben durch Punkte a = t9 < t; < --- < t, = b. Wir
nennen die t; Stiitzstellen. Die Feinheit einer Zerlegung sei

gilt.

m(Z) = Oréliag(n(ti_;_l — ti). (6.1)
Setze
n—1 n—1 t; — (t
1) = 3 st i) el = [ 3 oo [T DR o

Bezeichne den Integranden im letzen Ausdruck mit gz. Mit dem verallgemeinerten Mit-
telwertsatz kann man abschétzen

/ _
l92(6)] < max | £(£)] max |7 = K < oo.
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Sei nun (Z;) eine Folge von Zerlegungen mit m(Z;) — 0 und ¢ sei nicht Stiitzstelle
einer Zerlegung Z;. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Folge von Stiitzstellen ¢;;.,
so dasst € [tj7ij7tj7ij+1). Es gilt lim;j o0 tj;; =t = limj_00 tj,4,41 und damit wegen der
Stetigkeit von f und der Differenzierbarkeit von

lim gz, (t) = f(7t) |+ (®)]] -

]—>OO

Da die Menge aller Stiitzstellen abzéhlbar, also eine Nullmenge ist, gilt lim;_, 9z; =
F 17|l fast iiberall und wegen (6.14) sind die Funktionen gz, integrierbar beschrinkt.
Dann folgt aus dem Satz von Lebesgue

lim I(Z / f(yt) H’y Hdt

]—)OO

Insbesondere folgt fiir f die Einsfunktion die Formel fiir die Bogenlédnge.

Definition 6.15. Sei U C R” offen. Eine 1-Form w : U — L(R"|R) heifit exakt, falls es
eine differenzierbare Funktion f : U — L(R"|R) gibt mit w = df. Die Funktion f heift
dann Stammfunktion oder Potential von w.

Bemerkung 6.16. (i) Fiir eine exakte 1-Form

w=widz] + - 4+ wpdx,

mit wy,...,w, stetig differenzierbar und Potential f muss gelten
of of
=d ——dx ——dx,.
w f= o971 ry+---+ B T

also w; = a . Da die Koeffizientenfunktionen w; stetig differenzierbar sind, folgt
aus dem Satz von Schwarz, dass

8wi - 8&)]‘
81‘]‘ B 8%2

fir alle 7,7 € {1,...,n} gilt. Diese Bedingung ist also notwendig fiir die Exaktheit
einer Form.

(ii) Die Differenzialgleichung p(z,y) + q(z,y)y’ ist exakt, genau dann wenn die 1-Form
p(z,y)dz + q(z,y)dy exakt ist, da f ein Potential fiir die Form ist, genau dann
wenn es ein Potential fiir die Differenzialgleichung ist.

(iii) Kennen wir ein Potential fiir eine exakte 1-Form, dann kénnen wir Kurvenintegrale
iiber w nach Beispiel leicht ausrechnen.

Satz 6.17. Eine stetige 1-Form w : U — L(R"|R) ist genau dann exakt, wenn fir alle
geschlossenen Kurven v : [0,1] — U (das heifst v(0) = (1)) gilt

/w:O.
.
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Beweis. Seiw exakt und f ein Potential, dann gilt nach Beispiel fﬁr geschlossene
Kurven v : [0,1] = U

/wz/ﬁfzﬂﬂw%¢WWD=0
Y Y

Es gelte nun fv w = 0 fiir beliebige geschlossene . Wir nehmen (ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit) an, dass U wegzusammenhéngend ist, das heifit, dass es fiir z,y € U
eine Kurve v : [0,1] — U gibt so, dass v(0) = x und (1) = y. Wéhle eine festen
Punkt zp € U. Sei z € U und ~,p : [0,1] — U Kurven mit y(0) = p(0) = zp und
7(1) = p(1) = 2. Dann ist yp~! eine geschlossene Kurve und es gilt

O:/ w:/w—/w.
vt v P

Das heifit, das Kurvenintegral von xy nach x hingt nicht vom Integrationsweg ab. Wir
definieren jetzt

wobei das Integral rechts entlang irgendeines Integrationsweges von g nach x ausgefiithrt
wird.

Wir zeigen jetzt die Differenzierbarkeit von f. Zunéchst berechnen wir die Richtungs-
ableitung von f im Punkt x in Richtung h. Wahle r so, dass B,(xz) C U. Fiir alle s € R
mit |s| < iy &ilt

f(x—i—sh)—f(:v)—/;ﬂhw—/;a;—/:ﬂhw—/Osw(x—i-th)hdh.

Dabei haben wir einen beliebigen Integrationsweg von x bis z und die Kurve t — x+th
von x bis z + sh gewéhlt. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert £; €
(0, s) so, dass

/S w(z + th)hdh = sw(x + &sh)h
0

gilt und es folgt fiir die Richtungsableitung
o St sh) — f()

s—0 S

= ll_r%w(x + &sh)h = w(x)h,

wobei wir die Stetigkeit von w benutzt haben.
Insbesondere folgt (fiir h = e;) die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f und
damit aus Satz [2.33] die stetige Differenzierbarkeit von f. Wir erhalten dann auch

df(z)h =Df(x)h = w(z)h
und da das fiir beliebige h € R™ und beliebiges = € U gilt, ist df = w. O

Bemerkung 6.18. Die Voraussetzung des Satzes ist schwierig nachzupriifen. Er liefert
aber ein Kriterium wann Formen (und Differenzialgleichungen) nicht exakt sind und ein
Verfahren um Potentiale zu bestimmen.
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6.2 Eingebettete Mannigfaltigkeiten

Anschaulich sind Untermannigfaltigkeiten (mehr oder weniger) glatte Teilmengen des
R™. Etwas préziser ist eine Untermannigfaltigkeit eine Teilmenge von R™, die lokal wie
ein Untervektorraum aussieht.

Definition 6.19 (Mannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M C R™ heifit Untermannig-
faltigkeit (eingebettete Mannigfaltigkeit) der Dimension n < m, falls fiir jedes z € M
eine offene Umgebung U C R™, eine offene Teilmenge V' C R™ = R"™ x R™™" und ein
Diffeomorphismus ® : U — V existiert so, dass ®(M NU) C R™ x {0}. Die Zahl n heifit
Dimension der Mannigfaltigkeit.

Bezeichne 7 : R™ — R™ die kanonische Projektion, dann heifit die Abbildung ¢ :=
mo®: MNU — R™ (die zu ® gehorige) Karte von M NU.

Beispiel 6.20. (i) Die Menge R™ x {0} C R™ = R"” x R™™™ ist mit & = id eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(ii) Sei U C R™ offen und U = U x R™™". Dann ist U eine n-Dimensionale Unter-
mannnigfaltigkeit mit ® : U — U ebenfalls die Identitét.

(iii) Sei M = S' := T! := {(x,y) € R?| 2> +y? = 1} der Einheitskreis. Setze U =
{(:U,y) € R2‘ % <2+’ < 2} und
U ={(z,y) €Uz >0} U= {(z,y) eU|z<0}
Us =A{(z,y) €Uly >0} Up={(x,y) €U|y <0}.

Die obigen Mengen sind offen und es gilt M C U; U Us U U3 U Uy. Dann sind die

Abbildungen ®; : U; — (—g, %) X (%,2)

P10(z,y) = <arctan (%) , \/m _ 1)
O34(z,y) = (arctan (Z;) A2+ g2 — 1)

Diffeomorphismen mit ®;(M NU;) = (-5, %) x {0}.

(iv) Die abgeschlossene Einheitskugel K7(0) oder die Menge (R x {0}) U ({0} x R) sind
keine Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung 6.21. (i) Haufig spielt der umgebende R™ keine Rolle. Wir werden daher
Mannigfaltigkeit statt Untermannigfaltigkeit sagen. Es ist méglich, die Theorie der
Mannigfaltigkeiten abstrakt, ohne umgebenden Raum R™, zu formulieren.

(ii) Ein Karte ¢ : MNU — R”™ bildet M NU bijektiv auf (M NU) = VN(R™x{0}) ab
und ! ist differenzierbar. Das folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften
der Abbildung ®.

Fir Uy, Us offene Teilmengen von R™ und Diffeomorphismen ®; : U; — V;. Setze
U = Uy N Us, dann sind ®1(U) und ®2(U) offen (Warum?). Auflerdem ist ®; o
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@, 1 ®o(U) — ®1(U) ein Diffeomorphismus (Warum?). Fiir die zu ®; und @,
gehorigen Karten folgt daraus das o1 0 9y 1 @o(U N M) — 1(U N M) ebenfalls
ein Diffeomorphismus ist.

Die Abbildung ¢1 o ¢y ! heiBt Ubergangsabbildung oder Kartenwechsel.
(iii) Der oben definierte Begriff beschreibt C!-Untermannigfaltigkeiten. Fordert man

von den Abbildungen ® und ®~! lediglich Stetigkeit, dann erhilt man sogenannte
topologische Untermannigfaltigkeiten (C°-Mannigfaltigkeiten).

Fordert man r-fache (oder beliebige) stetige Differenzierbarkeit dann erhalt man
C"-Mannigfaltigkeiten (oder glatte Mannigfaltigkeiten).

(iv) Da Verschiebungen Diffeomorphismen sind, kénnen wir fiir € M, ® (und damit
©) stets so wahlen, dass ®(x) =0 (p(x) = 0).

(v) Falls M und N Mannigfaltigkeiten sind, dann ist M x N ebenfalls eine Mannig-
faltigkeit.

Beispielsweise ist T? = T! x T! = {(x,y, z,w) € R‘l‘ 22 +y? =1und 22 +w? = 1}
eine Mannigfaltigkeit. Bereits hier scheitert die Anschauung am einbettenden Raum
R*. Die Mannigfaltigkeit T2 148t sich zwar auch in R® einbetten (als Oberfliche
eine Doughnuts), diese Einbettung verzerrt jedoch die Abstéande.

Héaufig reicht es aus, zu wissen dass eine Menge M eine Mannigfaltigkeit ist ohne die
Abbildungen ® oder ¢ konkret angeben zu miissen. Dann liefert der folgende Satz ein
hilfreiches Kriterium.

Satz 6.22 (Satz vom reguliren Wert). Sei U C R™ offen und f : U — R* eine
stetig differenzierbare Abbildung und y € R*. Dann ist die Menge

M = {z e R"| f(x) =y und Df(z) surjektiv}
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — k.

Ohne Beweis.

Beispiel 6.23. (i) Betrachte
f:R¥SR
(z,y,2) = 2* +y* + 22

Es gilt Df (z,y, 2)(v1, v2, v3) = 2201 +2yv2+22v3. Die lineare Abbildung D f(z, y, z)
ist also surjektiv, genau dann wenn (z,y, z) # 0 ist. Damit ist

S? ={(z,y,2) e R} 2® +y* + 22 =1} = f'({1})

surjektiv und die Kugeloberfliche S? damit eine 2-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit.

141



Ein analoges Argument zeigt, dass die n-Sphére
S*(r) = {x € ]R”“’ llz|| = r}
fiir beliebiges r > 0 eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.
(i) Fir
f:RZSR
(z,y) = zy

ist f71({0}) = (R x {0}) U ({0} x R) keine Mannigfaltigkeit. Die Abbildung
Df(z,y) = (y,x) ist surjektiv falls (z,y) # 0 und damit ist

(& x {0}) U ({0} x B) = /' ({0}) " {(z.4) € B?| Df(x,y) surjektiv}
eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(iii) Mit dem obigen Kriterium kann man in vielen Féllen zeigen, dass der Konfigura-
tionsraum eines mechanischen Systems mit holonomen Zwangsbedingungen eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Der Konfigurationsraum eines ebenen Dop-
pelpendels mit Pendellangen [, r > 0 148t sich schreiben als

M = {(z1,22,y1,92) € RY| 2 +2f = 12, (21 — y1)? + (22 — o)” = %}
Mit der Definition
f:R* - R?
(21, 22, y1, y2) — (22 + 23, (x1 — 1) + (22 — 12)?)
gilt M = f~({I?,7%}). Wann hat

Df(JUL$27y1,$2)(01,02,w17w2)

- ( 2x1v1 + 22909 > B ( a )
2(.%'1 — yl)vl + 2(332 — yQ)UQ — 2(1’1 — yl)wl — 2(3?2 — yg)’wg b

fiir beliebiges a,b € R eine Losung? Das ist der Fall wenn (z1,z2) # 0 und
(r1 — y1,22 — y2) # 0, was auf M erfillt ist. Damit ist M nach dem Satz eine
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Die Wahl einer Karte ¢ entspricht in diesem Fall der Wahl von (lokalen) generali-
sierte Koordinaten (g1, ¢2).

Satz 6.24. SeiU C R" offen und f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann
ist der Graph von f, also die Menge

G(f) = {(, f(x) e B 2 € U}

eine Mannigfaltigkeit.
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Beweis. Setze U = U x R ¢ R*"! und
d:U—U
(z,2) = (z,2 = f(z)).

Dann ist ® stetig differenzierbar, die Umkehrabbildung (z, z) — (z,z + f(x)) ebenfalls
und ®(G(f)) =U x {0}. O

Man nennt n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™*! auch Hyperflichen.

Definition 6.25 (Tangentialraum). Sei M C R™ eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Die Menge

T, M = {'y’(O)} v : I — M differenzierbar, I offen,0 € I,7(0) = z}
heifit Tangentialraum von M im Punkt z.
Satz 6.26. Die Menge T, M ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von R™.

Beweis. Sei U C R™ eine offene Umgebung von z und ® : U — V ein Diffeomorphismus
so, dass ®(MNU) C R"x{0} und ®(x) = 0. Die Abbildung D®~1(0) ist eine invertierbare
(bijektive) lineare Abbildung (Warum?). Wir betrachten die lineare Abbildung
A:R"x {0} = T, M
w — DOH0)w
Zunéchst miissen wir zeigen, dass A tatsédchlich nach T, M abbildet. Sei dazu w €
R™ x {0} und setze
v:(—€€) > M
t > & (tw)

fiir € > 0 klein genug. Dann gilt v(0) =  und
7'(0) = D& (0)w = Aw € T, M.

Die Abbildung A ist injektiv (Warum?) und wir zeigen, dass sie auch surjektiv ist. Sei
dazu v € T, M, das heifit es existiert v : (—1,1) — M so, dass v(0) = z und 7/(0) = v.
Fiir € > 0 klein genug liegt 7((—¢,€)) in M NU. Dann ist ® oy(t) C R™ x {0} NV und
damit ist

w = (®07)'(0) = D®(+(0))7'(0) = D®(z)v

ebenfalls in R™ x {0}. Es gilt dann Aw = D®~1(0)D®(x)v = D(®~! 0 ®)(z)v = v, also
ist A surjektiv.

Damit ist T, M als Bild der linearen Abbildung A ein Untervektorraum und da A
bijektiv ist, bildet es jede Basis von R™ x {0} auf eine Basis von T, M ab. Der Raum
T.M hat also Dimension n. ]
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Bemerkung 6.27. (i) Falls die Untermannigfaltigkeit M = V ein Untervektorraum ist,
dann sieht man leicht, dass T,V =V gilt.

(ii) Im Allgemeinen héngt der Tangentialraum 7, M vom Punkt x ab. Wir kénnen also
immer nur von Tangentenvektoren in einem Punkt reden.

(iii) Wir haben im Beweis gesehen, dass die Ableitung D®1(0) den Tangentialraum
von VNR" x {0} im Punkt ®(z), also R"” x {0}, bijektiv auf 7, M abbildet.

(iv) Die Menge
TM :={(z,v) e R" xR™|z € M und v € T,M}
heifit Tangentialbiindel von M und ist eine Untermannigfaltigkeit von R™ x R™.

(v) Solche Tangentialbiindel sind der mathematische Hintergrund fiir die Lagrange-
Formulierung der klassischen Mechanik. Bewegt sich eine Punktmasse (durch Zwangs-
bedingungen eingeschriankt) auf einer Mannigfaltigkeit M, dann charakterisieren
die (lokalen) generalisierten Koordinaten g; Punkte in M, die generalisierten Ge-
schwindigkeiten ¢; Punkte im Tangentialraum 7, M und das Tupel (g;, ¢;) Punk-
te in TM. Fiir eine Kurve v : [0,1] — M erhalten wir eine zugehorige Kurve
7 : [a,b] = TM indem wir setzen 5(t) = (v(t),~'(t)). Die Lagrange-Funktion L ist
eine Funktion auf dem Tangentialbiindel und die Bahnen physikalischer Teilchen
sind stationdren Punkte der Abbildung

b
s / L5 (1)) dt.

(vi) Der Tangentialraum lasst sich fiir beliebige Teilemengen von R™ definieren, ist
jedoch dann im Allgemeinen kein n-dimensionaler Vektorraum mehr. So kann man
beispielsweise sehen, dass K7(0) und (Rx{0})U ({0} xR) keine Mannigfaltigkeiten
sind.

Bezeichne mit H,, den n-dimensionalen Halbraum, also
{(z1,...,2p) € R"| &, <0}.

Definition 6.28 (Mannigfaltigkeit mit Rand). Eine Teilmenge M C R™ heifit (n-dimensionale)
Mannigfaltigkeit mit Rand, falls fiir jedes © € M eine Umgebung U von x, V' C R™ offen

und ein Diffeomorphismus ® : U — V existiert so, dass ®(M) C H, x {0}. Die Punk-

te v € M mit ®(z) € 0H, x {0} = R*! x {0} heien Randpunkte. Die Menge aller
Randpunkte wird mit OM bezeichnet

Beispiel 6.29. (i) Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand
mit d[a,b] = {a,b}.

(ii) Die abgeschlossen Einheitskugel K7(0) C R" ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand
und ihr Rand ist K7(0) = S" 1.
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(iii)

(iv)

Jede (gewohnliche) Mannigfaltigkeit M ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM =
(). Beispielsweise gilt 0S™ = 0.

Der Einheitswiirfel {(z,y) C ]RQ} || < 1,]y| < 1} und das Koordinatenkreuz (R" x
{0}) U ({0} x R™) sind keine Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Bemerkung 6.30. (i) Ob ein Punkt z von ® auf den Rand 0H,, x {0} abgebildet wird

héngt nicht von ¢ ab (Warum?).

Der Rand einer Mannigfaltigkeit M mit Rand ist eine n — 1-dimesionale Mannig-
faltigkeit. Sei dazu x € M. Dann gibt es U offene Umgebung von z, V C R™
offen und einen Diffeomorphismus ® : U — V so, dass M C H,, x {0}. Dann gilt
nach Definition des Randes ®(0M U U) c R"! x {0}.

Fine Mannigfaltigkeit M mit Rand ist eine Mannigfaltigkeit genau dann wenn
OM = (.

Der Rand im oben definierten Sinne stimmt meist nicht mit dem topologischen
Rand von M als Teilmenge von R™ iiberein. Fiir den Halbkreis

M= {(z,y) e R*| 2 +y* = 1,2 > 0}

besteht der Rand im Mannigfaltigkeitensinne aus den Punkten (1,0), (—1,0). Der
topologische Rand ist jedoch ganz M.
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6.3 Oberflachenintegrale

Definition 6.31. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und V' C R” offen. Eine
injektive, stetig differenzierbare Abbildung ¢ : V' — M heiffit Parametrisierung falls
Dy(t) injektiv ist fiir alle t € V.

Eine Familie von Parametrisierungen (¢q)aer (I beliebige Indexmenge) heifit Atlas
von M, falls

M C o0 (Vy).

Wir nennen M endlich parametrisierbar, falls es einen endlichen Atlas gibt.

Im Zusammenhang mit Parametrisierungen werden wir Diffeomorphismen T’ : VoV
auch als Reparametrisierungen bezeichnen. Wir nennen T orientierungserhaltend falls
det(DT") > 0 andernfalls orientierungsumkehrend.

Bemerkung 6.32. (i) Die Umkehrabbildungen der Karten aus Definition sind Pa-
rametrisierungen, jede Mannigfaltigkeit besitzt also einen Atlas.

(ii) Die Abbildung Dy(t) bildet den Tangentialraum 7,V in den Tangentialraum 7, M
ab (Warum?). Da diese Rdume gleiche Dimension haben, ist Dy(¢) injektiv, genau
dann wenn es es surjektiv auf T,;) M abbildet. Um festzustellen, ob eine differn-
zierbare Abbildung ¢ : V' — M eine Parametrisierung ist kann man also alternativ
iiberpriifen ob die Vektoren 01, ..., 0p¢ linear unabhéngig sind.

(iii) Seien 1,2 Parametrisierungen von M. Setze U = ¢1(V1) N p2(V2). Dann ist
@7 ! 0 @y ein Diffeomorphismus von ¢y ' (U) nach o7 (U).

Ohne Beweis.

Definition 6.33 (Kreuzprodukt). Seien v,w € R? und n € R? normiert und ortho-
gonal zu v und w. Dann ist

v X w :=ndet(n,v,w).

Bemerkung 6.34. (i) Die Definition ist eindeutig, da falls v, w linear unabhingig sind,
n bis auf das Vorzeichen eindeutig definiert ist. Falls v, w linear abhéngig sind,
verschwindet die rechte Seite unabhéngig von n.

(ii) Aus der Definition ist ersichtlich, dass das Kreuzprodukt linear in v und w und
antisymmetrisch unter Vertauschen von v und w ist.

(iii) Fir v = (v1, v2,v3) und w = (w1, wa, w3) rechnet man leicht nach, dass

u = (Vw3 — V3W2, V3W1 — VW3, V1W2 — VoW1 )

orthogonal zu v und w ist und dass det(u,v,w) = |Ju||* gilt. Damit folgt
det
v X w= — det (u,v,w) — o W) (u,z;,w) =u
Ju ul lul
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Von nun an sei stets M C R3 eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit also eine
Fléche.

Definition 6.35 (Oberflichenelement). Seip : V — M eine Parametrisierung. Dann
heift

Oy V = R3
t = O1(t) x Dagp(t)

das vektorielle und

lowll (8) = l01p(t) x da(t)¢

das skalare Oberflichenelement (Flichenelement) von ¢.

Bemerkung 6.36. Das Oberflichenelement 148t sich fiir beliebige differenzierbare Abbil-
dungen ¢ : V — R3 definieren. Die Abbildung ¢ ist dann eine Parametrisierung genau
dann, wenn o, (oder ||o,||) nirgends verschwindet, da dann die Vektoren 0i¢(t) und
O2¢(t) tiberall linear unabhéngig sind.

Beispiel 6.87. (i) Fir die Einheitssphéare sei

¥ : (0,27) x (0,7) — S?
(p,8) — (sin(@) cos(p), sin(0) sin(p), cos(d))

gegeben. Wir berechnen
01(15,0) = (— sin(0) sin(g), sin(9) cos(), 0),
Dh(p,0) = (cos(0) cos(p), cos(f) sin(p), — sin(f)) und
(i, 0) x Datp(,0) = (—sin(6)? cos(ip), — sin(f)? sin(p), — sin(f) cos(h)).

Da der letzte Ausdruck nirgends verschwindet, ist ¢ eine Parametrisierung. Diese
deckt nicht die gesamte Kugel ab (das ist mit nur einer Parametrisierung nicht
moglich). SchlieBlich kénnen wir das skalare Flachenelement berechnen

log | (,0) = sin(6).

(i) Sei U C R? offen, f : U — R differenzierbar und M der Graph von f. Dann ist
o(z,y) — (z,y, f(z,y)) eine Parametrisierung die ganz M abdeckt. Das sieht man
daran, dass O1¢ = (1,0,01f(z,y)) und G2 = (0,1,02f(x,y)) linear unabhangig
sind. Dann ergeben sich die Flachenelemente

Utp(xa y) = (—61f(w,y), —62f(w,y), 1)
logll (z,9) = V(01 f(x,9))% + (91 f (2, 9))? + 1.
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Satz 6.38. Sei T : V — V eine Reparametrisierung und ¢ : V. — M eine Parametri-
sierung. Setze 1 = p oT. Dann gilt

oy(s) = det(DT(s))o,(T(s))-

Beweis. Sei s € V und n ein Einheitsvektor orthogonal zu T, o(T(s))M. Dann gilt nach
der Kettenregel Di(s) = Dp(T(s))DT(s). Es gilt

1 0
(.06 = Do) (3 s )
wobei wir Blockmatrixschreibweise benutzt haben. Damit gilt

ay(s) = 01(Y)(t) x a(¥)(t) = ndet (n, Di(s))

— det (n, D(T(s)) det < é D]E)(s) ) — det(DT(s))o (T (s)). 0

Definition 6.39 (Skalares Oberflichenintegral). Sei ¢ : V — M eine Parametri-
sierung und f : M — R eine Funktion. Das Oberflichenintegral von f iiber ¢(M) ist

/ﬁMHj/f ) llogll ()AN2(2),

falls das Integral auf der rechten Seite existiert.

Bemerkung 6.40. Falls T : V — V eine Reparametrisierung ist und ¢ = ¢ o T, dann
folgt aus der Transformationsformel

/mwn/J ) ol (H)AX2 () /7 ) llogll (T(s)) |det DT (s)| dA%(s)

L/“f ) llorll (s)AN(s t/mdeUH

Nach der Transformationsformel existiert das eine Integral genau dann, wenn das andere
existiert. Das Integral (auch seine Existenz) héngt also nicht von der gewéhlten Para-
metrisierung sondern lediglich vom parametrisierten Teil von M also von ¢(V) = ¢(V)
ab.

Definition 6.41. Sei f: R™ — R eine Funktion. Dann heifit die Menge

supp f = {x € R™| f(z) # 0}

der Trager von f. Wir sagen dass f kompakten Trager hat, falls supp f kompakt ist. Die
Menge solcher Funktionen wird mit C,. (stetig), C. (r-fach differenzierbar) bezeichnet.
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Definition 6.42 (Zerlegung der Eins). Sei M C R™ eine Menge und sei (Uy)aecr (I
Indexmenge) eine offene Uberdeckung von M, das heifit die U, sind offene Mengen so,
dass

Mc | Ua.

acl

Eine Familie von nichtnegativen Funktionen (f3)ges heifit Zerlegung der Eins fiir (Us,),
falls

(i) fir jedes B € J existiert « € I so, dass supp fz C Uq,
(ii)
> falw) =1
BeJ
gilt fiir alle x € M und

(iii) fur jedes z € R™ existiert eine Umgebung U so, dass {8 € J|supp f NU # 0}
endlich ist.

Satz 6.43. Sei M C R™ abgeschlossen und (Uy)acr eine offene Uberdeckung von M.
Dann existiert eine glatte Zerleqgung der Eins fir (Uy).

Beweisskizze. Nur fiir beschrinkes also kompaktes M. Wir verschaffen uns zunéchst
glatte Funktionen mit beliebig kleinen Tréagern. Die Funktion

g:R—R
0 t<0
t— 1
et t>0
ist glatt. Dann ist
0:R™—>R

2
z = g(1—|lz]%)

eine glatte Funktion (Verkettung zweier glatter Funktionen) mit suppd = K;(0). Fir
zo € R™ und € > 0 ist dann die Funktion

dezo : R™ = R

:E»—)d(x_m0>
€

glatt und hat Trager K¢(xq).
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Waihle nun endlich viele z; € M, «; € I sowie ¢; > 0 so, dass K, (x;) C Uy, und

n
M c | B, ().
i=1
Das ist moglich, da M kompakt ist. Dann ist

f = Z 662'72?1'
=1

auf M stets grofer Null und die Funktionen J, 4,/ f sind eine Zerlegung der Eins fiir
(Ua)- O

Definition 6.44. Sei M endlich parametrisierbar, ¢1,...,¢; ein Atlas und p1,..., 0
eine zugehorige Zerlegung der Eins auf M, das heiit supp p; C ¢;(V;). Dann wird das
Integral von f {iber M wie folgt definiert

l

| sl =3 / sl

=1

falls alle auftretenden Integrale existieren. In diesem Fall heifit f integrierbar {iber M.

Bemerkung 6.45. (i) Die Definition hiangt nicht von der Wahl des Atlas und der Zer-
legung der Eins ab, dann falls %1, ..., ¥ eine weiterer Atlas ist und 61, ..., 0 eine
zugehorige Zerlegung der Eins, dann gilt falls die auftretenden Integrale existieren

! Ik P
;/ipideUH:ZZ/iPiejdeUH:ZZ/wjpigjdeUH

i=1 j=1 j=1i=1

k
=Y [ oisaiol.
j=1"Yi

Fiir nichtnegative f gilt die Gleichung unabhéngig von der Existenz der Integrale.
Angewandt auf | f| bedeutet das, dass auch die Integrierbarkeit von f iiber M vom
Atlas und der Zerlegung unabhéngig ist.

(ii) Auf die endliche Parametrisierbarkeit kann verzichtet werden, nur ist dann mehr
Vorsicht bei Operationen mit unendlichen Summen geboten.

(iii) Es ist fir die Definition nicht notwendig eine glatte Zerlegung der Eins (wie in
Satz [6.43) zu verwenden. Haufig ist es jedoch hilfreich Stetigkeits- oder Differen-
zierbarkeitseigenschaften von f zu erhalten.

Definition 6.46 (Vektorielles Oberfliichenintegral). Sei E : M — R? ein Vektor-
feld und ¢ : V' — M eine Parametrisierung. Das Oberflichenintegral von E iiber (V)
ist

/ Edo = / (B((8)| 0 (1)A2(1)
© Vv

falls das Integral existiert.
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Bemerkung 6.47. Um festzustellen, ob ein Vektorfeld integrierbar ist, ist oft die aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgende Abschatzung hilfreich.

/ Edo / (B0 ()7 (1))] dX2(2) /rE DIl oo (@) dA2(2) = / 1E] d o]
©

Bemerkung 6.48. Analog zu Bemerkung [6.40] ist das vektorielle Oberflichenintegral in-
variant unter einer Reparametrisierung 7T vorausgesetzt T ist orientierungserhaltend.
Andernfalls wechselt das Integral das Vorzeichen. Daraus ergeben sich Probleme bei der
globalen Integraldefinition.

Definition 6.49 (Orientierbare Fliche). Die Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar,
falls es ein stetiges Normalenvektorfeld gibt, das heiBt eine stetige Abbildung n : M — R3
so, dass n(x) orthogonal zu T, M und ||n|| = 1 ist fiir alle z € M. In diesem Fall heifit n
eine Orientierung fiir M.

Eine Parametrisierung ¢ : V' — M heifit orientiert (beziiglich n), falls (o, (t)|n(¢(t))) >
0 ist fiir alle t € V. Ein Atlas (pq)aer heifit orientiert, falls ¢, orientiert ist fiir jedes
acl

Bemerkung 6.50. (i) Falls n eine Orientierung ist, so ist —n ebenfalls eine Orientie-
rung. Falls M (weg)zusammenhéngend ist gibt es keine weiteren Orientierungen.
Eine Parametrisierung ist orientiert, genau dann wenn o, = n ||o,|| gilt.

(ii) Sei ¢ : V — M eine orientierte Parametrisierung und 7' : V' — V eine Reparame-
trisierung. Dann ist 7" orientierungserhaltend genau dann, wenn ¢ o T' orientiert
ist.

Definition 6.51. Sei M endlich parametrisierbar und orientierbar, n : M — R3 eine
Orientierung, ¢1, ..., @, ein orientierter Atlas und py, ..., p, eine zugehorige Zerlegung
der Eins. Sei E : M — R3 ein Vektorfeld. Dann definieren wir

/ Edo =) / piEdo
M i=17%i

falls alle auftretenden Integrale existieren.

Bemerkung 6.52. (i) Wie im skalaren Fall zeigt man, dass diese Definition nicht von
der Wahl des Atlas oder der Zerlegung abhéngt. Fiir die entgegengesetzte Orien-
tierung —n wechselt das Integral das Vorzeichen.

'/ Bao| < [ 1E)dloll
M M

(ii) Es gilt
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6.4 Integralsatze

Definition 6.53. Sei U C R? offen. Wir definieren die Differentialoperatoren grad :
CY(U) — C(U,R?), div : CY{(U,R?) — C(U), rot : C}(U,R3) — C(U,R?) und A :
C?(U) — C(U) durch

grad f := (O1f,02f, 05 f)
div E := 01 FE + 02FE2 + 03E3
rot E := (02 F3 — 03F2,03F1 — 01 E3,01Fy — 02 F1)
Ag = 029+ d3g + dig.
fir f € CY(U), g € C}(U) und E € C(U,R3).

Bemerkung 6.54. (i) Aus der Definition ist ersichtlich, dass die Differentialoperatoren
linear sind. Sie wirken tiblicherweise auf alles was rechts von ihnen steht bis zum
nachsten + oder — -Zeichen. Der Ausdruck

fAgh+1
wird also als
f(A(gh)) +1
interpretiert.

(ii) Die Operatoren grad, div und A lassen sich ohne Weiteres auf R™ fir beliebiges
n erweitern.

(iii) H&ufig fuhrt man formal den vektorwertigen Nabla-Operator V := (01, 02, 03) ein,
um die obigen Definitionen formal zusammenzufassen:

grad f =V f

divE = (V|E)

rotE =V X FE
Af =(V|V).

Die obigen Skalar- und Kreuzprodukte sind nicht definiert, die Formeln dienen also
primér als Gedéchtnisstiitze.

(iv) Anhand der Definitionen rechnet man leicht die folgenden Rechenregeln nach:

divrot E =0
rotgrad £ =0
divgrad f = Af
grad (fg) = (grad f)g + feradg
div (fE) = (grad f| E) + fdivE
rot (fE) = (grad f) x E + frot B
(

A(fg) = (Af)g + 2(grad f|grad g) + fAg
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Bemerkung 6.55. Sei U C R™ offen, f : U — R" sei stetig mit kompaktem Tréger. Dann
ist f beschriankt und A"-integrierbar.

Beweis. Nach Voraussetzung ist supp f beschréankt und abgeschlossen. Da f stetig ist,
gilt nach Satz |f| < K fiir passendes K auf supp f, also auch auf ganz U. Da supp f
beschrénkt ist, gilt dann

[ 11y < X sup 1)K,
also ist f integrierbar. O

Satz 6.56 (Satz von Green). Sei U C R? offen und v : I — R? eine stickweise
requlire Kurve, die U in zwei Teile zerschneidet. Sei D C U der (offene) Teil von U, der
links der Kurve liegt (man sagt v ist beziiglich D positiv orientiert). Seien F,G : U — R
stetig differenzierbare Funktionen mit kompakten Tragern supp F,supp G C U. Dann gilt

/ (D1G(z,y) — OoF (x, 1)) dN2(z,y) = /(Fda: + Gdy). (6.2)
D g

Beweisskizze. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall wo v der Graph einer Funktion ist.
Da beide Seiten der zu zeigenden Gleichung translationsinvariant sind, kénnen wir oBdA
voraussetzen, dass f < 0 und supp F, supp G in der unteren Halbebene enthalten sind. Sei
also U = (0,1) x R, f:[0,1] — R stetig differenzierbar und ~(¢t) = (¢, f(¢)). Bei den im
folgenden auftretenden Integralen sind die Integranden stets stetig und haben kompakten
Tréger. Daher diirfen wir nach Bemerkung [6.55 den Satz von Fubini anwenden. Wir
berechnen zunéchst mit Hilfe des Hauptsatzes

1 0 1
_ €T 2 € = — €T Tr = i e xZ.
/D Oy (1, 4)AN(z, y) /0 /f | F ) /0 Fa, f(x))d
Andererseits gilt
1 1
A Pao = [ Pt fO)e( @)t = [P so)

und wir haben eine ,Hélfte* der Gleichung ([6.2]) gezeigt.
Betrachte nun fiir s € R die Kurve ~,(t) = (¢,sf(t)) und

1 1
1) = [ Gay= [ Gless®assf = [ s @G s
Vs 0 0
Der Integrand erfillt fir s € [—2,2] und ¢ € [0, 1]

%(Sf'(t)G(t, sf(t)) = f'R)G(t,sf (1) + sf (1) f ()Gt s f(1)).
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Dieser Ausdruck ist (unabhéngig von s und t) beschriankt, also integrierbar beschrankt.
Damit kénnen wir Korollar anwenden und erhalten, dass I(s) differenzierbar ist und
es gilt

1
I(1) = I(1) — 1(0):/0 %I(s)ds

/ / G(t, s/ (1)) + sf () [/ ()G (2, 5 (1)) dids.

Andererseits ist mit der Substitution y = f(z)z

/81ny)d)\2xy // 81nydydx—//f )01G(z, f(2)z)dzdz

Es gilt
1
o—/<f<> (1, f(1)2) — FO)G(O, dz—// r, (x)2)) dads
/ / F(@)2) + F@)0Gle, f(2)2) + 2 (2) ()G (x, 2 f () dzdz
und damit

1,1
/ 01G(x,y)dN(z,y) = / / (f'(2)G(z, f(x)z) + 2f () f'(2)0:G(z, 2 f(x))) dzdz.
D o Jo

Das zeigt die zweite ,,Hélfte* der Gleichung und beendet den Beweis des betrachte-
ten Spezialfalles. Analog behandelt man den Fall f : [a,b] — R sowie, durch Vertauschen
der Variablen den Fall v(t) = (f(t),t).

Insbesondere erhalten wir, dass fiir D offen und supp E,supp F' C D kompakt gilt
[p (01G(z,y) — 02F (x,y)) d\*(z,y) = 0, indem wir supp E Usupp F in eine hinreichend
grofle Box einschlielen.

Fiir den allgemeinen Fall iiberdecken wir (supp £ Usupp F') Nv(I) durch endlich viele
offene Rechtecke Q1,...,Q, fiir die die Voraussetzungen des Spezialfalles erfiillt sind.
Dann ist Q1, ..., Qn,, D eine offene Uberdeckung der abgeschlossenen Menge D und wir
konnen eine zugehorige glatte Zerlegung der Eins pq, . .., pn, pn+1 wahlen. Dann gilt mit
den bereits gezeigten Spezialfillen

n+1 n+1

/P(aﬂﬁ 62F dAQ j/ 81§£:pk67 82§£:ka‘dA2 EE:][ aum(:—i%pkfvdkg
D DNQy
= Z /(kadx + ppGdy) = /(Fdx + Gdy).
k=177

Fir dieses Argument ist entscheidend, dass die Teilung der Eins glatt ist (mindestens
ch). O
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Im Folgenden seien U, v und D stets so wie im vorhergehenden Satz.

Bemerkung 6.57. Haufig setzt man nicht supp F,supp G C U voraus, sondern dass -y
geschlossen ist und D die von « umschlossene Flache. Wahle dazu eine stetig differen-
zierbare Funktion p die auf D identisch 1 ist und kompakten Tréiger in U hat und wende
den obigen Satz auf pF und pG an. Durch die Multiplikation mit p &ndert sich keines

der Integrale in (6.2]).

Korollar 6.58 (Satz von Gauf in 2D). Sei E € CY(U,R?) ein Vektorfeld mit kom-
paktem Trager und setze

o(t) = (v2(t), = (%)),

Dann gilt

/D div B — /1 ()| o())dt.

Beweis. Setze G = F1 und F = —FE5, dann erhalten wir

[ divEaxt = [ Bata0)asy/(0) + Bat0)ayta ()

1
:/I(—Ez(v(t))%(t)+E1(7(t))7§(t))dt=/I(E(V(t))!ff(t»dt- 0

Korollar 6.59 (Satz von Stokes in der z-y-Ebene). Sei £ € CY(U,R?) ein Vek-
torfeld mit kompaktem Triger. Dann gilt

/Eda:/wE.
D v

Beweis. Die Abbildung (z,y) — (x,y,0) ist eine Parametrisierung der Mannigfaltigkeit
D x {0} fur die o(x,y) = (0,0,1) gilt und damit

/DEda:/D<rotE(;U,y,0)|a(1‘,y)>dxdy:/D(61E2—82E1)d)\2(:n,y)

- / (Er(1(t), 0)dz + Ea(1(1), 0)dy) (v (1))dt = / (E|y/(t))dt = / wpdt, O
I I I

Bemerkung 6.60. Auch fiir die beiden Korrollare gilt die entsprechende Version ohne
kompakten Trager aber dafiir mit geschlossener Kurve .

Satz 6.61 (Satz von Gaufl 3D). Sei U C R? offen, M C R3 eine orientierbare, zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die U in zwei Teile zerschneidet und D (offen) einer
dieser Teile. Wihle die aus D herauszeigende Orientierung. Sei E € CY(U,R3) ein Vek-
torfeld mit kompaktem Triger in U. Dann gilt

/ div Ed)\® = / Edo.
D M
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Ohne Beweis.

Satz 6.62. Sei U C R3 offen, M C U eine orientierbare, zweidimensionale Mannig-
faltigkeit mit Rand. Sei n eine Orientierung von M und v : I — R? eine reguldre
Parametrisierung des Randes von M so orientiert, dass M sich, aus Richtung —n be-
trachtet, links von v befindet. Sei E € CY(U,R3) ein Vektorfeld mit kompaktem Trager

in U. Dann gilt
/M rot Edo = /WWE = /I<E(7(t))’fy'(t)>dt.

Ohne Beweis.

Bemerkung 6.63. (i) Fiir die obigen Sétze gibt es jeweils auch eine Version ohne kom-
pakte Trager, aber dafiir mit geschlossener Randkurve beziehungsweise kompakter
Oberflache.

(ii) Der Satz von Gauf gilt analog in beliebigen Dimensionen.

Korollar 6.64 (Greensche Formeln). Seien U, M und D wie in Satz|6.61|und f, g €
C2(U,R) Funktionen mit kompaktem Triger. Sei n die gewdhlte Orientierung. Dann
gelten

/ (fAg + (grad f|grad g))d\® = / ferad gdo und
D M

[ 8g-980) = [ (reradg—gendfyas = [ (09— 90100
D M M
wobei O, die Richtungsableitung in Richtung n bezeichnet.

Beweis. Wir wenden Satz auf das Vektorfeld fgradg an. Dann gilt mit Bemer-
kung [6.54

/div(fgradg)d)\3:/(ng+(gradf]gradg>)d)\3:/ ferad gdo.
D D M

Vertauschen wir f und g und subtrahieren das Ergebnis von dieser Gleichung, so erhalten
wir

/ (fAg—gAf) = / (fgrad g — ggrad f)do.
D M

Fiir die letzte Umformung sei ¢ : V' — M eine orientierte Parametrisierung eines Teils
von M. Dann gilt

/ Jarad gdo — / (F(o()grad g(o(£))] o (£)) AN (1)
© \%
_ /V Flo(t){grad gl (1)) (D) low ()] N2 () = / (fong)d|lo]..

©
Zusammensetzen mittels Teilung der Eins ergibt die gesuchte Umformung. O
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7 Partielle Differenzialgleichungen
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7.1 Einfithrung

Definition 7.1. Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung in einer unbe-
kannten Funktion f: U — R (U C R" offen), in der f und Ableitungen von f vorkom-
men. Die Ordnung der Gleichung ist die h6chste vorkommende Ableitung. Eine partielle
Differentialgleichung der Form

> andf=b

€N |a|<k

mit aq,b: U — R heifit linear.

Beispiel 7.2. (i) Af = 0 Laplacegleichung: beschreibt das Gravitations- bzw. elektro-
statische Potential ohne Massen/Ladungen.

(i) —Af = p Poissongleichung: beschreibt das Gravitations- bzw. elektrostatische Po-
tential bei vorgegebener Massen-/Ladungsdichte p.

(iii) Of — Af = p Warmeleitungsgleichung: Zeitentwicklung einer Temperatur-oder
Konzentrationsverteilung durch Wérmeleitung/Diffusion

(iv) i0,f = —Af + V f Schrodingergleichung: Wellenfunktion eines quantenmechani-
schen Teilchens im Potential V'

(v) 02f — Af = p Wellengleichung: Ausbreitung von elektromagnetischen oder Druck-
wellen

rot B=0E+j rot B = —0;B

Maxwellgleichungen: (E, B : R x R? — R? gesucht) Elektromagnetisches Feld bei
vorgegebener Stromdichte j und Ladungsdichte p

(vii) Navier-Stokes-Gleichung: Beschreibung der Bewegung von Fluiden

(viii) Einstein-Gleichungen: Zusammenhang zwischen materiellem Inhalt und Geometrie
der Raumzeit

Beispiel 7.3. Wir betrachten die Wellengleichung in 1 + 1 Dimensionen, das heifft die
Gleichung fiir f € C?(R x R, R)

O f —93f =0.
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Angenommen f sei eine Losung. Wir fithren eine Variablentransformation durch: f (u,v) :=
flu—v,u+v). Dann gilt

w0y f (1, v) = Dy (=01 f(u — v,u + v) + o f (u — v, u +v))
= 0¥ f(u—v,u+v) — Ddf(u—v,u+v)
+ 0o f (u — v, u +v) + 05 f(u —v,u +v) = 0.

Daraus folgt, dass es § € C(R) gibt, so dass 8, f(u,v) = g(v). Wihle g eine Stamm-
funktion von g, dann muss es h € C2(R) geben so, dass f(u,v) = g(v) + h(u). Riicksub-
stitution liefert

ﬂum_g(;x—w>+h<ﬂx+o>

Andererseits iiberzeugt man sich leicht, dass der obige Ausdruck fiir beliebige g, h €
C2(R) die partielle Differentialgleichung 16st.

Bemerkung 7.4. (i) Das Beispiel illustriert, dass der Losungsraum von partiellen Diffe-
rentialgleichungen im Allgemeinen sehr grof} ist. Um ein , gut gestelltes Problem*
zu erhalten muss man zusétzliche Anfangs- und/oder Randbedingungen stellen.
Diese werden entsprechend durch das zu modellierende System vorgegeben. Im
obigen Fall sind die ,richtigen“ Zusatzbedingungen z. B. durch Angabe von f(0, z)
und 05 f(0,z) gegeben und man spricht von einem Anfangswertproblem.

(ii) Die Wahl des richtigen Koordinatensystems kann die Behandlung von partiellen
Differentialgleichungen stark vereinfachen. Haufig kann man sich dabei von Sym-
metrien des Systems leiten lassen.

Bemerkung 7.5. Haufig macht man einen Separationsansatz. Hat man Beispielsweise die
Laplace-Gleichung in 2 Dimensionen

OLf +03f =0,
so macht man den Ansatz f(z,y) = g(z)h(y) und formt zu
g(z) W)
glz) — h(y)

um. Da z und y unabhéngig voneinander variiert werden kénnen, miissen die beiden
Summanden in der Gleichung separat konstant sein, und das Problem zerfillt in die
gewohnlichen Differentialgleichungen

g"(x) = Mg(z) und B (y) = —Ah(y).

Der gewéhlte Ansatz ist allerdings eine starke Einschrdnkung und fiihrt nur dann zum
Erfolg, wenn die gesuchte Losung ,,zuféllig® die vermutete Gestalt hat. Viele Anfangs-
und Randbedingungen werden sich so aber nicht erfiillen lassen und auch Eindeutig-
keitsaussagen flir Losungen kann man so nicht erhalten.
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