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X-1. Seien f : N×N→ [0,+∞] eine numerische Funktion und τ : N×N→ N eine Bijektion. Begründen
Sie, dass die Gleichungen

∞∑
n=1

f
(
τ−1(n)

)
=
∞∑
j=1

∞∑
k=1

f(j, k) =
∞∑
k=1

∞∑
j=1

f(j, k)

gelten.

X-2. Sein n ∈ N. Für jedes j ∈ Z1,n seien (Ωj ,Aj , µj) ein nichttrivialer σ-endlicher Maßraum und
fj : Ωj → R eine Aj-B1-meßbare Funktion. Weiterhin sei f : ×nj=1 Ωj → R gemäß (ω1, . . . , ωn) 7→∏n
j=1 fj(ωj) definiert. Begründen Sie, dass folgende Aussagen gelten:
(a) Es ist f eine (

⊗n
j=1 Aj)-B1-meßbare Funktion.
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(c) Falls p ∈ N ist und für jedes j ∈ Z1,n die Funktion fj zu Lp(Ωj ,Aj , µj ;R) gehört, so gilt
f ∈ Lp(×nj=1 Ωj ,

⊗n
j=1 Aj ,

⊗n
j=1 µj ;R).

(d) Falls fj ∈ L1(Ωj ,Aj , µj ;R) für jedes j ∈ Z1,n erfüllt ist, so gilt
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X-3. Seien (Ω,A, µ) ein nichttrivialer Maßraum sowie f eine reellwertige Funktion aus E∗(Ω,A). Weisen
Sie die Gültigkeit folgender Aussagen nach:
(a) Es ist F : Ω× [0,+∞)→ R2 gemäß (ω, t) 7→

(
f(ω)
t

)
eine [A⊗ (B1 ∩ [0,+∞))]-B2-messbare

Abbildung.
(b) Die Mengen Ef := {(ω, t) ∈ Ω×[0,+∞) : f(ω) ≥ t} und Ẽf := {(ω, t) ∈ Ω×[0,+∞) : f(ω) >

t} gestatten mit H1 := {
( x1
x2

)
∈ R2 : x1 ≥ x2} und H2 := {

( x1
x2

)
∈ R2 : x1 > x2} die

Darstellungen Ef,[0,+∞) = F−1(H1) und Ẽf = F−1(H2) und gehören insbesondere zu A⊗B1.
Des Weiteren gilt für jedes t ∈ [0,+∞) dann (Ef )•t = {f ≥ t} und (Ẽf )•t = {f > t}.

(c) Die Menge Gf := {(ω, f(ω)) : ω ∈ Ω} gestattet die Darstellung Gf = Ef \ Ẽf und gehört
insbesondere zu A⊗B1.

(d) Bezeichne π1• das erste Cavalierische Produktmaß von µ und λ(1). Dann gelten
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fdµ und π1•(Gf ) = 0.

(e) Sei µ sogar σ-endlich. Weiter seien ρµ,f : : R → [0,∞] gemäß t 7→ µ({f ≥ t}) und
σµ,f : R → [0,∞] gemäß t 7→ µ({f > t}) definiert. Dann sind 1[0,∞) · ρµ,f und 1[0,∞) · σµ,f
jeweils zu E∗(R1,B1) gehörige, monoton nichtwachsende Funktionen und es gelten∫
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