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Aufgabe 17 (Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren). Sei U C R™ offen
und beschrinkt. Betrachten Sie den Operator

i=1

i,j=1

wobei a;;,b;,¢c € C(U) und a;; = aj;. Der Operator L heiflt gleichmdfig ellip-
tisch, falls ein A > 0 existiert so dass

a;:(2)EE > NEP,  fiir alle z € U und € € R™.
> ay(@)€g; > Al 3

i,j=1

Sei L ein gleichmisBig elliptischer Operator, sei c(x) < 0 fiir alle 2 € U und
sei u € C2(U) N C(U). Beweisen Sie, dass, falls

—Lu<0inU
und u hat ein nichtnegatives Maximum in U, dann das schwache Maximum-
prinzip
max u(z) < maxu
U oU
gilt.

Hinweise: betrachten Sie zunéchst den Fall —Lu < 0. In dem Fall —Lu < 0 betrachten
Sie die Funktion u(z) 4+ ev(x) fiir eine geeignet gewiihlte Funktion v(z).

Aufgabe 18. Zeigen Sie jeweils anhand Gegenbeispielen, dass die beiden Vor-
aussetzungen

(i) e(z) <0in U;
(ii) die Existenz von einem nichtnegativem Maximum in U

in Aufgabe 17 notwendig sind.



Aufgabe 19. Sei U C C offen und sei f : U — C holomorph in U und ohne
Nullstellen. Zeigen Sie, dass log |f| harmonisch ist in U.

Hinweis: f = u + v ist holomorph (wobei u : U — R, v : U — R) genau dann, wenn
u,v die Cauchy-Riemann Gleichungen

{Bzu = Oy,

Oyu = —0zv

erfiillen.

Aufgabe 20. Sei U C R? offen, beschrinkt, mit C' Rand, und seien u,v €
C(U). Betrachten Sie die Funktion f : U C C — C, definiert durch f := u+iv.
Zeigen Sie, dass

f(z)dz = Qi/ of dxdy,
U

oU
wobei 0 = 1(8, +1i9,). Folgern Sie, dass

Fz) = — Mdz_l/ 1) 4ray

S 2mi Jou 2 — 20 T Juy 2 — 2o

fir alle zp € U.

Hinweis: Ist f : A C C — C eine stetige Funktion und ist v : [a, 5] — A eine C*
Kurve in A, so ist das Wegintegral von f entlang des Weges «y definiert als

B
/ f(2)dz = / FOr(D)) - A0yt

wobei der Malpunkt komplexe Multiplikation bezeichnet.



