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Lösungen bitte zur Übung am 10. November 2017 mitbringen

Aufgabe 17 (Maximumprinzip für elliptische Operatoren). Sei U ⇢ Rn o↵en
und beschränkt. Betrachten Sie den Operator

Lu :=
nX

i,j=1

a
ij

(x)D
ij

u+
nX

i=1

b
i

(x)D
i

u+ c(x)u,

wobei a
ij

, b
i

, c 2 C(Ū) und a
ij

= a
ji

. Der Operator L heißt gleichmäßig ellip-
tisch, falls ein � > 0 existiert so dass

nX

i,j=1

a
ij

(x)⇠
i

⇠
j

� �|⇠|2, für alle x 2 U und ⇠ 2 Rn.

Sei L ein gleichmäßig elliptischer Operator, sei c(x)  0 für alle x 2 Ū und
sei u 2 C2(U) \ C(Ū). Beweisen Sie, dass, falls

�Lu  0 in U

und u hat ein nichtnegatives Maximum in Ū , dann das schwache Maximum-
prinzip

max
Ū

u(x)  max
@U

u

gilt.

Hinweise: betrachten Sie zunächst den Fall �Lu < 0. In dem Fall �Lu  0 betrachten
Sie die Funktion u(x) + "v(x) für eine geeignet gewählte Funktion v(x).

L

¨

osung. Wir haben schon gesehen, dass das Maxmimumprinzip gilt, falls

Lu = �u+
X

i

b
i

(x)D
i

u(x) + c(x)u(x).

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall:

Lu :=
nX

i,j=1

a
ij

(x)D
ij

u+
nX

i=1

b
i

(x)D
i

u+ c(x)u,

Widerspruchannahme:

u(x0) = max
U

u > max
@U

u, x0 2 U.
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Betrachten wir die symmetrische Matrix A = (a
ij

(x0))ij . Da A symmetrisch ist,
existiert M 2 O(n) orthogonale Matrix und D = diag(�1, . . . ,�n

) Diagonalma-
trix so dass

A = MDMT .

Da
nX

i,j=1

a
ij

(x0)⇠i⇠j � �|⇠|2, für alle ⇠ 2 Rn,

ist A positiv definit und deswegen sind die Eigenwerte �1, . . . ,�n

> 0. Wir
können dann die Matrix

p
D := diag(

p
�1, . . . ,

p
�
n

)

betrachten und die invertierbare Matrix N := M
p
D definieren (N ist inver-

tierbar, da M orthogonal ist und die Eigenwerte �
i

> 0 für i = 1, . . . , n). Es
gilt

A = MDMT = M
p
D
p
DMT = (M

p
D)(M

p
D)T = NNT .

Sei v(y) := u(Ny) und y0 := N�1x0. Da u das Maximum in x0 erreicht, ist
v(y0) = max

V̄

v, wo V := N�1(U). Es gilt

�v(y) =
X

ij

D2
ij

u(Ny)(NNT )
ij

=
X

ij

a
ij

(x0)D
2
ij

u(Ny).

Insbesondere

�v(y0) =
X

ij

a
ij

(x0)D
2
ij

u(x0) > �
X

i

b
i

(x0)Di

u(x0)� c(x0)u(x0) � 0.

Deswegen ist v subharmonisch in einer Umgebung von y0, und das ist ein Wi-
derspruch, da v(y0) = max

V

v.

Betrachten wir jetzt den Fall �Lu  0. Sei w
"

(x) := u(x) + "v(x), wobei

v(x) := e↵1x1+···↵nxn = e↵·x > 0,

und ↵ = (↵1, . . . ,↵n

) wird später gewählt. Es gilt

Lv = e↵·x
X

ij

a
ij

(x)↵
i

↵
j

+ b(x) · ↵+ c(x)

�

(da L elliptisch ist) � e↵·x

�|↵|2 � kbk

C(Ū)|↵|� kck
C(Ū)

�

> 0,

falls ↵ groß genug gewählt wird. Außerdem,

• da u ein nichtnegatives Maximum in Ū hat und v > 0, hat auch w
"

ein
nichtnegatives Maximum in Ū ;

• �Lw
"

= �Lu� "Lv < 0, da Lv < 0 und " > 0.

16



Deswegen können wir den ersten Teil der Übung mit w
"

verwenden und erhalten
dann

max
Ū

w
"

 max
@U

w
"

.

Deshalb für alle x 2 Ū ,

u(x)  u(x) + "v(x) = w
"

(x)  max
@U

w
"

(x)  max
@U

u+ "max
@U

v.

Sende " ! 0, um den Beweis zu beenden.

Aufgabe 18. Zeigen Sie jeweils anhand Gegenbeispielen, dass die beiden Vor-
aussetzungen

(i) c(x)  0 in Ū ;

(ii) die Existenz von einem nichtnegativem Maximum in Ū

in Aufgabe 17 notwendig sind.

L

¨

osung. Sei n = 1.
(i) Sei Lu = u00 + u und u(x) = sinx in U = (0,⇡). L ist elliptisch, u hat

ein nichtnegatives Maximum in Ū und �Lu  0, aber das Maximumprinzip gilt
nicht (da c = 1 > 0).

(ii) Sei Lu = u00 � u und u(x) = �ex � e�x in U = (�1, 1). L ist elliptisch,
c = �1  0, und �Lu  0, aber das Maximumprinzip gilt nicht (da u kein
nichtnegatives Maximum in Ū hat).

Aufgabe 19. Sei U ⇢ C o↵en und sei f : U ! C holomorph in U und ohne
Nullstellen. Zeigen Sie, dass log |f | harmonisch ist in U .

Hinweis: f = u + iv ist holomorph (wobei u : U ! R, v : U ! R) genau dann, wenn
u, v die Cauchy-Riemann Gleichungen

(
@

x

u = @

y

v,

@

y

u = �@

x

v

erfüllen.

L

¨

osung. Die Cauchy-Riemann Gleichungen implizieren, dass

• ru = �(rv)?, wobei falls x = (x1, x2) 2 R2, ist x? := (x2,�x1);

• |ru| = |rv|;

• �u = �v = 0.

Sei g(x) := log |f | = log((u2 + v2)1/2). Es gilt

rg := (u2 + v2)�1(uru+ vrv)
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und

�g = div(rg)

= �2(u2 + v2)�2

✓
u2|ru|2 + 2uvru ·rv + v2|rv|2

◆
+ (u2 + v2)�1

✓
|ru|2 + |rv|2

◆

= �2(u2 + v2)�2

✓
u2|ru|2 + v2|rv|2

◆
+ (u2 + v2)�1

✓
|ru|2 + |rv|2

◆

= �2(u2 + v2)�2

✓
u2 + v2

◆
|rv|2 + 2(u2 + v2)�1|rv|2

= 0.

Aufgabe 20. Sei U ⇢ R2 o↵en, beschränkt, mit C1 Rand, und seien u, v 2
C1(U). Betrachten Sie die Funktion f : U ⇢ C ! C, definiert durch f := u+ iv.

Zeigen Sie, dass ˆ
@U

f(z) dz = 2i

ˆ
U

@̄f dxdy,

wobei @̄ = 1
2 (@x + i@

y

). Folgern Sie, dass

f(z0) =
1

2⇡i

ˆ
@U

f(z)

z � z0
dz � 1

⇡

ˆ
U

@̄f(z)

z � z0
dxdy

für alle z0 2 U .

Hinweis: Ist f : A ⇢ C ! C eine stetige Funktion und ist � : [↵,�] ! A eine C

1

Kurve in A, so ist das Wegintegral von f entlang des Weges � definiert als

ˆ
�

f(z)dz :=

ˆ
�

↵

f(�(t)) · �̇(t)dt,

wobei der Malpunkt komplexe Multiplikation bezeichnet.
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