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Aufgabe 17 (Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren). Sei U C R™ offen
und beschrinkt. Betrachten Sie den Operator

Lu := Za” DUu—&—Zb )D;u + c(x)u,

i,j=1

wobei a;j,b;,c € C(U) und a;; = aj;. Der Operator L heifit gleichmifig ellip-
tisch, falls ein A > 0 existiert so dass

a;:(2)EE > NEP,  fiir alle z € U und € € R™.
> ay(@)€g; > Al 3

ij=1

Sei L ein gleichmisBig elliptischer Operator, sei c(x) < 0 fiir alle 2 € U und
sei u € C2(U) N C(U). Beweisen Sie, dass, falls

—Lu<0inU
und u hat ein nichtnegatives Maximum in U, dann das schwache Maximum-

prinzip

max u(z) < maxu
U ou

gilt.

Hinweise: betrachten Sie zunéchst den Fall —Lu < 0. In dem Fall —Lu < 0 betrachten
Sie die Funktion u(z) 4+ ev(x) fiir eine geeignet gewiihlte Funktion v(z).

Loésung. Wir haben schon gesehen, dass das Maxmimumprinzip gilt, falls
Lu=Au+ Z bi(z)Dsu(x) + c(z)u(x).

Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall:

Widerspruchannahme:

u(xy) = maxu > maxu, xo € U.
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Betrachten wir die symmetrische Matrix A = (a;;(20))i;. Da A symmetrisch ist,
existiert M € O(n) orthogonale Matrix und D = diag(A1, ..., A,) Diagonalma-
trix so dass

A=MDMT".
Da

n

> aij(w0)&é > AEJ?,  fiir alle £ € R™,

i,j=1
ist A positiv definit und deswegen sind die Eigenwerte Aq,..., A, > 0. Wir
konnen dann die Matrix

VD = diag(\/ A1, -5V An)

betrachten und die invertierbare Matrix N := M+/D definieren (N ist inver-
tierbar, da M orthogonal ist und die Eigenwerte \; > 0 fir ¢ = 1,...,n). Es
gilt

A=MDMT = MVDVDM" = (MVD)(MvD)T = NNT.

Sei v(y) := w(Ny) und yo := N~ 'zg. Da u das Maximum in xq erreicht, ist
v(yo) = maxy v, wo V := N~1(U). Es gilt

Av(y) =D DEu(Ny)(NNT)i5 =3 aij(wo) Diju(Ny).

iJ
Insbesondere

Av(yo) =Y aij(z0) DFju(zo) > — Zbi(xo)pm(mo) — ¢(wo)u(zo) > 0.

ij

Deswegen ist v subharmonisch in einer Umgebung von yg, und das ist ein Wi-
derspruch, da v(yg) = maxy v.

Betrachten wir jetzt den Fall —Lu < 0. Sei w.(x) := u(z) + ev(x), wobei
v(x) 1= e Tt NI — paT 5 ()

und « = (aq, ..., q,) wird spiter gewiihlt. Es gilt
Lv=e"" [Z a;j(x)oia; +b(x) o+ c(;v)}
ij

(da L elliptisch ist) > e*™* {)\|a|2 = bl le] = ||c||C(U)]
>0,
falls a grof8 genug gewéhlt wird. Auflerdem,

e da u ein nichtnegatives Maximum in U hat und v > 0, hat auch w, ein
nichtnegatives Maximum in U;

o —Lw.,=—Lu—elv<0,da Lv < 0 und ¢ > 0.
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Deswegen kénnen wir den ersten Teil der Ubung mit w. verwenden und erhalten
dann
max we < max we.
U U

Deshalb fiir alle z € U,
< = < < .
u(z) <u(x) +ev(z) = we(z) < né%xwg(:r) < maxu + € max v

Sende ¢ — 0, um den Beweis zu beenden.

Aufgabe 18. Zeigen Sie jeweils anhand Gegenbeispielen, dass die beiden Vor-
aussetzungen

(i) e(z) <0in U;
(ii) die Existenz von einem nichtnegativem Maximum in U
in Aufgabe 17 notwendig sind.

Losung. Sein = 1.

(i) Sei Lu = v 4+ w und u(z) = sinz in U = (0, 7). L ist elliptisch, u hat
ein nichtnegatives Maximum in U und —Lu < 0, aber das Maximumprinzip gilt
nicht (da ¢ =1 > 0).

(ii) Sei Lu = v —w und u(z) = —e* —e ® in U = (—1,1). L ist elliptisch,
¢c=—-1<0, und —Lu < 0, aber das Maximumprinzip gilt nicht (da u kein
nichtnegatives Maximum in U hat).

Aufgabe 19. Sei U C C offen und sei f : U — C holomorph in U und ohne
Nullstellen. Zeigen Sie, dass log |f| harmonisch ist in U.

Hinweis: f = u + v ist holomorph (wobei v : U — R, v : U — R) genau dann, wenn
u,v die Cauchy-Riemann Gleichungen

Ozu = Oyv,
Oyu = —0zv

erfiillen.

Losung. Die Cauchy-Riemann Gleichungen implizieren, dass

e Vu=—(Vv)t, wobei falls x = (z1,72) € R?, ist 2t := (22, —71);
o [Vul = |Vol;
o Au=Av=0.

Sei g(x) := log|f| = log((u® + v?)'/2). Es gilt

Vg = (u* +v?) " (uVu + vVv)

17



und
Ag = div(Vyg)

= 2(u? +v*)7? <u2|Vu|2 + 2uvVu - Vo + v2|Vv|2) + (u? +0v*)7! <Vu2 + |Vv|2)

= —2(u® +v?) 2 v Vul® + v2|Vv|2> + (u? + 0?7t (|Vu|2 + |V1}|2>

_ —2(u2+v2)_2(u2+v2>|V1}2+2(u2+v2)_1|Vv|2

=0.

Aufgabe 20. Sei U C R? offen, beschrinkt, mit C' Rand, und seien u,v €
C1(U). Betrachten Sie die Funktion f : U C C — C, definiert durch f := u+iv.
Zeigen Sie, dass

f(z)dz = 21'/ Of dxdy,
U

oU
wobei 0 = 1(8, +1i9,). Folgern Sie, dass

fz0) = 1 Mdz—l/lja‘f(z)dxdy

21t Joy # — 20 7r Z— 20

fiir alle zg € U.

Hinweis: Ist f : A C C — C eine stetige Funktion und ist 7 : [a, 8] — A eine C*
Kurve in A, so ist das Wegintegral von f entlang des Weges «y definiert als

B
/ f(2)dz = / FOv() - A(b)dt,

wobei der Malpunkt komplexe Multiplikation bezeichnet.
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