In den folgenden Aufgaben 1 — 2 kreuzen Sie in der jeweiligen Tabelle “W” an, falls Sie nach
sorgféltigem Lesen die entsprechende Aussage fiir wahr halten, und “F” wenn Sie glauben,
diese ist falsch.

Sie erhalten 2 Punkte fiir jedes richtige und —2 Punkte fiir jedes falsche Kreuz, 0 Punkte
falls nichts angekreuzt wurde, aber keinesfalls weniger als Null Punkte fiir die beiden Aufgaben
1 und 2 zusammen.

Aufgabe 1)

i)
ii)
iii)

iv)

v)

Jedes Mass ist auch ein dusseres Maf.

Jede kompakte Menge im R™, n > 1, ist eine Borelsche Menge.

Wenn (X, A) ein Mafiraum ist und f: X — (0, 00) eine Funktion, so dass x — |f(z)|
messbar ist, dann ist auch f messbar.

Wenn f, : R — [0,00) Lebesgue messbar sind und f,, > f,+1, dann

limy o0 [ frndA = [glim, oo frdA.

Sei f : R — R eine beliebige Lebesgue integrierbare Funktion. Dann ist

F(x) = [; /If#)|f(t) dA(t) eine auf [0, 00] stetige Funktion.

i) | i) | i) | iv) | v)

Aufgabe 2)

i)
ii)

iii)

iv)

v)

Wenn M C R" eine Lebesgue messbare Menge ist und f : R — R" Lipschitz, dann
ist auch f(M) Lebesgue messbar.

Wenn f : (0,1)2 — R lipschitz ist, dann gilt fol fol flz,y)dedy = fol fol f(z,y) dydz.
Die Funktion f(z,y) = 1—-cos((|z|+|y|)™%), a > 0, ist integrierbar genau dann wenn
o> 1.

Die Léange L einer Kurve ¢ : [0, 1] — R™ ist durch ihr Bild ¢([0, 1]) eindeutig bestimmt.
Sei U = {(z,y) : 1 <a?+y?> <4} CR?und f: U — U eine C'-Funktion, so dass
Df(z) fir jedes z € U Rang zwei hat. Dann ist f ein Diffeomorphismus.

i) | i) | i) | iv) | v)




Aufgabe 3) Die Funktion f : R? — R sei definiert durch

f(z,y) = xe_””4y2(1 + arctan(z? + y1)).
Zeigen Sie, dass f Lebesgue messbar ist. (3 Punkte)
Ist f iiber R? beziiglich des Lebesguemafes (endlich) integrierbar? (5 Punkte)



4

Aufgabe 4) Beweisen Sie, dass fiir alle x € R

1 6—12(u2+1)
9(x) = /0 a1

existiert und dass lim;_,~ g(x) = 0 gilt.
Zeigen Sie, dass g auf R differenzierbar ist, und dass

xT
g (z) = -2 / e~ dt fiir alle z € R.
0

Leiten Sie daraus (unter Betrachtung der Ableitung beider Seiten) her, dass

T 2
g(z) —g(0) = — (/ e_t2 dt) fur alle z > 0.
0

Zeigen Sie, dass hieraus fooo et dt = @ folgt.

(3 Punkte)

(4 Punkte)

(3 Punkte)
(2 Punkte)



Aufgabe 5) Die Abbildung ¢ : (0,/%) x (0,1) x (=1,1) — R? sei definiert durch
o(x,y, z) = (sin(z?), y? sin(z?), 23 cos(22%))7,
wir betrachten ihr Bild
M = ¢((0, \/Z) x (0,1) x (=1,1)).

Finden Sie unter Benutzung der Transformationsformel das Lebesguema$i A(M). (6 Punkte)

Bestimmen Sie mittels des Satzes von Fubini das Lebesguemafl A(M). (4 Punkte)

Hinweis: Eine zweckdienliche Darstellung von M kann nitzlich sein.
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Aufgabe 6) Zeigen Sie, dass die Gleichung
esin(zy) + I‘2 _ 2y -1

in der Ndhe von x = 0 eindeutig nach y aufgelést werden kann. (4 Punkte)

Sei die obige Losung gegeben durch y = g(x). Zeigen Sie, dass die Funktion g bei z = 0
einen kritischen Punkt hat. Klassifizieren Sie diesen. (3 + 3 Punkte)



