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Aufgabe 13. Sei u € L}, (R") und es gelte die Mittelwertungleichung
u(z) < ]{B( )u(y) dy fiir fast alle z € R™ und fiir alle r > 0.
Zeigen Sie, dass —Au < 0 in D/(R™), d.h.
/ u(x)(—Ap)(z)de <0 fir alle p € C°(R™), p > 0.

Hinweis: Untersuchen Sie zuerst den Spezialfall u € C?(R"). Im allgemeinen
Fall betrachten Sie die Regularisierung u® = 7. * v mit € — 0.

Aufgabe 14. Sei U C R" offen und beschriinkt, und fiir x € U sei ¢” €
C?(U)NC(U) so dass

Ap®(y) =01in U,
¢*(y) = ®(z —y) auf 9,

wobei ® das Newton’sche Potential ist. Zeigen Sie, dass die Funktion

(z,y) = ¢"(y)
stetig ist auf U x U.

Losung. Fangen wir mit dieser Bemerkung an: falls v € C?(U) N C(U) und u
harmonisch ist, dann ||ul|¢(gy < ||[ullc(av)- Der Beweis ist eine direkte Folgerung
des Maximumprinzips.

Sei (z,7) € U x U. Wir wollen beweisen: fiir alle & > 0 existiert 6 > 0 so
dass

107 (9) — ¢ (y)| < e
falls
|z —Z| + |y — 7] < 4.

Sei dann € > 0. Wir haben

107 (9) — 6" ()| < 167 (9) — " ()| + 167 (y) — " (y)!.

Die Funktion y + ¢®(y) ist stetig auf U. Deswegen existiert d; > 0 so dass

67(5) — ¢"(y)] < /2
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falls |g — y| < 3.
Betrachten wir jetzt die harmonische Funktion U 3 y — ¢%(y) — ¢%(y) fiir
x “neben” T. Wir haben fiir alle y € U

67 (y) = " (W) < 19" = " llc@) < 16" =" llcor) < 12(@ =) = 2(z =) o(@)-

Die Funktion
B(z,n) x oU > (z,y) = ®(z —y),

(fiir 1 so klein, dass B(z,n) C U) ist stetig auf einer kompakten Menge, deswegen
ist gleichmiiig stetig. Insbesondere existiert d, > 0 so dass

(@7 —y) — @z —y) <e
fir alle © € B(Z,62) und y € OU. In anderen Wortern
[®(Z =) = @(z —)lcv) <e

Der Beweis ist komplett, indem wir 6 := min{d;, do} wiihlen.

Aufgabe 15. Sei u € C3(B(0,1)) N C(B(0,1)) und Au =0 in B(0,1), und sei
n € C°(B(0,1)) mit n(0) = 1.

(i) Zeigen Sie, dass A > 0, unabhéngig von u, geeignet gewiihlt werden kann,
so dass die Funktion w := n?|Du|? + \|ul|?

Aw > 0in B(0,1)

erfiillt.
(ii) Folgern Sie daraus die Abschéitzung

|Du(0)]?> < A max |ul?.
8B(0,1)

Aufgabe 16. Seien «, 5 € N zwei Multiindizes, wobei Ny = {0,1,2,...}. Sei
q €]0,1). Beweisen Sie, dass

S e B
_ | _ +n
=5 (@=p)! (1-4q)
Hinweis: Fiir einen Multiindex o« € N*| o = (1, g, . .., ), sind

al = a1l as! - ap!,

la] =1+ a4+ + ay.

Losung. Es ist immer eine gute Idee, wenn wir ein schwieriges Problem haben,
zunéchst eine einfachere Version des Problems zu betrachten. In diesem Fall
betrachten wir den Fall n = 1. Wir sollen die Gleichung

Al N 6
k;o (k- ko)!q (1= gyt o
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beweisen.
Wenn dieser Ausdruck noch schwierig ist, dann konnen wir zunéchst den
Ausdruck fiir kg = 0 gucken:

= k! > 1
=) d'=1— (7)
k=0 k=0

und natiirlich ist (7) wahr (fiir ¢ € [0,1)).
Fiir ky = 1 ist der Ausdruck (6)

<. K 3 s _ 1
D LD DL 2 ®)

k=1

Es ist nicht schwierig, zu sehen, dass (8) von (7) erhalten werden kann, indem
wir (7) nach ¢ ableiten. Wenn wir noch eine Ableitung nach ¢ nehmen, dann
erhalten wir (6) fir ko = 2

k! o= _ 2
D L DL

k=2

und so weiter, durch vollstindige Induktion, kann mann (6) fiir alle kg beweisen.
Betrachten wir jetzt die linke Seite von der Gleichung in beliebiger Dimen-
sion:

_al e
2 a—a

az>f

-y ¥ ¥ alag!- - an! g1 =B1)H(az—Ba) b (=)
(ar — f1)l(ag — B2)!- - (an, — Bn)!

a1 >fp1 az>fPa2 an>Pn '

_ o! a1 —p1 ! az—P2 . ! an—Pn
B Z (al_ﬂl)!q Z (a2_/62)!q Z (O‘n_ﬂn)!q .

a1 >p1 az>f2 an>Pn

Fiir jeden Ausdruck
Olj! a;—B;
7(] J J
2 (aj = Bj)!

a;>pB;

kénnen wir den eindimensionalen Fall (6) verwenden und dann erhalten wir

Z - @ P = B!

a; >B; (aj - 6])' (1 - Q)ﬁj_‘—l’
Deswegen
D U U L P . L
= (a=p)! (1—q)tt (1 —q)Pett (1—q) !
> 5
T g

14



