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1) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Zeigen Sie
a) Wenn (Ai)

∞
i=1 ⊂ A und A ∈ A, dann folgt aus A ⊂

⋃∞
i=1Ai dass µA ≤∑∞

i=1 µAi. [Hinweis: Zeigen Sie zuerst B ⊂ C ⇒ µB ≤ µC und betrachten
Sie Mi = (A ∩ Ai) \

⋃
j<iAj.]

b) Wenn (Ai)
∞
i=1 ⊂ A und Ai ⊂ Ai+1 dann µ(

⋃∞
i=1Ai) = limi→∞ µAi. [Hinweis:

Betrachten Sie Bi = Ai \ Ai−1.]
c) Wenn (Ai)

∞
i=1 ⊂ A, Ai ⊃ Ai+1 und µ(A1) <∞ dann µ(

⋂∞
i=1Ai) = limi→∞ µAi.

d) Ist c) ohne die letzte (zusätzliche) Voraussetzung gültig?
6 Punkte

2) Sei (Ai)
∞
i=1 eine Folge von Mengen. Wir bezeichnen mit lim supi→∞Ai die Menge

aller Punkte, die für unendlich viele i in Ai sind, und mit lim infi→∞Ai die Menge
aller Punkte, die für alle bis auf endlich viele i in Ai sind.

Welche der beiden folgenden Formeln bezeichnet lim supi→∞Ai und welche
lim infi→∞Ai? Begründen Sie Ihre Antwort.

∞⋃
i=1

∞⋂
j=i

Aj ,
∞⋂
i=1

∞⋃
j=i

Aj.

Sei nun (X,A, µ) ein endlicher Maßraum, d.h. µ(M) <∞. Zeigen Sie

µ(lim inf
i→∞

Ai) ≤ lim inf
i→∞

µ(Ai) ≤ lim sup
i→∞

µ(Ai) ≤ µ(lim sup
i→∞

Ai),

und belegen Sie durch Beispiele, dass alle Ungleichungen scharf sein können. Welche
Ungleichung gilt nicht mehr, wenn wir die Voraussetzung µ(X) <∞ weglassen?

6 + 1∗ Punkte

3) Sei (X, %) ein metrischer Raum, und M ⊂ X wird als metrischer Unterraum
(M,%|M×M) betrachtet.
a) Zeigen Sie, dass U ⊂ M in (M,%|M×M) offen ist gdw. es ein G ⊂ X offen in

(X, ρ) gibt, so dass U = G ∩M . [Hinweis: Betrachten Sie G =
⋃
{B(x, r) :

x ∈M & B(x, r) ∩M ⊂ U}.]
b) Zeigen Sie, dass {A ∩ M : A ∈ Bor(X, %)} eine σ-Algebra auf M ist und

schließen Sie aus a), dass diese Bor(M,%|M×M) enthält.
c) Beweisen Sie, dass {A ⊂ X : A ∩M ∈ Bor(M,%|M×M)} eine σ-Algebra auf

X ist, die Bor(X, %) enthält, und schlußfolgern Sie also nachstehende Rela-
tivierungsformel für Borelsche Mengen:

{A ∩M : A ∈ Bor(X, %)} = Bor(M,%|M×M).
3+2+3 Punkte

4) a) Sei A ⊂ [0, 1]. Beweisen Sie, dass A Lebesgue-messbar ist (A ∈ Mλ) genau
dann wenn λ(A) + λ([0, 1] \ A) = 1.



2

b) Finden Sie ein äusseres Maß µ auf der Menge X = {1, 2, 3} mit µ(X) < ∞,
so dass das Resultat von a) nicht gilt, d.h. es gibt ein A ⊂ X mit A /∈ Mµ

obwohl µ(X) = µ(A) + µ(X \ A).
c) Sei µ ein beliebiges äusseres Maß auf dem Rd und M ⊂ Rd eine lokale Null-

menge, dass heisst für jedes x ∈ M gibt es ein ε > 0 mit µ(B(x, ε)∩M) = 0.
Zeigen Sie, dass µ(M) = 0. 5+4∗+2 Punkte

Wie immer gilt: begründen Sie Ihre Aussagen sorgfältig!
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