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Wichtig: Alle Abgaben sind mit Namen, Matrikelnummer, Übungstermin
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Diese Übung geht nicht in die reguläre Wertung ein. Sie können
hier bis zu 16 Zusatzpunkte sammeln.

Aufgabe 1 (2+2 Punkte).
1) Sei I ⊆ R ein Intervall und seien f, g : I → R stetige Funktionen. Sei
α ∈ R \ {0, 1}. Es sei z eine differenzierbare Funktion auf I mit z(t) > 0 für
alle t ∈ I. Wir setzen y(t) := (z(t))1/(1−α) für t ∈ I. Zeigen Sie: y erfüllt die
sogenannte Bernoulli-Differentialgleichung

y′(t) = f(t)y(t) + g(t)(y(t))α für t ∈ I

genau dann, wenn

z′(t) = (1− α)(f(t)z(t) + g(t)) für t ∈ I

gilt.
2) Bestimmen Sie eine Lösung der Differentialgleichung

y′(t) = −y(t)− et(y(t))3 für t ≥ 0

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1/2.

Aufgabe 2 (1+2+1 Punkte).
Sei f : R→ R eine differenzierbare Funktion. Wir betrachten die sogenannte
Clairautsche Differentialgleichung

y(t) = ty′(t) + f(y′(t)). (1)
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1) Zeigen Sie: Für alle c ∈ R definiert yc(t) := ct+ f(c) eine Lösung von (1).
2) Angenommen g : R→ R ist eine differenzierbare Funktion mit f ′(g(t)) =
−t für alle t ∈ R. Sei y(t) := tg(t) + f(g(t)) für alle t ∈ R. Zeigen Sie, dass y
ebenfalls eine Lösung von (1) ist.
3) Bestimmen Sie eine nichtlineare Lösung der Differentialgleichung

y(t) = ty′(t) + (y′(t))2.

Aufgabe 3 (2+2 Punkte).
1) Zeigen Sie

arctan(x) + arctan(1/x) =

{
π/2 für x > 0,

−π/2 für x < 0.

2) Zeigen Sie

arcsin(x) + arccos(x) =
π

2

für alle x ∈ [−1, 1].
(Hinweis: Leiten Sie jeweils die linke Seite nach x ab.)

Aufgabe 4 (2+2 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit
Hilfe der l’Hospitalschen Regeln (begründen Sie insbesondere, warum diese
angewendet werden dürfen).

(a) lim
x→0+

cos(x)− 1√
x

(b) lim
x→0+

x2 sin(1/
√
x)

sin(x)
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