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Lösungen bitte zur Übung am 12. Januar 2018 mitbringen

Aufgabe 45. Sei u 2 C2(R⇥ R) mit @2
t

u� @2
x

u = 0. Zeigen Sie die Identität

u(x+ h, t+ k) + u(x� h, t� k) = u(x+ k, t+ h) + u(x� k, t� h)

für alle x, t, h, k 2 R.

Aufgabe 46. Sei g 2 C2
c

(Rn) und u 2 C2(Rn ⇥R) eine Lösung der Wellenglei-
chung

@2
t

u��u = 0 Rn ⇥ R
u = g t = 0

@
t

u = 0 t = 0,

mit u und @
t

u beschränkt. Sei

v(x, t) =
1

(4⇡t)1/2

ˆ 1

�1
e�

s

2

4t u(x, s)ds.

Zeigen Sie, dass v die Lösung der Wärmeleitungsgleichung

@
t

v ��v = 0 Rn ⇥ (0,1)

v = g t = 0

ist.

Aufgabe 47 (Die Kirchho↵’sche Formel für n = 3). Sei g 2 C2(R3) und

u(x, t) := t

 
@B(x,t)

g(y) dS(y).

Zeigen Sie, dass
(i) u 2 C2(R3 ⇥ (0,1)),

(ii) @2
t

u��u = 0 in R3 ⇥ (0,1).

(iii) falls g kompakten Träger hat, dass

|u(x, t)|  C

t
in R3 ⇥ (0,1),

für ein C > 0.
Hinweis zu (ii): Zeigen Sie, dass @

t

�
@B(x,t) g =

�
@B(x,t) @⌫g und benutzen

Sie die Green’sche Identität.
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Aufgabe 48 (Die Poisson’sche Formel für n = 2). Sei g 2 C2(R2) und

u(x, t) :=
1

2⇡

ˆ
B(x,t)

g(y)

(t2 � |x� y|2)1/2
dy.

Zeigen Sie, dass, falls g kompakten Träger hat,

(i) für jedes x 2 R2 ein C
x

existiert so dass

|u(x, t)|  C
x

t
für t > 0.

(ii) eine Konstante C > 0 existiert so dass

|u(x, t)|  C

t1/2
in R2 ⇥ (0,1),

Hinweis zu (ii): Zeigen Sie, dass ein C > 0 existiert so dass

sup
x

ˆ
B(0,1)\B(x,")

1p
1� |y|2

dy  C"

3/2
.
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