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Aufgabe 9. Sei u € C1(R"). Verwenden Sie den Divergenzsatz von Gauss mit
Vektorfeld u(x)z, um die Formel

/B(O,R) u(x)dr = /OR /aB(o,r) u(x)dS(x)dr

fiir alle R > 0 zu beweisen.

Aufgabe 10. Sei U C R” offen und beschriinkt und u € C*(U) N C°(U),
f € C°(U) eine Losung von

—Au=f inU, u=0 auf oU.

Beweisen Sie, dass
[l @y < Cllfll L= @),
wobei C' eine Konstante ist, die nur von n und dem Durchmesser d von U
abhéngt.
Hinweise: der Durchmesser von U ist gegeben durch d := sup{|z —y| : =,y € U}.

Vergleichen Sie u mit Parabeln und verwenden Sie das Maximumprinzip fiir subhar-
monische Funktionen.

Aufgabe 11 (Distributionelle Ableitungen). Sei u(x) := |z| fiir alle z € R die
Betragsfunktion. Bestimmen Sie die erste und zweite distributionelle Ableitung
von u (genau genommen von T,).

Losung. Schreiben wir zunéchst die Definition von Distribution. Sei U C R™
offen. Es gibt zwei Definitionen, die d4quivalent sind.

Definition A. Eine Distribution auf U ist eine lineare Abbildung T :
C*®(U) — R die die folgende ,,Stetigkeitseigenschaft” hat: fiir alle K C U,
K kompakt, existiert eine Konstante C' = C(K) und eine Zahl n = n(K) € N
so dass

< [}
(@)l <C(K) ) max|D%|

|| <n(K)

fiir alle ¢ € C°(U) mit supp ¢ C K.



Bemerkung: In der Unterricht habe ich wahrscheinlich eine falsche Defi-
nition auf der Tafel geschrieben!

Sei jetzt ¢ € C(U), k € N, eine Folge und sei ¢ € C°(U). Wir sagen,
dass ¢ — ¢ in C°(U) falls ein K C U kompakt existiert, so dass supp ¢ C K
fiir alle £ und

D%pi. — D%p gleichméfig in K

fiir alle Multiindizes «.

Definition B. Eine Distribution auf U ist eine lineare Abbildung T : C°(U) —
R so dass T auch ,,stetig” ist, d.h. T'(¢x) — T(p), falls pr — ¢ in C(U).

Wie gesagt, sind die zwei Definitionen dquivalent (das ist eine gute Ubung:
der Beweis ist dhnlich dem Beweis, dass ein linearer Operator auf einem Ba-
nachraum stetig ist genau dann, wenn er beschrinkt ist).

Sei jetzt u € L, (U). Wir kénnen immer der Funktion u eine Distribution
T, durch

Tu(p) = /U u(a)p(x)dz. (4)

assoziieren. Es ist nicht schwierig, zu sehen, dass T, eine Distribution ist (d.h.
linear und stetig im Sinn von Def. A oder B: das auch ist eine gute Ubung!).

Sei jetzt T eine Distribution auf U und sei « ein Multiindex. Die a-Ableitung
von 7T ist durch die Formel

(D°T)(p) = (~)IT(D%), ¢ CZ(U),

definiert. Noch eine gute Ubung: zeigen Sie, dass DT eine Distribution ist (d.h.
linear und stetig). Insbesondere, wenn U = R, wir haben

T'(p) = =T(¢"). (5)

Betrachten wir jetzt die Funktion u(x) = |z|. Natiirlich v € L, und des-

wegen konnen wir die Distribution T, betrachten, die durch (4) definiert ist,
d.h.

Tu(x):/oo |x|<p(m)dx:/ooo xgo(:v)dx—/o () da.

— 00 — 00

Die erste (distributionelle) Ableitung von T, ist durch (5) definiert. Deswe-
gen
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T, (p) = —Tulp
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wobei wir verwendet haben, dass die Funktion z¢(x) gleich Null ist in —oo0, 0, oo,
da ¢ kompakten Tréger hat. Wir haben dann

Ty (p) = / N sign(z)ez,

wobei
1, x>0,
sign(z) :=<¢0, x=0,
-1, z=-1,

)

die Vorzeichenfunktion ist. In anderen Worter, ist 70, = Tiign- Wir kénnen dann
sagen, dass die Vorzeichenfunktion die Ableitung von |z| ist ,,im distributionellen
Sinn*“.

Berechnen wir jetzt, die zweite Ableitung von T, i.e. die erste Ableitung
von T):

T, (p) = =T, (¢")

= - /jo sign(x)y’ (x)dx

0 oo
:/_Oocp (x)dx—/o o(z)dz
= ¢(0) + ¢(0)
= 2¢(0),

wobei wir wieder verwendet haben, dass ¢ kompakten Tréger hat. Dann ist die
zweite distributionelle Ableitung von T, die Distribution die jeder ¢ € C°(R)
die Zahl 2¢(0) zuordnet.

Wichtige Bemerkung: In diesem Fall ist 7/ nicht eine Distribution der
Form T} fiir eine Funktion f € L;, (R)!

loc
Die Distribution T'(¢) := (0) wird Dirac Delta genannt und mit dem Zei-
chen &y bezeichnet. So T, = 24.

Aufgabe 12. Sei n > 3. Veréndern Sie den Beweis der Mittelwertformel und
zeigen Sie damit, dass

1 1 1
ule) = ][BB@,R) ) AW = Datm) /B@,R) <|x e Rn?) Auly) dy

fiir alle u € C?(R?) und = € R®, R > 0, wobei a(n) = Vol(B(0,1)).
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