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5-A (a) Seien [K,+,-] ein Korper (mit Nullelement 0 und Einselement 1) und U eine nichtleere Teilmenge
von K. Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) [U,+,] ist ein Unterkorper von [K, +, ], d.h. die Teilmenge U von K bildet beziiglich der in K
definierten Addition und Multiplikation selbst einen Korper.

(ii) Es sind folgende drei Bedingungen erfiillt:
(o) U enthélt mindestens zwei Elemente.
(8) Fiir alle uy,us € U gilt uy —ug € U.
(y) Fiir alle u; € U und alle uy € U \ {0} gilt wyuy' € U.
(b) Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Zahlen der Gestalt o + 3v/2, wobei o und 8 aus Q sind,
beziiglich der in R definierten Addition und Multiplikation einen Korper bildet.

5-B Welche der folgenden Mengen M sind Unterrdume der angegebenen K-Vektorraume V7
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(e) M ={f €R_qq : f(—x) = f() fiir alle € [~a,a]}, V = R|_4,q], wobei a € (0, +00) ist, K = R.

5-C Seien V; und V5 Unterrdume eines K-Vektorraumes V. Weisen Sie nach, dass W := V; U V5 genau dann
ein Unterraum von V ist, wenn V; C V5 oder V5 C V) gilt.

5-D Es bezeichne s die Menge aller Folgen (z;)72; reeller Zahlen, wobei Folgen (z;)32; und (y;)32; aus s
genau dann als gleich angesehen werden, wenn z; = y; fiir alle j € N gilt.

(a) Zeigen Sie, dass sich s mit der wie folgt definierten Addition und Vielfachbildung als Vektorraum {iiber
R erweist: Fiir alle (z;)52; und (y;)52; aus s und alle o € R seien (z;)32; + (y;)32 := (25 +y;)5=
und ;)52 = (ax;) 72,

(b) Weisen Sie nach, dass die Teilmenge m aller beschriankten Folgen aus s ein Unterraum von s ist.
(¢) Weisen Sie nach, dass die Teilmenge ¢ aller konvergenten Folgen aus s ein Unterraum von m ist.
(d) Fiir p € R bezeichne c, die Menge aller konvergenten Folgen (z;)32; aus s mit jhﬁrgo xj = p. Unter-

suchen Sie, fiir welche p € R die Menge ¢, ein Unterraum von c ist.

5-7Z Sei K ein Korper mit Nullelement 0 und Einselement 1. Falls keine positive ganze Zahl p derart existiert,

2
dass > 1 = 0 ist, so heifit K ein Korper der Charakteristik 0. Falls eine positive ganze Zahl p mit
j=1

2
>~ 1 =0 existiert, so wird die kleinste solche Zahl p als Charakteristik von K bezeichnet.
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=

a) Sei p € Nund K ein Korper der Charakteristik p. Begriinden Sie, dass p eine Primzahl ist.

(
(b) Sei p eine Primzahl und K ein Korper der Charakteristik p. Begriinden Sie, dass dann K mindestens
p verschiedene Elemente enthalt.

(¢) Geben Sie je ein Beispiel fiir einen Korper mit Charakteristik 0;2 und 3 an!



