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Aufgabe 53. Verwenden Sie die Methode der Charakteristiken, um die folgen-
den Cauchyprobleme zu 16sen:

(a) 2101w+ 2200u = 2u, u(xy,1) = g(x1).
(b)  x101u + 2x209u + O3u = 3u, u(ry,x2,0) = g(x1, z2).

(¢) uwhhu+du=1, u(x,z1)= %xl.

Aufgabe 54. Sei B : R” — R” ein glattes Vektorfeld und sei X (s) = X(s;x,t)
die Losung der GDG )
X =B(X), X(tz,t)=uz,

wobei X = 0, X.
(a) Sei
J(s,x,t) :=detD, X (s;x,t)

die Jacobi-Determinante. Beweisen sie die Euler’sche Formel

9,J = divB(X).J.

Hinweis zu (a): Betrachten Sie zuniichst den Fall n = 2. In dem allgemeinen Fall
verwenden Sie die Definition der Determinante mit Permutationen.

(b) Zeigen Sie, dass
u(z,t) = g(X(0;2,1))J (0, 1)

eine Losung des Cauchyproblems
Owu + div(uB) =0, in R" x (0, 00),
u=g, auf R" x {t=0}.
Hinweis zu (b): zeigen Sie, dass u(X (¢, z,0),t)J(t,z,0) = g(z).

Losung. (a). Wir beweisen, dass d,J = divB(X)J (in Dimension n), indem
wir die Definition der Determinante mit Permutationen verwenden, genauso,
wie wir gemacht haben in Dimension n = 2. Wir haben

81X1 82X1 anXl
e S
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Deswegen

detD, X = Z €a aa(l)Xl 30(2)X2~ e 'ao(n)Xna
O'GSn

wobei S5, ist die symmetrische Gruppe, d.h. die Gruppe von allen Permutationen

von {1,...,n} und ¢, ist das Vorzeichen der Permutation o € S,,. Wir berechnen

jetzt die 05 Ableitung, indem wir die Leibnizregel verwenden:

0s(detD, X)
= EJZ[ o (1) X1+ Oo(j—1) X 1]3 (0s(j)X; ){3o<j+1>Xj+1“'3o<n>Xn}
g€S, j=1

(Ableitung ds und Jy(;) umtauschen)

=D < Z [ o) X1 O (j—1) X ]ag(j)(asxj) [0a<j+1>Xj+1 - 5a<n>Xn}
ogES, j=1

(wir verwenden die GDG 0, X; = B;(X)

=2 EUZ[ o)Xt Do) X1 0o ) (B3 (00) [ G40 K41+ Doy X
ocESy, j=1

(wir verwenden die Kettenregel )

= 502[ o) X1+ Do(j—1) X~ 1]ZakB X)0a () X [60(j+1)Xj+1~-~6U(n)Xn}

ocESy 7=1 k=1

(wir tauschen die Summen und die Terme um)

=D hBi(X) ) e {f%(l)Xl"'30(3'71))(.7'—1}80(;'))(% [8g(j+1)Xj+1---8g(n)Xn}
Jik=1 g€Sn

(wir teilen die Summe fiir j, k in zwei Teilen: j = k und j # k)

= Za Bj(X) )« {50(1))(1 ' -~8J(j_1)Xj,1}8,,(j)Xj [8o(j+1)Xj+1 ' "8o(n)Xn}

oeSy

+Y 0Bi(X) Y e [3o<1>X1'“3a<j—1)Xj71}aa<j>Xk {3a(j+1)Xj+1 ~-~a,,(n)Xn].
j#k c€Sn

Der erste Term in der letzen Summe ist genau divB(X)J. Es ist noch zu be-
weisen, dass der zweite Term gleich null ist. Wir beweisen, dass fiir alle festen
j #k, es gilt

> & {30(1>X1"‘3a<j—1)Xjfl}3a<j>Xk [5a<j+1>Xj+1"'5a<n>Xn} =0. ()
g€Sy

Wir machen die folgenden Bemerkung. Sei o € S,, die Permutation
> ( 1 2 e j . k e n )
o(1) o2 -+ o) - olk) -+ oln) )’
Da j # k, gibt es in S, eine andere Permutation &, so dass
5 < 1 2 .. j ... k .. n >
o(l) o(2) - ok) .- a(G) -+ aln) )7
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Auflerdem, 5 = —¢,, da ¢ kann von o erhalten werden mit einer Vertauschung
zweier Zahlen. Betrachten wir jetzt in der Summe in (1) nur die Termen, die o
und & entsprechen:

€c0o1) X1+ 0o () Xk Oo (k) Xk *** O (n) Xn + €505 (1) X1 -+ O5(j) X+ O3 (k) Xk * O5.(n) X
= €605(1) X1 O (3 Xk = O (k) Xk * * * O () X — €605(1) X1+ O (k) X+ O (jy Xk * + * O () X
=0.

Wie ich in der Unterricht gesagt habe, gibt es auch einen zweiten (und
vielleicht schoneren) Beweis von der Gleichung 0sJ = divB(X)J. Wir haben
J =detD,X. Um 9sJ = 0;detD,X zu berechnen, wollen wir die Kettenregel
verwenden, wie folgt.

Wir betrachten die Funktion “Determinante” als Funktion von dem Raum
von Matrices M™*" = R™” in R;

det : M™" =~ R™ 5 R,

Die Ableitung (das Differential) von det in einem bestimmten Punkt A € M™*™
ist eine lineare Abbildung

(Ddet)(A) : M™™ R, B+ (Ddet)(A)[B].

Berechnen wir das Differential von det im Puntk A = I, wobei I die Iden-
titdtsmatrix ist. Dank der Definition von Differential, haben wir fiir alle B €
M'HXTL

D(det)(1)[B] = lim det (I + 53;) —det(1).

Wenn B = (b;;), dann

1+ Eb11 €b12 s Ebln
ebaq 1+ebyy - gbay,
Ebnl 1_|_5bnn

Deswegen
det([ + EB) = (1 + Ebll)(l + Eb22) cee (1 + Sbnn) + 52(' .- )

Es ist nicht wichtig, was ist der letzte Term (---). Wichtig ist, dass dieser Term
durch den Koeffizient 2 multipliziert wird. Deswegen

det(I+eB)=1 +€ijj +E%(---).
j=1
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Deshalb

D(det)(1)[B] = lim S+ EB) = det(])

e—0 g

e—=0 ¢

1 n
hm|:1+82bjj+€2("')1

j=1

=lim > by +e()

j=1

=D by
j=1

= Spur(B).
Fazit: das Differential von det im Punkt A = [ ist die lineare Abbildung Spur.
Wir wollen jetzt das Differential von det bestimment fiir eine beliebige Matrix
A. Nehmen wir zunéchst an, dass A invertierbar ist. Wir haben

(Ddet)(A)[B] = lim det(A 4 £B) — det(A)

e—0 I
. det((I +eBA™)A) — det(A)
= lim
e—0 g
I+eBA 1Y) —1
= lim det(l +¢ ) det(A)
e—0 g

= Spur(BA™")detA.
Man kann bemerken, dass (detA)A~! = (cofA)T und dann
(Ddet)(A)[B] = Spur(BA~!)det A = Spur(BA’ldet(A)) = Spur(B(cofA)T)

und man kann beweisen, dass diese Formel auch fiir Matrices A gilt, die nicht
invertierbar sind. Wir brauchen aber nur die Formel

(Ddet)(A)[B] = Spur(BA™!)det(A), (m)

da wir nur mit den Matrizen D, X arbeiten, die invertierbar sind.
Wir kénnen jetzt die Ableitung 9sJ = 0s(detD,X) berechnen, indem wir
die Kettenregel verwenden:

sJ = (Ddet)(DyX)[0s Dy X]
(wir tauschen die Ableitungen um) = (Ddet)(D,X)[D,0sX]
(wir verwenden die GDG) = (Ddet)(D,X)[D,(B(X))]
(noch einmal Kettenregel) = (Ddet)(D,X)[DB(X)D,X]
(Formel (m)) = Spur DB(X)DIX(DIX)*l)det(DIX)

- Spur(DB(X) det(D, X)
(da Spur(DB) = divB) = divB(X)det(D, X).

(b) Wir zeigen jetzt den Hinweis zu (b), d.h. wir zeigen, dass
u(X(t,2,0),t)J(t,z,0) = g().
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Wir bemerken zunéchst, dass die Identiét
X(0,X(t,z,0),t) =z

gilt, dank der Definition von X und der GDG X = B(X). Deswegen, wenn wir
die letzte Gleichung nach z ableiten, erhalten wir (noch einmal Kettenregel)

DIX(O, X(t,z,O),t) DX (t,2,0) = I,

wobei I die Identitétsmatrix ist. Wir kénnen jetzt die Definition von u verwen-
den:

u(X(t,x,O),t)J(t,x,O) =g X(O,X(tw,O),t)J(O,X(t,:E,O),t) J(t,z,0)

(
- g(X(o, X(t,,0), t) det [DIX (0, X(t,,0), t) D, X(t,z, 0)}

Mit der Hilfe von dem Hinweis, kénnen wir jetzt Punkt (b) beweisen. Wir
starten mir der Gleichung in dem Hinweis:

u(X(t, x,0), t) J(t,x,0) = g(x)

und wir ableiten beide Seiten nach ¢:
d
= {u(X(t,x,O),t)J(Lm,O)} = 0. (n)

Wir berechnen jetzt die Ableitung auf der linken Seite:

d
= [u (X(t, z,0), t) J(t,x, 0)]
(Leibnizregel)

_ % {U(X(t,m, O),t)} J(t,z,0) + u(X(t,x,O),t) %J(t,x, 0)

(Kettenregel und Teil (a) der Ubung)

- Dmu<X(t, x,0), t) 8 X (t,,0)J(t,x,0) + 6tu(X(t, x,0), t) J(t,z,0)
+ u(X(t, ,0), t) divB(X (t,z,0))J(t, z,0)

(die GDG X = B(X))

- Dwu(X(t, z,0), t)B(X(t, 2,0))J(t,z,0) + atu(X(t, z,0), t) J(t,z,0)
+ u(X(t, z,0), t) divB(X (t, z,0))J(t, z,0)

(Leibnizregel)

- [atu(X(t,x,O),t) +div(B(X(t,x,O))u(X(t,x,O),t))}J(t,x,O).
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Deswegen, da J(t,z,0) # 0, fir alle (z,t)
Oru(X (t,,0),1) + div(B(X (t,2,0))u(X (t,2,0),1) ) = 0.
Da die Abbildung z — y := X (¢, z, 0) invertierbar ist, erhalten wir fiir alle (y, ¢):

du(y, t) + div(B(y)u(y,t)) = 0.

Die Anfangsbedingung gilt, da X (0,z,0) = « und J(0,z,0) = 1.

Aufgabe 55. Seien F': R — R™ und ¢ : R™ — R glatte Funktionen. Betrachten
Sie die skalare Haltungsgleichung d;u + divF (u) = 0 in der dquivalenten Form

Ou+ F'(u) - Du=0 inR" x (0,00) (12)
mit Anfangsbedingung
u(z,0) = g(x) auf R"™ x {0}.

(a) Finden Sie die charakteristischen Gleichungen und zeigen Sie, dass die An-
fangsbedingung eine nicht-charakteristische Nebenbedingung entspricht.

(b) Finden Sie die Parameterdarstellung der Losung u und zeigen Sie, dass die
Losung u die Gleichung

u = g(z — tF'(u) (13)
erfiillt.
(¢) Umgekehrt, zeigen Sie, dass, falls u die Gleichung (13) erfiillt und
1+tDg(x — tF' (u)) - F"(u) # 0,
dann u eine Losung von (12) ist.
Lésung. (a). Wir arbeiten wie in der Ubung 53. Die PDG ist
Ou + F (u)01u + Fi(u)dou + -+ + F} (u)Op(u) = 0.

Eine mogliche Parametrisierung von der Hyperfliche I' = R x {0} C R*+!,
wo die Anfangsbedingung definiert ist, ist die folgende. Der Parameter ist s =
(s1,-.-,8n) € R™ und die Parametrisierung ist

t=0, x1 =51,...,Tn = Sp.

Die Charakteristiken sind durch die folgenden GDG definiert (wir verwenden 7
als Parameter von der Kurve, d.h. der Punkt bezeichnet die Ableitung nach 7):
T(r,s) =1, T(0,s) =0,
Xi(r,8) = Fi(u), X1(0,s) = s1,
Xn(1,8) = Fjy(u), X,(0,5) = sy,
U(r,s) =0, U(0,s) = g(s).
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Die Losungen dann sind

U(r,s) = g(s),
T(r,s)=r,
Xj(7,8) = Fj(g(s))T + 55, ji=1,....n

und dann ist die Parameterdarstellung der Losung:

u(Fi(g(s))7 + 51,0, Falg(s)7 + 50, 7) = g(s). (o)
Um eine explizite Form der Losung zu finden, sollten wir die Abbildung & :
(1,81, 8n) > (t,x1,...,2y) invertieren, die durch
t=r,
x1 = X1(7,8) = F|(9(s))T + s1,

(p)
xn = X (7,8) = F} (9(8))T + sn,

definiert ist. Wir konnen das hier nicht explizit machen, da wir die Funktionen
g und F nicht explizit kennen. Aber wir kénnen zeigen, dass ® lokal invertier-
bar ist neben T', d.h. dass die Anfangsbedingung eine nicht charakteristische
Randbedingung entspricht. Um das zu zeigen, sollen wir beweisen, dass das
Differential D®(0, s) invertierbar ist fiir alle s € R”. Das Differential ist

D®(0,s) =

wobei I die Identitdtsmatrix ist und * bezeichnet Zahlen, die uns nicht interes-
sieren. Die Determinante von D® ist dann

detD®(0,5) =1 #0,

und dann ist D® invertierbar in einer Umgebung von (0, s) fiir alle s € R™. In
anderen Wortern entspricht die Anfangsbedingung eine nicht charakteristische
Randbedingung.

(b). Wir schreiben noch einmal die Parameterdarstellung (o) und den Va-
riablenwechsel (p) in einer kiirzeren Form:

u(F'(g(s))7 +5,7) = g(s),

und
{x = F'(g(s))T + s,

t =r7.

Aus dem Variablenwechsel erhalten wir

{8 =z — F'(g(s))t =z — F'(u)t,

T =1,
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und dann
u(x,t) = g(x — F'(u)t).

(¢). Wir werden hier die folgende Notation fiir Ableitungen verwenden. Sei
f:R™ = R™. Das Differential D f(z) im Punkt 2 € R™ ist entspricht eine m xn
Matrix. Mit dieser Notation, falls f : R® — R, dann das Gradient D f(z) von f
in z ist ein Zeilenvektor, nicht ein Spaltenvektor!

Diese Notation ist niitzlich, wenn wir die Kettenregel verwenden wollen.
Némlich, falls

R" L R™ % RY,
dann
D(go f)(x) = Dg(f(x))Df(x).
Néamlich, auf der linken Seite haben wir eine d x n Matrix, und auf der rechten
Seite haben wir das Produkt zwischen eine d x m und eine m x n Matrix.

Sei jetzt u so dass

u(z,t) = g(z — tF'(u(z,t))).

Wir berechnen die Ableitungen nach ¢
Oyu = Dg(x — tF'(u)) [ — F'(u) — tF"(u)@tu} .

und nach z
D,u = Dg(x — tF'(u)) [I - tF”(u)Diu} ,
wobei noch einmal I die Identitédtsmatrix ist.
Wir wollen beweisen, dass u die Gleichung diu + F’(u)D,u erfiillt. Nach
unserer Notation, sollen wir das Skalarprodukt F’(u)- Dyu als DyuF"(u) schrei-
ben. Namlich, D,u ist eine 1 x n Matrix und F’(u) ist eine n x 1 Matrix. Das

Skalarprodukt ist dann das Matrixprodukt D uF"’(u).
Wir haben dann

dyu + DyuF (u)
= Dg(z — tF'(u [ F'(u) — tF"(u atu} + Dg(x — tF'(u)) [I - tF”(u)Dmu} F'(u)
(u)

= —Dg(z — tF'(u)
+ Dg(z — tF'(u)

VF'(u) —tDg(z — tF'(u))F" (u)dpu

VE'(u) — tDg(x — tF’(u)) "(u)DyuF’ (u)
= —tDg(x — tF'(u))F" (u) [@u + Dqu’(u)} .

Deswegen

{1 4 tDg(x — tF’(u))F”(u)] [@u + Dqu’(u)] = 0.

Da
I +tDg(x —tF'(u))F" (u) # 0,

erhalten wir
Ou+ DyuF'(u) = 0.
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