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Aufgabe 37. Sein = 1, g : R — R beschrinkt und stiickweise stetig (d.h.
stetig bis auf endlich viele Spriinge), und

1 o z—y)?>
u(x,t):\/ﬁ/ e~ g(y)dy zeR, t>0.

Zeigen Sie, dass

(9(zt) +g(z7)) fiir alle z € R.

DN =

}% u(z,t) =

Losung. Sei
1

P(x,t) := 76_‘“2/(4”7 reR, t>0.
(1) VAt
Wir wissen dass fj;o ®(x,t)dr =1 fiir alle ¢ > 0 und @ ist symmetrisch in .
Deswegen
/ b(z, t)dx = / b(z, t)de = =.
—00 0 2
Wir haben
1
_Z H_ = -
u(z,t) ~ 3(e™) ~ 390
+oo
— [ e - vtgldy - 5oa") - jola)

0 0
= / Oy, t)g(x — y)dy — / D(y,t)g(x™)dy

— 00 — 00

+o0 Foo
[ attgte =0 - [ 0 0ga )y
0

— / ®(y,t)[g(z —y) — g(z™h)]dy

-~
+/ D(y,t)[g(x —y) — g(z7)]dy
0

Sei jetzt € > 0. Da f stiickweise stetig ist, existiert ein § > 0 so, dass:
o fiir alle z € R, falls z < z und |z — z| < d, dann |g(2) — g(z7)| < ¢;

e fiir alle z € R, falls z > x und |z — x| < §, dann |g(z) — g(zT)| < e.
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Wir koénnen dann schreiben

uet) = Jale) - 390

0 “+o0o
S/ <1>(y7t)!9(m—y)—g(x+)\dy+/o D(y,t)|g(z —y) — g(x™)|dy

— 0o

_5 0
= / (y,t)|g(x —y) — g(=zh)|dy + /_5 (y,t)|g(x —y) — g(=™)|dy

— 00

+4

+oo
+/6 ¢(y,t)|g(x*y)*g(w’)|dy+/o D(y,t)|g(x —y) — g(z™)|dy

<2yl [ B0y
R\[—6,6]
Wir wissen schon (aus der Vorlesung), dass, fiir festen 6 > 0,

/ O(y,t)dy — 0 mit t — 0.
R\[-4,6]

Deswegen
i T 1, .
limsup |u(z,t) — 5g(z") — 59(z7)| < 22+ 2[|g L= limsup D(y, t)dy
t—0 2 2 t—0 R\[—46,6]

< 2e.

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, erhalten wir

lim sup
t—0

u(e.t) — Lola®) - g@—)‘ 0

Aufgabe 38 (Der Approximationssatz von Weierstrafl). Benutzen Sie die Dar-
stellung der Losung der eindimensionaler Wirmeleitungsgleichung in R als u(x,t) =

[ ®(z — y,t)g(y) dy um folgende Aussage zu beweisen:

Sei f € C([a,b]); es existiert eine Folge von Polynomen {Py(z)} so dass

Py (x) — f(z) gleichméBig auf [a, b].

Hinweis: Definieren Sie eine geeignete Erweiterung g € BC(R) von f und betrach-

ten Sie die dazugehorige Losung u(z, t).

Losung. Wir fangen mit zwei Bemerkungen an.

e Sei P = P(z), x € R, ein Polynom. Sei g € C.(R). Dann ist P x g ein

Polynom.
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Beweis: Sei P(x) = Zi\;o arx®. Dann

“+o0
Pxg(z)= 3 P(x —y)g(y)dy
+oo N
= / > ar(z —y)*g(y)
— k=0

éak /:o]z: (l;) ay* I g(y)dy
>

k k . +00 ‘
a, ( .)wj / y’f‘Jg(y)dy}
k=0 j=0 -

und der letzte Ausdruck ist ein Polynom in x.

e Seien @y, P, N € N, Funktionen in C(R). Falls &y — ® gleichmifig auf
kompakten Mengen, mit N — oo, dann &y * g — @ x g gleichméBig auf
kompakten Mengen, fiir alle g € C.(R).

Beweis: Es gilt

+o0 Foo
by xg(r) — P *g(x)‘ = ‘ /_ Oy (z—y)g(y) — /_ O(z —y)g(y)dy
+oo
< / |On (2 — y) — Bz - )| lg(y)ldy
+oo
S H(PN - (I)||L°°(xfsuppg)/_ |g(y)|dy

< H@N - q)HLw(zfsuppg)||g(y)HL1dy — 0 mit N — oo.

Wir konnen jetzt den Satz von Weierstral beweisen. Sei g eine Erweiterung
von f (d.h. g = f in [a,]), so dass g € C.(R). Der Wirmeleitungskern ® hat

der Form ) )
B(z, 1) = ———el71*/(40) = \If<x>
(%) Vart Vart VAt

wobei

Da ¥ analytisch ist, gilt
U(r) = Z a,rk.
k=0
und der Konvergenzradius ist +o00. Sei dann (fiir N € N)

N
Uy(r):= Z apr®.
k=0

Da der Konvergenzradius +oo ist, ¥y — W gleichméfig auf kompakten Mengen.

Sei jetzt
1 T
dy(z,t) = —VUn|—= ).
vl t) = T N(m)
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Die Konvergenz ¥y — W impliziert die Konvergenz ®x(-,t) — ®(-,¢) mit
N — oo, fiir feste Zeit ¢ > 0. AuBerdem, ist @ (t) ein Polynom, und dann auch
O (t) x g, dank der ersten Bemerkung. Wir haben dann (N und ¢ sollen noch
festgelegt werden):

||‘I)N(i)*9*f||Lx([a,b]) < || @ (£) % g — B(E) % gll oo [a,)) + || B(E) x g — g1l oo ([a,b)) -

Sei e > 0. Sei t so klein, dass || () xg — g Lo ([a,5])) < € (# existiert, dank Satz 57
aus der Vorlesung). Fiir diese feste Zeit £, sei N so grof, dass || ®x (£) g — ®() »
gllze((a,p) < € (diese N existiert, dank der zweiten Bemerkung). Wir haben
dann

[@x (@) %9 = Fl 1o 0,01y < 26

In anderen Wortern, fiir alle e > 0, haben wir ein Polynom gefunden (®y (%) *g)
so0, dass ||<I>N(f) *g— f||LOO([a o) < 2¢. Das endet den Beweis.

Aufgabe 39. Betrachten Sie die Wirmeleitungsgleichung in (—, 7) mit peri-
odischen Randwerten:

Ou—0%u = 0 in(—m,7) x (0,00)
u(—mt) = wu(mt) firt>0
u(z,0) = f(x) fir z € [-m, 7],

wobei f € C(R) periodisch ist, d.h. f(z) = f(x + 2).
(i) Sei u € C?(R x (0,00)) N C(R x [0,00)) eine periodische Losung, d.h.
u(z + 2w, t) = u(x,t). Zeigen Sie, dass

u(z,t) = Z apetke

kEZ

fiir Koeffizienten ay, € C, und schreiben Sie v in Form einer Faltung als u(z,t) =

[T K(x—y,t) f(y)dy.
(ii) Sei

U(x,t) = Z@(m +27mk,t) fir z € [-m, 7] und t > 0,
kEZ

wobei ® der Wiirmeleitungskern in R ist. Zeigen Sie, dass z — ¥(x,t) zu C*(R)
gehort und 2w —periodisch ist fiir alle ¢ > 0. Berechnen Sie die Fourierkoeffizi-
enten von ¥(z,t) und folgern Sie, dass ¥(x,t) = K(x,t).

(iii) Zeigen Sie, dass fiir alle t > 0

K(z,t)de =1 und K(x,t) > 0.

—T
(iv) Beweisen Sie, dass die Formel in (i) tatséchlich fiir jede 2 —periodische
Funktion f € C[—w, 7] die Losung des Anfangswertproblems ist (d.h. u(z,t) —
f(x) mit t — 0).
Hinweis: in (iv) schreiben Sie K (z,t) = ®(x,t)+&(x, t) mit |E(z, )] < Ct~1/2e~/t
fiir « € [—7, 7] und verwenden Sie den Beweis von Satz 57.
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Losung. Es fehlte noch Punkt (iv) zu diskutieren. Wir definieren

1 2
E(x,t) := Z e ler2mkl?/(4t) € [—m, .
P VAant

Beweisen wir zuniichst, dass |£(z,t)| < Ct~1/2e=¢/  fiir geeignet gewihlte Kon-
stanten C, ¢ > 0. Wir haben

1 2 1 2
E(x,t) = e—\m+27‘rk| /(4t) _ e—c/t €|r+27rk\ (c—1/4)/t7
(1) Z Vart Vamt Z

E£0 k#0

so dass, wenn wir z.B. ¢ = 1/8 wiihlen, erhalten wir

1 2
E(x,t) = ———e /8¢ el 2mk|?/(81) .
)= Vimi kgo )

~

Wir wollen dann beweisen, dass eine Konstante C' > 0 existiert (unabhénghig
von t, ), so dass

Zef|m+27rk\2/(8t) <C.
k#0
Wir haben

—+oo —0o0
Ze—\ac+2ﬂk|2/(8t) _ Ze—|x+27rk\2/(8t) + Z €—|ac+27rk\2/(8t).
k#0 k=1 k=—1

Fiir festen € [—m, 7] und fir & > 1, haben wir
e let2mk?/(80) < o—Iul*/(81) figy alle y € lx+2(k—1)m z+ 2kn]

und dann auch (durch Integration in dy)

r+2km
oo a2k ?/(80) < / el /(80) g
z+2(k—1)m

Deswegen fiir die Summe in k = 1,2,..., erhalten wir

+oo 400
Zef\m+27rk|2/(8t) < Zefla:+27rk\2/(8t)
k=1 k=1

+oo 1 x+2km R
<> eI/ (8 gy
=1 T Jo+2(k—1)m
“+ o0
<1 v/ gy,
2T J_
Gangz dhnlich,
e .
1
S emleramk/ s < %/ eI/ (80 gy
k=—1 -
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Deshalb
2 1 +OO 2 +OO 2
S emloznnf?/ 60 7/ el /(80) g, g/ eIy = /7
™
k#0 —oo —o0

wobei die letzte Ungleichung gilt, falls ¢ < 1 (und das ist genug fiir uns, da wir
den Limes ¢ — 0 betrachten wollen). Deswegen, dank (j),

1
Vat

Aus dem letzen Formel folgern wir, dass £(x,t) — 0 mit ¢ — 0, gleichmifig in
x. Deshalb

E(x,t) < e 1/ (81,

+

u(z,t) — f(z)| = K(y, t)f(z —y)dy — f(x)

—T

+m

| k@ [y - f(x)}dy‘

—T

+m +m
=/ Sy —y)— f@]dy+ [ E@ [ —v) — f@)]dy

—T —T

+m +m
<[ owolie-v - f@lay+ [ Ew ol ) - Fa)ldy

oo i
<[ ety - f@ldv+ [ ol -y - f@)dy.

Der erste Term konvergiert gegen 0, dank Satz 57 aus der Vorlesung. Fiir den
zweiten Term konnen wir die folgenden Abschéiitzung machen:

“+m
/ S@vt)lf(wfy)—f<z>|dys4ﬂ|f\\w%€’”<8t>,

—T

und der letzte Term konvergiert gegen 0 mit ¢ — 0.
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