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Lösungen bitte zur Übung am 3. November 2017 mitbringen

Aufgabe 13. Sei u 2 L1
loc

(Rn) und es gelte die Mittelwertungleichung

u(x) 
 
B(x,r)

u(y) dy für fast alle x 2 Rn und für alle r > 0.

Zeigen Sie, dass ��u  0 in D0(Rn), d.h.
ˆ
Rn

u(x)(��')(x)dx  0 für alle ' 2 C1
c

(Rn), ' � 0.

Hinweis: Untersuchen Sie zuerst den Spezialfall u 2 C2(Rn). Im allgemeinen
Fall betrachten Sie die Regularisierung u" = ⌘

"

? u mit " ! 0.

Aufgabe 14. Sei U ✓ Rn o↵en und beschränkt, und für x 2 U sei �x 2
C2(U) \ C(Ū) so dass

��x(y) = 0 in U,

�x(y) = �(x� y) auf @U,

wobei � das Newton’sche Potential ist. Zeigen Sie, dass die Funktion

(x, y) 7! �x(y)

stetig ist auf U ⇥ U .

Aufgabe 15. Sei u 2 C3(B(0, 1)) \ C(B(0, 1)) und �u = 0 in B(0, 1), und sei
⌘ 2 C1

c

(B(0, 1)) mit ⌘(0) = 1.
(i) Zeigen Sie, dass � > 0, unabhängig von u, geeignet gewählt werden kann,

so dass die Funktion w := ⌘2|Du|2 + �|u|2

�w � 0 in B(0, 1)

erfüllt.
(ii) Folgern Sie daraus die Abschätzung

|Du(0)|2  � max
@B(0,1)

|u|2.
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Aufgabe 16. Seien ↵,� 2 Nn

0 zwei Multiindizes, wobei N0 = {0, 1, 2, . . . }. Sei
q 2 [0, 1). Beweisen Sie, dass

X

↵��

↵!

(↵� �)!
q|↵��| =

�!

(1� q)|�|+n

.

Hinweis: Für einen Multiindex ↵ 2 Nn, ↵ = (↵1,↵2, . . . ,↵n

), sind

↵! := ↵1! ↵2! · · ·↵n

!,

|↵| := ↵1 + ↵2 + · · ·+ ↵
n

.
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