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1 Einfiihrung

1.1 Beispiele

A. Linearer Transport
Transport eines Stoffes mit Konzentration u(z,t) in einer Strémung mit
Geschwindigkeit b(z, t):
Opu + bz, t) - Vu = 0. (1)

B. Schwingende Saite
Auslenkung u(z,t) einer an beiden Enden eingespannten Saite mit Spann-
kraft T" und konstanter Dichte p:

0Pu = %(‘ﬁu (2)

C. Elastisches Membran/Korper
T
O*u = —Au. (3)
p

D. Diffusion
Diffusion eines Stoffes mit Konzentration u(z,t) in einem Medium mit Dif-
fusivitét a > 0:
Oru = aAu. (4)

E. Wirmeleitung
Verteilung der Temperatur u(z,t) in einem Medium mit Wérmeleitfahigkeit
a>0:
Oru = aAu. (5)

F. Black-Scholes Gleichung
Wert einer Européischen Option V(S,t) mit Basiswert S zum Zeitpunkt ¢,
bei einem risikofreien Zinssatz r > 0 und Volatilitdt o > 0:

oV +1rSosV + %&S%’)@V =7rV. (6)

G. Stromungspotential
Stromungspotential einer stationéren, wirbelfreien, inkompressiblen Fliissigkeit
ohne Reibung:
A¢ = 0. (7)

Die Geschwindigkeit ist gegeben durch u = V.



2 Die Poissongleichung und Harmonische Funk-
tionen

2.1 Green’sche Formeln

Proposition 1. Sei U C R" offen, beschrénkt und mit C'! Rand und dusserem
Normalvektor v. Seien u,v € C?(U). Dann gilt

(i) fU Au = BU%
(ii) [; Vu-Vo=— [ vAu+ [, g—zv

(iil) [ uAv —vAu = aUU%fvg—Z

2.2 Lo6sung im Ganzraum

Definition 2. Das Newton’sche Potential ist die Funktion ® : R™ \ {0} — R

gegeben durch
— st log |z n=2,
P(x) = { °n 1 1 > (8)

n(n—2)a(n) |z|*—2 =

/2

wobei a(n) = Vol(B1(0)) = Tn/21)"

Proposition 3. Fiir alle e > 0

Brs
piialp— 9
/aBsw) I ©

Satz 4. Sein > 2, f € C*(R") und
u(w)i= [ = u)f)dy (10)

Dann u € C?(R") und —Au = f in R™.

2.3 Mathematische Interpretation der Fundamentallésung

Definition 5. Sei D = C°(R™). Eine Folge f;, konvergiert in D gegen f (f% EN
f) falls

(i) D*fr — D*f gleichmissig in R™ fiir alle o Multiindex,

(ii) Es existiert ein K C R™ kompakt, so dass fi = 0 auf R™ \ K fiir alle k.



Definition 6. Eine Distribution 7" ist eine lineare und stetige Abbildung D —

R, d.h.

1. aus fj N f folgt T(fx) — T(f),
2. T(af +bg) =aT(f)+bT(g) fir a,b €R, f,g € D.
NoTaTION fiir die Menge der Distributionen: D’

Definition 7. Sei T' € D'. Dann
(D°T)(¢) := (—1)*IT(D*¢)

fiir alle ¢ € D.

Proposition 8. Sei ® das Newton’sche Potential. Dann

“AD =6, inD

2.4 Mittelwerteigenschaft

NOTATION:

5,
Uy = —— u(y) dy
][Br(m) a(n)r™ /g, (a) (®)
)
U = —— u(y) dS(y
][SBT(a:) na(n)r*=t Jap, (z) (v) dS()

Definition 9. Eine Funktion u € C?(U) heifit
e harmonisch falls Au =0 in U,
e subharmonisch falls —Au < 0in U,

e superharmonisch falls —Awu > 0 in U.

Satz 10 (MWE). Sei U C R" offen, u € C*(U) und B,(z) C U.

(i) Falls Au=0in U, so gilt

u(z) = ][ u= ][ u.
0By (z) By(x)

(ii) Falls —Au <0 in U, so gilt

£
=
IN
I
g
&
S

(11)

(12)

(13)

(14)



Lemma 11. Sei U C R” offen und u € C(U). Folgende sind dquivalent:
() u(@) = £, 5, () u fiir alle B,(z) C U,

(ii) u(z) = fp () v fiir alle By.(z) C U.

Satz 12. Sei U C R" offen und u € C?(U). Falls
][ u=u(x) firalle B.(z) CU, (18)
9B, (z)

dann gilt Au = 0.

2.5 Maximumprinzip, Eindeutigkeit, Harnack’sche Unglei-
chung

Satz 13 (schwaches Maximumprinzip). Sei U C R™ offen und beschriinkt, u €
C?(U)NC(U) und —Au < 0 in U. Dann gilt

max ¢ = maxu. (19)
T oU

Satz 14 (starkes Maximumprinzip). Sei U C R offen, beschrinkt und zusam-
menhiingend. Sei u € C?(U)N C(U) und —Au < 0 in U. Dann gilt entweder
(i) u(z) < maxgy u fiir alle x € U,
oder
(ii) w = const. in U.

Korollar 15. Sei U C R" offen und beschrénkt, g € C(9U), f € C(U). Es gibt
hochstens eine Funktion v € C%(U) N C(U) mit

—Au = finU (20)

u = g auf oU. (21)

Satz 16 (Harnack’sche Ungleichung). Sei U C R™ offen und V' CC U offen und
zusammenhéngend. Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(U, V) so dass

supu < ¢ infu (22)
v U
fiir alle v € C?(U) mit Au = 0 und u > 0.

Satz 17 (Hopf’sches Maximumprinzip). Seiu € C?(Br(0))NC(Bg(0)) harmo-
nisch in Br(0) und z¢ € dBg(0) ein striktes Maximum von w, d.h. u(xg) > u(x)
fir alle # € Bg(0). Dann gilt

o0 (o) 2 S (utag) - wl0)).




2.6 Regularitat

Lemma 18. Es existiert eine radialsymmetrische Funktion 7 € C2°(B1(0)) mit
n>0und [,,n=1

NOTATION: fiir € > 0 heifit die Familie

ein glattender Kern.

Lemma 19 (Regularisierung). Sei U C R™ offen, ¢ > 0 und U, = {z € U :
dist(z,0U) > €}. Sei f € L}, .(U) und

loc
folz) = /U ne(e—y)f(y)dy fir o e U.. (23)

Dann gilt
(i) fe € C=(U,),

(ii) Falls f € C(U), dann f. — f gleichméBig auf kompakten Teilmengen von
U,

(iii) f. — fin L}, (U).
(iv) fe(z) — f(z) fiir fast alle z € U.

Satz 20. Sei U C R" offen und w € C(U) mit der Mittelwerteigenschaft. Dann
ist w € C°(U).

Korollar 21 (Harnack’scher Konvergenzsatz). Sei U C R™ offen und zusam-
menhéngend. Sei uy eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen.
Falls es ein y € U gibt, fiir welches die Folge {uy(y)} beschrinkt ist, so konver-
giert up auf jede zusammenhéngende offene Teilmenge V' CC U gleichmaéssig
gegen eine harmonische Funktion.

Satz 22 (Quantitative Abschétzungen). Sei U C R™ offen und w harmonisch
in U. Dann gilt

Ck

Do) < ok [l (24)
r +k BT(mo)

fiir alle B,.(x) C U und alle Multiindices o mit |a| = k.
Dabei gilt
1 2" k)
Com o= FR ks (25)
a(n) a(n)



2.7 Analytizitit

NotATION: Ny = {0,1,2,...}. Ein Multiindex ist ein Element o € Nj mit

Ordnung || := a1 + - - - + . Die a-Ableitung einer Funktion ist
ooy
QL — A« [e253
D%y = 9 0w =0y ... 0 u.
Fir z € R" und a € Njj sei 2® = 2" ...2%" und o! = ! -+ - @, !, Mit der

iiblichen Definition der Binomialkoeffizienten

(5) = s =7

gelten die iiblichen Formeln (fiir « € Nj und uw,v € C*):

(@+y)* =) <O‘> T (Binomialformel)
B<a
D% (uv) = Z (g) DPuD* Py (Leibnizformel)
BLa
1
u(z) = Z aDau(O)xa + R, (Taylorformel)
lo| <k

wobel bei letzterem

«

Rpy= > w+4)ZLA11—tﬁD“MmQﬁ.

|a|=k+1

Definition 23. Sei U C R" offen und f: U — R.
(1) f heifit analytisch in xg € U falls 3 > 0 und f, € R fiir o € N} so dass

f@) =" falw—mz)* fiir alle z € By(x0),

aeNy

wobei die Summe absolut konvergiert.
(ii) f heit analytisch in U falls f in jedem Punkt x € U analytisch ist. Wir
schreiben dann f € C*(U).

Satz 24. f € C¥ genau dann, wenn

(i) feC=(U),

(i) fur alle kompakten Teilmengen K C U existiert M, r > 0 so dass

|Df(x)| < Mla|lr=1*1 fiir alle 2 € K, o € NJ.



Satz 25 (Analytische Fortsetzung). Sei U C R™ offen und zusammenhiingend,
feC¥U).Falls zg € U so dass D* f(zo) = 0 fiir alle @ € N§, dann ist f(z) =0
fir alle z € U.

Satz 26. Sei U C R” offen und u : U — R harmonisch. Dann gilt u € C*(U).

Korollar 27. Sei U C R” offen und zusammenhéngend, und » harmonisch in
U. Falls z¢ € U so dass D*u(zg) = 0 fiir alle « € Ny, dann ist u(z) = 0 fiir alle
zeU.

2.8 Verhalten bei oo

Satz 28 (Liouville). Sei u € C?(R™) harmonisch und beschriinkt. Dann ist u
konstant.

Korollar 29. Sei n > 3 und f € C?(R"). Jede beschriinkte Losung von
—Au=f aufR" (26)
ist von der Form
u=®*f+c (27)

wobel ® das Newton’sche Potential und ¢ € R eine Konstante ist.

Satz 30 (Multipolentwicklung). Sei n > 3, f € C?(Bg(0)) und u eine be-
schrankte Losung von
—Au=f auf R™ (28)

Dann gilt fiir alle £ = 0,1,2,... und fiir |[z| > 2R

Rk+1
ua) == 3 aD"B(w)| < Corpimr /B S )
R

lo| <k

wobei Uy € R und
(_1)‘04 a
fa="—F fy)y* dy.
Q. BR(O)

Korollar 31. Sei n > 3 und u € C?(R™ \ Bz(0)) harmonisch und beschrinkt.
Dann existieren u, fo € R und Konstante Cj, so dass

Rk+1

jal<k



Lemma 32. Sei u € C2(R™). Dann gilt

/\D2u|2dx:/ |Au|? d. (31)
R" R™

Satz 33. Sei f € C2(R") und u = ® x f. Dann gilt

/|D2u|2dx:/ 12 da. (32)

2.9 Die Cauchy-Riemann Gleichungen

Sei f: U C C — C reell differenzierbar. Mit der Identifizierung = + iy ~ (z,y),
C ~ R? ldsst sich f auch als Funktion U C R? — C auffassen. Dann gilt

fz+w) = f(2) +0f(2) - w+ df (2) - 0 + of|w]), (33)
wobei

Definition 34. . )
8:5(896—1'81,), 325(8x+i8y). (34)

Satz 35. Sei f: U C C — C reell differenzierbar. Dann ist f holomorph in U
genau dann, wenn 9f(z) = 0 fiir alle z € U.

Fiir f = u + iv ist die (komplexe) Differentialgleichung df = 0 fquivalent
zu dem (reellen) partiellen Differentialgleichungssystem (die Cauchy-Riemann

Gleichungen)
{Bmu = Oyv (35)

Oyu = —0,v

Satz 36. Sei U C R? offen. Falls f : U — C holomorph mit f = u+iv, dann sind
w und v harmonisch in U. Umgekehrt, jede harmonische Funktion v : U — R
ist lokal der Realteil einer holomorphen Funktion, d.h. fiir alle Kreisscheiben
D C U existiert eine holomorphe Funktion f: D — C so dass u = Rf in D.

2.10 Die Poisson’sche Darstellungsformel

Motivation. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten im R? ~ C mit z =
re'?:
2 1 L o
Au = 0;u+ —0ru + —dyu.
r T



Das Dirichletproblem in der Kreisscheibe B(0,1) C R? lautet

(36)

Au=0 in B(0,1),
u=g auf 0B(0,1),

Losung mittels Trennung der Variablen (Ansatz u(r,d) = F(r)G(0)) fithrt zu
der formalen Summe

u(r,0) = Z apr!Fletk?
k=—o0 (37)

I S
= — T 2z 10 dt-
2 Jo et — z|29(6 )

Satz 37 (Green’sche Darstellungsformel). Sei U C R™ offen mit C' Rand und
dusserem Normalvektor v. Sei u € C?(U) und ® das Newton’sche Potential.
Dann gilt
ou 0P
u(w) = [ [oly-0) 5w -uw) 5, v-0)] d50) - [ e—n)Au(w)dy (35)
ou v v U

fir alle x € U.

Definition 38 (Poissonkern). Sein > 2.

1—|z*> 1
P(x,y) := 39
Lemma 39.
(i) AzP(x,y) =0in By(0) fiir alle y € 0B1(0);
(ii) P(x,y) > 0 fiir alle € B1(0), y € 0B1(0);
(ii) fir alle x| <1
P(a,y)dS(y) = 1;
9B1(0)
(iv) fiir alle z € 9B1(0) und § > 0
lim / P(z,y)dS(y) = 0.
pdm [ PEwisw
Satz 40. Sei g € C(0B1(0)) und
u(z) == faBl(O)g(y)P(m,y) dS(y) fiir |.’L‘| <1, (40)
g(x) fir |x| = 1.

Dann u € C(B1(0)) und w ist harmonisch in B1(0).

10



Korollar 41. Sei B C R" eine offene Kugel und g € C(9B). Das Dirichletpro-
blem

(41)

Au=0 in B,
U=y auf 0B,

besitzt eine eindeutige Losung.

2.11 Die Green’sche Funktion

Definition 42. Sei U C R” offen mit C' Rand. Die Green’sche Funktion fiir
A in U ist eine Funktion G(z,y), definiert fiir € U,y € U,x # y, so dass fiir
alle x € U gilt:

A,G(x,y) =6, in D'(U),

42
G(z,y) =0 fiir y € OU. (42)

Satz 43. Sei U C R offen mit C' Rand und G die Green’sche Funktion. Sei
u € C%(U) die Loésung von

—Au = i
u=f inU, (43)
u=yg auf OU.
Dann gilt
oG
uw) =~ [ S @ewise) + [ Gepfd. @)
ou Oy U
Satz 44. Fiir alle z,y € U mit x # y gilt
G(z,y) = G(y, x). (45)
Definition 45. Die Green’sche Funktion fiir die Einheitskugel By (0) ist
Oz —y)— _ = 0
o) { (e -y) = (lelty - ) @ # o)
®(y) — P(er) =0

Definition 46. Die Green’sche Funktion fiir den Halbraum R? := {z € R" :
xp > 0} ist
Gla,y) = @y — =) — (y — 2), (47)

wobei T := (21,2, ..., Tn_1, —Tp)-

11



Satz 47. Sei g € C(0R"}) beschréankt und
(z) = Jorn 9W)K (z,y) dS(y)  fiir 2, >0,
(@) fir x,, =0,
wobei

2x, 1
na(n) [z —y|"

K(may> =

Dann u € C(R"}) und w ist harmonisch in R

2.12 Die Perron’sche Methode

(48)

(49)

Definition 48. Sei U C R" offen. Eine Funktion u € C'(U) heifit subharmonisch

falls
u(x) < ][ uw fir alle B(z,r) C U.
OB, (z)

Die Funktion heifit superharmonisch falls —u subharmonisch.

Lemma 49. Sei U C R" offen, beschrinkt und zusammenhéngend.

(50)

(i) Sei w € C(U) subharmonisch und v € C(V) superharmonisch so dass

u < v auf OU. Dann

u<v inU oder wu=wvinU.
(ii) Sei u € C(U) subharmonisch, B C U eine Kugel und

o {faB P (z,y)u(y)dS(y) i B,
U in U\ B,

wobei Pg der Poissonkern fiir die Kugel B ist. Dann ist v subharmonisch

inU.
(iii) Falls ug,...,uy € C(U) subharmonisch sind, dann ist
w(z) := max{ui(x),...,un(x)}

auch subharmonisch.

Satz 50. Sei g € C(9U) und

Sy := {v € C(U) subharmonisch : v < g auf U } .

Dann ist

u(z) := sup v(x)
vESy

harmonisch in U.

12



Definition 51. Sei U C R" und zp € OU ein Randpunkt. Eine Funktion
w € C(U) heiit Barriere in x¢ fiir U wenn

(i) w(zg) =0und w > 0in U \ {z0};
(ii) w ist superharmonisch in U.

Der Randpunkt xy heiflt reguldr, falls eine Barriere existiert.

Lemma 52. Sei u = SUP,eg, U Wie im Satz 50. Ist x¢ € QU regulir, so gilt
Jim (z) = g(xo).
Satz 53. Sei U C R"™ offen, beschréinkt. Das Dirichletproblem

Au=0in U
u = g auf OU

ist genau dann lésbar fiir beliebige g € C'(9U), wenn alle Randpunkte xg € 0U
regulér sind.

Lemma 54. Sei U offen, beschriankt, zg € QU und r > 0,yy € R™ so dass

U N B, (yo) = {zo}

d.h. U erfiillt eine dussere Sphdrenbedingung in xq. Dann ist der Randpunkt xq
regular.

Satz 55. Sei U offen, beschréinkt, 2o € OU und o > 1,7 > 0,e € S”~! so dass
Uun {x eR"™: |z — x0| < min(r, a(z — o) - e)} = {z0}

d.h. U erfiillt eine dussere Kegelbedingung in xg. Dann ist der Randpunkt zg
regulér.

2.13 Das Dirichlet’sche Variationsprinzip

Satz 56. Sei U C R offen, beschréinkt mit C* Rand. Sei f € C(U), g € C*(9U)
und u € C?(U) die Losung des Dirichletproblems

Au= fin U,
u = g auf oU.

13



Dann gilt

Iu] = min Ifw],

wobei
Iw] ::/ LVwl> —wfdx
U
und
A={weC?U): w=gaufdU}.

Umgekehrt, falls u € A mit I[u] < I[w] fiir alle w € A, dann 16st « das Dirich-
letproblem.

3 Die Warmeleitungsgleichung

3.1 Losung im Ganzraum

Definition 57. Der Wirmeleitungskern ist die Funktion ® : R x R — R
gegeben durch

1\2

=
O(x,t) = @z O t> 0,
0 £<0.

(51)

Lemma 58.
/ O(x,t)dr =1 fur alle ¢ > 0.

Satz 59. Sei g € BC(R™), d.h. beschrénkt und stetig auf R™, und
u(x,t) = / O(z—y,t)g(y)dy fir x € R, ¢ > 0.
Dann gilt
(i) ue Co(R™ x (0,00)),
(ii) Oru — Au =0in R™ x (0, 00),
(iii) fiir alle 2° € R™:
lim u(z,t) = g(xo).

=z
t—0

Satz 60. Sei f € CZ(R™ x [0,00)) N C.(R™ x [0,00)) und

u(z,t) = / t [ o=t =515 dyds.

Dann gilt
(i) u € C3(R™ x (0,00)),

14



(ii) Owu — Au = f in R™ x (0, 00),
(iii) fiir alle 2° € R™
lim u(x,t) = 0.

Tz
t—0

Korollar 61. Sei g € BC(R"), f € C?(R™ x [0,00)) N Ce(R™ x (0,00)). Dann
16st

t
u(z,t) = / O(x —y,t)g(y) dy + / / O(x—y, t—8)f(y,s)dyds
n 0 n
das Anfangswertproblem

Oy — Au= fin R" x (0,00),
u = g auf R" x {t = 0}.

3.2 Das Maximumprinzip

Sei U C R™ offen und beschrankt, und 7" > 0. Sei Up := U x (0,T] und der
parabolischer Rand: o
FT = UT \ UT.

Satz 62 (schwache Maximumprinzip). Sei u € C?(Ur) N C(Ur) mit dyu = Auw.
Dann

max u = maxu.
Ur I'r

Korollar 63 (Eindeutigkeit). Sei g1,92 € C(I'r), f € C(Ur). Falls ui,us €
C2(Ur) N C(Ur) mit

Owu; — Au; = f in Up,

u; = g; in ',

dann
max |u; — uz| < max|g; — gz
Ur Iz

Satz 64 (Satz von Tychonov). Sei u € CZ(R™ x (0,7]) NC(R™ x [0,T]) so dass

Ou—Au=01in R" x (0,7,
u=gin R" fir t =0,

und es existieren Konstanten a, A > 0 so dass fiir alle z € R™, ¢t € [0,T]
u(z,t) < Aedlel®,
Dann

sup w =supg.
R7 % [0,7] R

15



Korollar 65 (Eindeutigkeit fiir die Tychonov-Klasse). Sei g1, g2 € C(R"), f €
C(R™ x [0,7)) und uq,uz € C(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,7]) mit

8tui — Auz = f in R" x (O,T),
u; = g; in R™ fiir t = 0.

Falls es Konstanten a, A > 0 existieren, so dass uj,us die Bedingung
wi(z,t) < Ae?=l i alle x € R™ t € [0,T)
erfiillen, dann gilt

sup |u1 — us| < max|gi — gal.
R" X [0,7] R

3.3 Regularitit

Lemma 66 (Green’sche Darstellungsformel). Sei U C R" offen, beschréinkt mit
C' Rand, T > 0 und u € C}(Ur) eine Losung von d;u = Au. Dann gilt

u(-’177t) :/ (I)(!L‘ — y,t)'u,(:%()) dr+
U
! ou o
+ /0 /zm Oz —y,t — 5)@(% s) — u(y, S)E(x —y,t—9) dS,ds

fiir alle (x,t) € Up.
Korollar 67. Sei u € C?(Ur) mit d;u = Au. Dann ist u € C*°(Ur).

Definition 68 (Parabolische Zylinder).

C(z,t;7) = Bo(x) x [t — 72, ].

Satz 69 (Quantitative Abschiitzungen). Sei u € C?(Ur) mit d;u = Au. Dann
gilt

o] +2k
‘@kDgu(x, t)‘ < (Cn(|a+2k)>

maX) |ul

T C(z,tyr

fiir alle C(z,t;r) C Ur, fiir alle k =0,1,2,... und o Multiindex.

Korollar 70. Sei u € C?(Ur) mit §; = Au. Dann ist z — u(z,t) analytisch in
U fiir alle (0,T].
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3.4 Fouriertransformation

Definition 71. Sei f € L}, (R"). Die Fouriertransformation von f ist

loc

f) = W /Rn e S f () da.

Definition 72 (Schwartz-Klasse).

S(R™) = {f € C°(R"): fir alle a, § gilt  sup ’anBf(x)’ < oo} .

Lemma 73 (Elementare Eigenschaften der Fouriertransformation). Sei f €

S(R™). Dann gilt fiir f(£):

L fle+y) —  f(Oecy;

2. f(z)e ™ —  f(E+n);

3. fa)  —  ATf(%);

4. Df(x) — (&) f (&)

5. (—ix)*f(z) — Df(&);

6. f(Rt) — f(RE) fiir R e SO(n).

Korollar 74.

feSR") = [feSR").

Lemma 75.
1|2

@)= = f©) = ge

Satz 76 (Riicktransformation). Sei f € S(R™). Dann gilt

_ 1 i
@) = Gy [ e A©)ae.

Lemma 77 (Faltungsformel). Sei f,g € S(R™). Dann f x g € S(R™) und

—

Frg(&) = 2m)"2f(£)4(9).

17



3.5 Energiemethoden

Sei U C R™ offen, beschrénkt und mit C'-Rand, und T > 0.

Lemma 78 (Interne Energie). Seiu € C?(Ur) eine Lésungen der Wirmeleitungsgleichung
Oyu = Au, so dass u = 0 auf U x [0, T). Dann ist

L / lu(z, £)[ da
U

monoton fallend.

Satz 79 (Eindeutigkeit in der Vergangenheit). Seien uj,us € C?(Ur) zwei
Losungen der Wéarmeleitungsgleichung 0;u = Aw, so dass u; = ug auf U X
[0,T]. Dann

ur(z,T) = uo(x,T) VxelU = w3 =ugin Up.

Lemma 80 (Poincaré Ungleichung). Es existiert eine Konstante C' = C(U) so
dass fiir alle u € CY(U) mit u = 0 auf U

/qumSC/ |Vu|? dx.
U U

Satz 81 (Langzeitlimes). Sei g € C(0U) und u € C(U x [0,00)), so dass

Ou—Au=0 inU x (0,00),
u=g aufdU x (0,00).

Dann konvergiert u(z,t) mit t — oo gleichmiiflig gegen die Losung 4 € C?(U) N

C(U) von
A 0 inU,

u
u=g auf OU.

4 Die Wellengleichung

4.1 Die d’Alembert’sche Formel

Satz 82 (Losung in 1D). Sei g € C?(R), h € C*(R) und
1 1ot
u(e.t) = 5 lola+ )+ gl +5 [ b dy

r—t

Dann

18



(i) u € C*(R x [0,00));

(ii) Ou — 0%?u=0in R x (0, 00);

u(z,0) = g(x),

iii) fur alle z € R gilt
(iii) fiir alle x gi {@u(l” 0) = h(x).

4.2 Wellengleichung in 2D und 3D

Lemma 83. Fiir alle £ € R? gilt

sin(|¢]r) 1

&l 4 Jom, 0

e v dS(y).

Satz 84 (Losung in 3D - die Kirchhoffsche Formel). Sei g € C3(R3), h € C?(R3)
und

u(e t) = fa o O+ V) )+ th(4) dS(0)
Dann gilt
(i) u € C2(R® x [0, 00));

(i) 0?u — Au =0 in R? x (0, 00);

'LL(LL‘, 0) = g(l'),

i) fiir alle z € R3 gilt
(iii) fiir x gl {atu(xﬂ):h(x).

Satz 85 (Losung in 2D - die Poissonsche Formel). Sei g € C3(R?), h € C%(R?)
und

B tg(y) +tVg(y) - (y — =) + t*h(y)
(z,1) ]{Bt(m) @ o y7) ds(y).

2
Dann gilt

(i) u € C%(R? x [0,00));

(i) Ofu — Au=0in R? x (0, 00);

u(z,0) = g(),

i) fiir alle z € R? gilt
(iii) fir alle gi {&U(I,O) ~ h(z).
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4.3 Schwingungen

Satz 86. Sei f € C(S') mit Fourierreihe Y, ., axe™*. Dann gilt

2

/ flz) — Z are™®| dr — 0 mit N — oo,

- |k|I<N

und

SlaP =5 [ 5@ de

—1T

Lemma 87. Sei U C R" offen, beschriinkt mit C* Rand. Falls u € C?(U) \ {0}
mit

—Au=Au in U,
u=0 auf 9U,

dann A > 0.

Satz 88 (Eigenwerte und Eigenfunktionen). Sei U C R™ offen, beschrénkt und
mit C! Rand. Dann existieren 0 < A\; < Ay < A3 < ... und ug € C?(U) mit

—Aup = Mug  in U,
ur =0 auf 9U.

Weiterhin gilt Ay, — oo und {uy} ist ein vollstindiges orthonormales System
beziiglich L2.

Satz 89 (Weyl'sche Formel). Sei U C R? offen, beschréinkt mit C'' Rand. Sei
N(A) = #{\x < A}, wobei \; die Eigenwerte sind wie im Satz 88. Dann gilt

OV
i wall g

4.4 Inhomogene Wellengleichung

Lemma 90. Sei k € C™([0,00) x [0,00)) und g(¢) := fot k(t —s,5)ds. Dann ist
g € C™([0,00)) und

g'(t) = k(0,t) + /Ot O k(t — s, s)ds.
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Satz 91. Sein =1,2,3, f € C*(R" x [0,00)) und

umszwwﬂmﬂmm&

wobei
t£7 h(y) dy n=1,
[S@)R](2) = § 38 fp,(0) iz dy 0 =2,
tfaBt(w) h(y) dS(y) n=3.
Dann gilt

(i) ue C*(R™ x [0,00));
(i) 92u — Au= f in R™ x (0,00);
(iii) u(x,0) =0 und dyu(x,0) = 0 fiir alle z.

4.5 Energiemethode
Satz 92 (Energiegleichung). Sei U C R" offen, beschréinkt mit C! Rand. Sei
u € C?(U x [0,T]) so dass

OPu—Au=0 Ux(0,T),
u=0 09U x (0,T).

Dann gilt fiir alle ¢ € [0, 7]

wobel

1
E@t) = 3 /U |0u(x, t) > + |Vu(z,t)|? du.

Korollar 93 (Eindeutigkeit). Sei U C R" offen, beschrinkt mit C' Rand. Es
existiert hochstens eine Losung u € C?(U x [0,7T]) zur Anfangswertproblem in
U.

Satz 94 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sei u € C?(R™ x [0,0)) so
dass
Ofu—Au=0 inR" x (0,00),

und sei u = yu = 0 in By, (xg) fiir ¢ = 0. Dann
u=0in C(xo, o),

wobei
C(zo,t0) = {(z,1) : 0 < t < to, |z — mo| < to — t}.
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Satz 95 (Globale Energiegleichung). Sei u € C?(R™ x [0, 00)) so dass

O*u—Au=0 inR" x (0,00),
u=gund pu=~h in R" fir t =0.

Falls E(0) = £ [on [h]? + [Vg]? dz < oo, gilt
1 2 2
E@) = 3 |Oyul” + |Vul® de = E(0)
RTL

fir alle ¢.

5 Quasilineare PDG erster Ordnung

5.1 Methode der Charakteristiken

Betrachte die Gleichung
a(xayvu)awu+ b(x,y,u)ayu = c(m,y,u), (52)
wobei a,b,c € CH(U x R) und U C R2.

Definition 96. Eine C'-Kurve v : [t1,t2] — R3 heifit characteristische Kurve
der Gleichung, falls

() = F(x(1),

wobei F' = (a, b, ¢). Die Projektion von « in die z,y-Ebene wird Charakteristik
genannt.

Lemma 97. Sei u € C'(U) eine Losung von (52), (z0,%0) € U und zy =
u(zo, yo). Sei y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) eine charakteristische Kurve mit v(0) =
(x07y0320)' Dann

5.2 Das Cauchyproblem

Satz 98. Sei U C R? offen, I C R offen. Sei a,b,c € CY(U x R) und f,g,h €
C(I) und die Cauchy Nebenbedingung nicht-charakteristisch am Punkt Py =

(0, Y0, 20) = (f(s0),9(s0), h(s0)), d.h.
a(o, Yo, 20)9' (s0) — b(20, Yo, 20) ' (s0) # 0.
Dann existiert § > 0 und u € C*(Bs(z0, o)) so dass

adyu+bdyu = ¢ in Bj(xo,yo)
u(f(s),g(s)) = h(s) fiir alle s mit (f(s),g(s)) € Bs(xo,yo)-
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Formulierung des Cauchyproblems in R": sei U C R" offen, b € C1(U x
R;R"), ¢ € C1(U). Sei ferner I € R"~! offen und f,h € C'(I). Gesucht wird
eine Funktion u € C*(U) so dass

b(z,u) - Vu = c(x, u) xeU,
u(f(s)) = h(s) sel.
Charakteristische Kurven sind Kurven v;(t) = (2z(t), 2(¢)) € U x R so dass

dys
dt = F(’Ys)v
’Ys(o) = F(8)7

wobei F' = (b,¢) € CH(U x R;R*") und I' = (f,h) € C(I;U x R). Die nicht-
charakteristische Bedingung ist:

8slfl 8slfn
J=| S
asn,l fl o asn,lfn
bl e bn

5.3 Allgemeine quasilineare PDG

Das allgemeine Cauchyproblem: Sei U C R” offen, I' C U eine glatte
(n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Normalenvektor v. Gesucht wird
u:U — RY so dass

Z ao(D* tu(z), ... u, x)Du(z) + ag(D*u,... u,x) =0 zeU,
|a|=k

ou oF—1y
U=9o, 57 =91 - g TT = Ikl zel, (54)

wobei (aq)|a|=k, @0, (95)j=0,... k—1 vorgegeben sind.

Definition 99. T heiflt nicht-charakteristisch fiir (53), falls

det Zaaua #0 aufl
la|=k

fiir alle Argumente von aq, ag-

Satz 100. Sei I' nicht-charakteristisch. Dann sind aus (53)-(54) alle partiellen
Ableitungen D*u, |a| < k auf T' eindeutig bestimmt,

Satz 101 (Cauchy-Kowalewskaja). Seien alle Daten (a, g,T") analytisch, zy € T’
und sei I' nicht-charakteristisch fiir (53) in . Dann existiert » > 0 und genau
eine reell analytische Funktion v = u(z) in B, (x¢) so dass (53)-(54) in UNB,(z)
erfiillt sind.
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5.4 Singularitiaten

Beispiel: die Burger’s Gleichung

Oru + udyu =0 (z,t) € R?
u(z,0) = uo(x) x €R.

Die Losung u ist konstant entlang Charakteristiken, gegeben durch

x = s+ up(s)t seR.

Daraus folgt, dass, falls uf(s) < 0 fiir ein s, dann sup,, |0, u| — oo fiir t — m
e

6 Zusammenfassung
Lésungsmethoden

1. Trennung der Variablen

2. Entwicklung in eine Potenzreihe

3. Reduktion auf gewdhnliche DG durch Symmetrien

4. Holomorphe Funktionen (Realteil ist harmonisch)

5. Methode der Charakteristiken

Darstellungsformel: Faltung mit Fundamentallgsung/Green’sche Funktion
Fouriertransformation

A priori Abschétzungen und Kompaktheit

© » N o

Variationsmethoden

Wichtige Eigenschaften
Elliptisch —Au = f
1. (starkes) Maximumprinzip

2. Regularitdt, hebbare Singularitéiten, Analytizitéit

Liouville Satz, Regularitéit bei oo

=~ W

Variationsformulierung
5. Mittelwerteigenschaft
6. Randwertproblem wohlgestellt

7. Cauchyproblem nicht wohlgestellt
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Parabolisch d;u — Au = f

© »® N o o e W

. (starkes) Maximumprinzip

Regularitit, sofortige Glittung fiir ¢ > 0, Analytizitit in 2 (aber nicht in
f)

Eindeutigkeit unter Voraussetzungen

Skalierung in « und ¢

Gradientenflussstruktur

unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

Halbgruppeneigenschaft, das Duhamel’sche Prinzip

Cauchyproblem wohlgestellt

Randwertproblem /Riickwiirtsgleichung nicht wohlgestellt

Hyperbolisch 9?u — Au = f

1.
2.

kein Maximumprinzip

keine Regularitit, Fokussierung

zeit-reversibel

endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, Huygen’sche Prinzip
Energieerhaltung

Cauchyproblem vorwiirts/riickwirts wohlgestellt

Randwertproblem nicht wohlgestellt
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