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PROF. EMANUELE SPADARO

Übung 1. (1) Sei ϕ ∈ C∞c (B1) mit
´
ϕ = 1 und ϕ ≥ 0. Weitere für jedes ε > 0 setzen

wir ϕε(x) := ε−nϕ(xε−1). Zeigen Sie, dass für jede Funktion u ∈ Ck+δ(Rn) (mit k ∈ N und
δ ∈ (0, 1]) ist uε := ϕε ? u ∈ Ck+δ(Rn), mit

|uε|k,δ ≤ |u|k,δ und |u|k,δ = lim
ε→0+

|uε|k,δ.

(2) Sei ζ ∈ C∞c (B1) mit ζ(0) = 0 und u ∈ Ck+δ(Rn). Wir setzen ζR(x) := ζ(xR−1).
Zeigen Sie, dass

[u]k+δ ≤ lim inf
R→+∞

[ζR u]k+δ.

Übung 2. Seien k, d ∈ N und δ ∈ [0, 1], so dass 0 < k + δ ≤ d. Für u ∈ Ck+δ(Rn), sei uε
wie in Übung 1 und setzen Sie

[u]′′k,δ := sup
ε>0

εd−k−δ[uε]d.

Zeigen Sie, dass die Seminorme [u]′′k,δ und [u]k,δ äquivalent sind.

Übung 3. Für r ∈ (0, d] setzen wir [u]′′r := [u]′′k,δ mit k + δ = r und k ∈ N und δ ∈
[0, 1). Zeigen Sie, dass r 7→ [u]′′r eine konvexe Funktion ist und erhalten Sie die folgende
Interpolationsungleichung: für alle t > 0, 0 ≤ s ≤ r und u ∈ Ck′,δ′(Rn) mit k′ + δ′ = r + t
(k′ ∈ N und δ′ ∈ [0, 1))

[u]s+t ≤ C(n, r, t) [u]
s
r
r+t [u]

1− s
r

s+t ,

wobei C(n, r, t) > 0 eine dimensionale Konstante ist.

Übung 4. Sei Γ(x, y) die Fundamentallösung der Laplacegleichung:

Γ(x, y) :=

{
1

n(n−2)ωn
|x− y|2−n, n ≥ 2,

− 1
2π

log |x− y|, n = 2.

Seien weiter Ω ⊂ Rn eine beschränte offene Menge (mit ∂Ω glatt), f ∈ Cδ(Ω) (mit δ ∈
(0, 1]) und w(x) := −

´
Ω

Γ(x, y) f(y) dy. Zeigen Sie, dass w ∈ C2(Ω) und ∆w = f .

Anmerkung: 50% = mindestens 2 richtige Hausaufgaben.
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