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2-1. Seien p,q € N und A € CP*4, Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Aussagen:
()" = A (A7) = (A1), (AA')F = (AT)AT (AT A)T = AT (AT)", AT = A7 (AA")Y,
AT = (A*A)T A% ranke(AT) = rankc(A), R(AT) = R(A*),N(AT) = N(A4%).
2-2. Seien p, q und r positive ganze Zahlen.
(a) Seien A € CP*? und B € CP*". Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) R(A) C R(B). (ii) Es gibt ein X € C"*? mit A = BX. (iii) BBTA = A.
(b) Seien A € CP*? und C' € C"*7. Weisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen nach:
(i) R(A*) CR(C*). (ii) Es gibt ein Y € CP*" mit A =Y C. (iii) ACTC = A.

2-3. Uberpriifen Sie, ob es jeweils eine K-lineare Abbildung ® : V — W mit den angegebenen K-Vektorriumen
V und W und den angegebenen Eigenschaften gibt. Geben Sie im Falle der Existenz eine solche K-lineare
Abbildung ® an und untersuchen Sie, ob dann diese K-lineare Abbildung eindeutig bestimmt ist.
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(f) K beliebiger Kérper, ¢ € N,V = W = K% aq,09,...,04 € K; @ : = : fiir alle
Tq Qgg

T1,%2,...,24 € K .
2-4. Seien V und W Vektorrdume iiber dem Kérper K sowie ® : V' — W eine lineare Abbildung.
(a) Weisen Sie nach, dass im Fall der Injektivitdt von ® die wie folgt definierte Abbildung ¥ : Im & — V

eine lineare Abbildung ist:
Fiir jedes w € Im® sei ¥(w) := v, wobei v der eindeutig bestimmte Vektor aus V mit ®(v) = w ist.
(Man nennt ¥ die Umkehrabbildung von ® und schreibt ®~! fiir 0.)

(b) Zeigen Sie, dass im Fall, dass ® ein Isomorphismus ist, auch die Umkehrabbildung ¥ von & ein
Isomorphismus ist.

(¢) Weisen Sie nach, dass im Fall dimgV = dimgW < oo folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) ® ist injektiv. (ii) @ ist surjektiv. (iii) @ ist bijektiv.
Zeigen Sie, dass (im Spezialfall W = V') die Menge aller injektiven linearen Abbildungen ® : V — V
beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen eine Gruppe bildet. In welchen Féllen ist
diese Gruppe abelsch?

2-Z. Seien p,q € N sowie K € {R,C} und A € CP*4. Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) rankA = rank(A*A) = rank(AA*).
(b) N(A) = N(A*A) und N (A) = R(I, — AT A) sowie R(A) = R(AA*).

(c) Sei b € KP. Dann ist das lineare Gleichungssystem Az = b genau dann 16sbar, wenn AATb = b erfiillt
ist. In diesem Fall ist £(A,b) := ATb+ R(I, — AT A) die Menge aller Losungen von Az = b.



