Aufgabe 4 von Blatt 5

Es seien (X, d) ein metrischer Raum, z € X und U C X eine punktierte Umgebung von z.
Weiterhin seien f,,, f : U — K, n € N, beschriankte Funktionen derart, dass

1.) fn gleichméBig gegen f fiir n — oo konvergiert, d.h.
lim ||fn - f“oo =0,
n—oo

2.) fiir jedes n € N die Funktion f,(y) gegen ein a € K fiir y — x konvergiert, d.h.

JdaeKVneN: lim f,(y) = aq,
y—z

Behauptung.
lim f(y) =a

Y=

Beweis. Wir zeigen
Ve>036>0Vye X mit |z —y|<d: |f(ly) —a| <e.

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach 1.) ein N € N s.d. ||fv — flleo < €/2. Fiir dieses
N € N gilt wegen 2.)

lim fy(y) = a,
yg)x

d.h. es gibt ein 6 > 0 (das von £ und N abhéngt) mit
Vye X mit |lx —y| <6 : |fn(y) —al <e/2.
Dann folgt fiir alle y € X mit |z — y| < ¢ auch

[f(y) —al < |f(y) = In@)I + [In() —al <|If = fnllo +6/2<e/2+e/2=¢.

Wir definieren nun die Funktionen f,,,n € N, durch

z", falls 0 < |z] < 1,
f@) = { 2]

1, falls |z| > 1.

Dann gilt fiir 0 < |z| < 1:

lim f,(x) = lim 2" =0
n—oo n—oo

und fiir |z| > 1:

lim f,(z)= lim 1 =1

Also konvergiert (f,(x)), punktweise gegen die Funktion

0, falls 0 < |x| < 1,
o) = g
1, falls |z| > 1.



AuBerdem gilt fiir jedes n € N

lim n =1
aber
y 1 (y)

Diese (Gegen-) Beispiel zeigt, dass gleichméBige Konvergenz von Funktionenfolgen ”punk-
teweise Grenzwerte” iibertréigt, punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen aber nicht. Ins-
besondere kann man dies auf die Eigenschaft der Stetigkeit iibertragen! (Uberlegen Sie sich
wie genau!)



