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PROF. EMANUELE SPADARO

Übung 1. Sei Γ(x, y) die Fundamentallösung der Laplacegleichung:

Γ(x, y) :=

{
1

n(n−2)ωn
|x− y|2−n, n ≥ 2,

− 1
2π

log |x− y|, n = 2.

Seien weiter Ω ⊂ Rn eine beschränkte offene Menge (mit ∂Ω glatt), f ∈ Cδ(Ω) (mit δ ∈
(0, 1]) und w(x) := −

´
Ω

Γ(x, y) f(y) dy. Zeigen Sie, dass w ∈ C2,δ(Ω′) für alle Ω′ ⊂⊂ Ω.

Übung 2. Sei F : Rn × R× Rn → R eine glatte Funktion. Es sei weiter u ∈ C2(B1) ein
Minimierend des Funktional

F(u) :=

ˆ
Rn
F
(
x, u(x),∇u(x)

)
dx,

d.h.
F(u) ≤ F(v) ∀ v ∈ C2(Rn), spt(u− v) ⊂⊂ Rn.

Finden Sie die partielle Differentialgleichung gelöst von u und zeigen Sie, dass u glatt ist,
falls eine Konstante λ > 0 existiert, so dass

∂2
pF (x, z, p) ξ · ξ ≥ λ |ξ|2 ∀ ξ ∈ Rn, ∀ (x, z, p) ∈ Rn × R× Rn

Übung 3. Seien k ∈ N, δ ∈ [0, 1] und Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Dann definiert man ∂Ω ∈ Ck,δ,
falls Konstanten ρ0, K0 > 0 existieren, so dass, für jedes x0 ∈ ∂Ω es gibt eine Abbildung
ψ : Bρ0(x0)→ D ⊂ Rn, wobei D ein Gebiet ist, ψ invertierbar ist und

(i) D+ := ψ(Bρ0(x0) ∩ Ω) ⊂ {xn > 0} und ψ(x0) = 0;
(ii) ψ(Bρ0(x0) ∩ ∂Ω) = D ∩ {xn = 0};

(iii) |ψ|k,δ;Bρ0 (x0) + |ψ−1|k,δ;D ≤ K0.

Zeigen Sie, dass u ∈ C2,δ(Bρ0(x0) ∩ Ω) ⇐⇒ v := u ◦ ψ ∈ C2,δ(D+) mit

1

C
|u|2,δ;Bρ0 (x0)∩Ω ≤ |u|v,δ;D+ ≤ C|u|2,δ;Bρ0 (x0)∩Ω,

wobei C(n, δ,K0) > 0.

Anmerkung: 50% = mindestens 2 richtige Hausaufgaben.
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2 PROF. EMANUELE SPADARO

Hinweise für Übung 1.

(i) Betrachten Sie den Fall Ω = B2 und Ω′ = B1.
(ii) Zeigen Sie die Formula

Dijw(x) =

ˆ
B2

DijΓ(x− y)(f(y)− f(x))dy − f(x)

ˆ
∂B2

DiΓ(x− y)
yj
|y|
dσ(y).

(iii) Seien δ = |x− x̄| und ξ = 1
2
(x+ x̄). Betrachten Sie

|Di,jw(x)−Di,jw(x̄)| = f(x)I1 + (f(x)− f(x̄))I2 + I3 + I4 + (f(x)− f(x̄))I5 + I6,

mit

I1 =

ˆ
∂B2

(DiΓ(x− y)−DiΓ(x̄− y))
yj
|y|
dσ(y),

I2 =

ˆ
∂B2

DiΓ(x̄− y)
yj
|y|
dσ(y),

I3 =

ˆ
Bδ(ξ)

DijΓ(x− y)(f(x)− f(y))dy,

I4 =

ˆ
Bδ(ξ)

DijΓ(x̄− y)(f(y)− f(x̄))dy,

I5 =

ˆ
B2\Bδ(ξ)

DijΓ(x− y)dy,

I6 =

ˆ
B2\Bδ(ξ)

(DijΓ(x− y)−DijΓ(x̄− y))(f(x̄)− f(y))dy,

und abschätzen Sie die Integrale Ii separat.


