UBUNGEN
PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II

BLATT 3 — 26.04.2017
(ABGABETERMIN 03.05.2017)

PROF. EMANUELE SPADARO

Ubung 1. Sei [(x,y) die Fundamentallosung der Laplacegleichung:
1 - 2—n > 92
[(x,y) == n(n1—2)wn v =yl n =2,
—5- log|z —yl, n=2.
Seien weiter 2 C R™ eine beschrinkte offene Menge (mit OQ glatt), f € C°(Q) (mit § €
(0,1]) und w(z) := — [, T(z,y) f(y) dy. Zeigen Sie, dass w € C**(Q') fiir alle ' CC Q.

Ubung 2. Sei F: R" x R x R" — R eine glatte Funktion. Es sei weiter u € C*(By) ein
Minimierend des Funktional

F(u) = / F(z,u(z), Vu(z)) dz,
d.h.
F(u) < F(v) VoveC*R"), spt(u—v) CCR™
Finden Sie die partielle Differentialgleichung gelost von u und zeigen Sie, dass u glatt ist,
falls eine Konstante A > 0 existiert, so dass

BF(r,2p) € €2 NP VEER, ¥ (r,2,p) €R? x RxR"
Ubung 3. Seien k € N, § € [0,1] und Q C R ein Gebiet. Dann definiert man 99 € C*9,

falls Konstanten py, Ko > 0 existieren, so dass, fir jedes xo € OS2 es gibt eine Abbildung
Y By (xg) = D CR™, wobei D ein Gebiet ist, ¢ invertierbar ist und
(i) Dy := (B, (z0) N Q) C {x, > 0} und ¢(zo) =0;
(ii) Y(Bpy(z9) NON) = DN {x, = 0};
(ii1) [|.5:B,, (20) T+ W oo < K.
Zeigen Sie, dass u € C*°(B,,(10) N Q) < v:=uo € C**(D,) mit

1
a|u|2,5;Bp0(z0)ﬁQ < |u’U,6;D+ < C’u|2,5;Bp0($o)ﬁQ7

wobei C(n,d, Ky) > 0.

ANMERKUNG: 50% = MINDESTENS 2 RICHTIGE HAUSAUFGABEN.
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PROF. EMANUELE SPADARO

HINWEISE FUR UBUNG 1.

(i) Betrachten Sie den Fall 2 = By und Q' = B;.
(i) Zeigen Sie die Formula

Dygw(@) = [ DyT(e =y)(f (o) = f@)dy = f(z) | DM@ —y){rdoy)
(ili) Seien § = |z — Z| und { = L(x + ). Betrachten Sie
| Dijw(x) = Dijw(@)| = )y + (f(2) = f(@) 2+ Is + Lo+ (f(2) = f(2)]5 + I,

mit

I = / (DT(z — y) — DT — ) Y do(y),
0By

||
L= DI(z-y)Zdoy).
OBy Y|
I3 = e Dyl'(z —y)(f(z) — f(y))dy,
I, = Dzjr(j - y)(f(y) - f(ZB))dy,
Bs(§)
I = D;I'(x — y)dy,
’ /32\36(5) ( o)y

Iy = / (DyT(x — ) — DyT(E — y)(F(@) — F(u))dy,
B2\Bs(&)

und abschatzen Sie die Integrale I; separat.



