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10-1. Sei A € C?*? hermitesch. Es bezeichne A; den gréfiten Eigenwert von A und A, den kleinsten Eigenwert
von A.

(a) Zeigen Sie, dass
x*Ax

sup - A (1)
x€C\{04x1} XX
und
nf Xy 2)
x€C\{0gx1} X*X
gelten.

(b) Weisen Sie nach, dass das in (1) linksstehende Supremum ein Maximum und das in (2) linksstehende
Infimum ein Minimum ist.

(c) Esbezeichne Uy, (bzw. Uy, ) den zum Eigenwert A\, (bzw. \;) von A gehérigen Eigenraum. Beweisen
Sie, dass Uy, = {x € C?: x*Ax = \ix*x} und U,, = {x € C9: x*Ax = A\, x*x} gilt.

10-2. Sei A = (ajk);{k:l € C7*4. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Bezeichne eg‘”, eé‘”, o e((f) die kanonische Basis von C?. Fiir jede Wahl von j und k aus Z, 4 erfiillen

die Vektoren

1 1 1 1
Wik =5 (eg-q) + e;f)) ) Tjk =5 (egq) — e,(cq)) ) Yik =5 (ey’) — ie,(f)> und zj = 3 (egq) + ie,(f))

die Beziehung
ajr = Wi Awj, — 5 ATk + Y5 Ayk — 125, Az
(b) Es gilt genau dann A* = A, wenn fiir jedes x € C? die Zahl z* Az reell ist.
10-3. Die Abbildung v : R3 x R3 — R3 sei gemif

a1 b1 CLng — a3b2
v a9 , bg = a3b1 — a1b3
as bs arby — azby

definiert. Fiir a € R und b € R3 heifit v(a,b) das Vektorprodukt des Paares [a,b] und wird durch a x b
symbolisiert. Beweisen Sie, dass fiir alle a, b, c € R? die folgenden Aussagen gelten:

(a) Es gilt a x b =0 genau dann, wenn a und b linear abhéngig sind.
(b) (axbd) La , (axb)Lb.

(c) Bezeichnen < .,. >g und ||.||g das euklidische Skalarprodukt bzw. die euklidische Norm des R?, so
gilt flax b} = llal - I — < a,b>%
Geben sie eine geometrische Interpretation dieser Gleichung im Fall a # 0,b # 0 an!

(d) ax(bxec)=<a,c>pb—<a,b>g-c

0 1 1
10-4. Bestimmen Sie ausgehend von der Basis [1],[0],| 1] des R? mit Hilfe des Gram-Schmidtschen
1 1 0

Orthogonalisierungsverfahrens eine Orthonormalbasis des R3. Illustrieren Sie mit Hilfe von Skizzen und
Erlduterungen die Vorgehensweise geometrisch. Fiihren Sie die gleichen Uberlegungen fiir die nur in der

1 0 1
Reihenfolge vertauschte Basis [ 0], 1], 1] durch.
1 1 0

10-Z. Seien p,q € N. Weisen Sie die Giiltigkeit folgender Aussagen nach:
(a) Falls A € CL7 (bzw. A € REP) erfiillt ist, gilt B*AB € CL*? (baw. BTAB € RL™) fiir jedes
B € CP*? (bzw. B € RP*1).

(b) Falls A € CZ*? (bzw. A € RZ*P) erfiillt ist, gilt B*AB € CL*? (bzw. BTAB € RL*) fiir jede
spaltenreguldre Matrix B aus CP*9 (bzw. RP*7).



