
Letzte Aufgabe vom Blatt 1

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Definiere die Abbildung q : X ×X → [0,∞) durch

q(x, y) :=
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Behauptung.
q ist eine Metrik auf X.

Beweis.

1. q(x, y) ∈ [0,∞) ist für alle x, y ∈ X wohldefiniert, da d(x, y) ∈ [0,∞).

2. Die Definitheit von q folgt aus der Definitheit von d.

3. Die Symmetrie von q folgt aus der Symmetrie von d.

4. Wir zeigen die Dreiecksungleichung. Seien x, y, z ∈ X beliebig. Dann gilt:

q(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
= 1− 1

1 + d(x, y)

≤ 1− 1

1 + d(x, z) + d(z, y)

=
d(x, z) + d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)

=
d(x, z)

1 + d(x, z) + d(z, y)
+

d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)

≤ d(x, z)

1 + d(x, z)
+

d(z, y)

1 + d(z, y)

= q(x, z) + q(z, y).

Behauptung. Sei (xn)n eine Folge in X. Dann gilt

(xn)n konvergent bzgl. d ⇐⇒ (xn)n konvergent bzgl. q.

Beweis.

”=⇒” Es sei z ∈ X mit lim
n→∞

d(xn, z) = 0. Es gilt

0 ≤ q(xn, z) =
d(xn, z)

1 + d(xn, z)
≤ d(xn, z).

Damit folgt aus dem Sandwich-Theorem sofort, dass lim
n→∞

q(xn, z) = 0.

”⇐=” Es sei z ∈ X mit lim
n→∞

q(xn, z) = 0. Dann gilt

d(xn, z) =
q(xn, z)

1− q(xn, z)

n→∞−→ 0

1
= 0.
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