Letzte Aufgabe vom Blatt 1

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Definiere die Abbildung ¢ : X x X — [0, 00) durch

__d(z,y)
q(z,y) = m

Behauptung.

q ist eine Metrik auf X.

Beweis.

1.
2.
3.

q(z,y) € ]0,00) ist fiir alle z,y € X wohldefiniert, da d(z,y) € [0, c0).
Die Definitheit von ¢ folgt aus der Definitheit von d.

Die Symmetrie von ¢ folgt aus der Symmetrie von d.

. Wir zeigen die Dreiecksungleichung. Seien x, 1, z € X beliebig. Dann gilt:

_ dl@y) 1
a(z,y) = 1+d(z,y) 1= 1+d(z,y)

1
s1- 1+d(z,z) +d(zy)
d(w,2) +d(2,y)
1 4d(z,2) +d(z,y)

B d(x, z) n d(z,y)
1 4d(x,2) Fd(zy)  1+d(z,2) +d(z,y)
d(z, 2) d(z,y)

= 1+d(z,2) * 1+d(z,y)
= q(z,2) +q(z,9).

Behauptung. Sei (z,), eine Folge in X. Dann gilt

(Tn)n konvergent bzgl. d = (zn)n konvergent bzgl. q.

Beweis.

"=" Essei z € X mit lim d(z,,z) = 0. Es gilt

n—oo
B d(zp, z)
 1+d(zn, 2)

Damit folgt aus dem Sandwich-Theorem sofort, dass li_)In q(xn,2z) =0.
n—oo

0 < q(zn, 2) < d(zn, 2).

"«<=" Essei z € X mit lim ¢(zp,2) = 0. Dann gilt
n—oo

q($n,2) n—aqo 0

Ay, 2) = 2w E)
<‘T Z) 1- q(fl?n,Z) _>



