Ubungsaufgaben Wahrscheinlichkeitstheorie I

Prof. Dr. B. Fritzsche - Sommersemester 2017
Serie G - Abgabetermin: 23.05.2017

G1. Seien (Q,2, P) ein W-Raum. Weisen Sie die Giiltigkeit folgender Aussagen nach:
(a) Seien A, B, C € 2 derart gewihlt, dass C' C A erfiillt ist und zudem jeweils stochastische Unabhéngigkeit

von A und B sowie von B und C beziiglich P vorliegt. Dann gilt A\ C € 2 und es liegt stochastische
Unabhéngigkeit von A\ C' und B beziiglich P vor.

(b) Sei (Ag)?_, eine bez. P stochastisch unabhingige Folge aus 2. Dann sind A; U A; und As bez. P

stochastisch unabhéingig.
c) Seien B € 2, I ein nichtleerer Abschnitt von N und (A;);er eine Folge von paarweise disjunkten Mengen
3)i

aus 2l derart, dass fiir jedes j € I stochastische Unabhéngigkeit von A,, und B bez. P vorliegt. Dann ist
UA; € 2 und es liegt stochastische Unabhéngigkeit von (JA; und B bez. P vor.
jeI jeI

(d) Seien B € A sowie (A, )nen eine isotone Folge aus 2 derart, dass fiir jedes n € N stochastische Unabhén-

gigkeit von A,, und B beziiglich P vorliegt. Dannist |J A, € 2 und es liegt stochastische Unabhéngigkeit
neN
von |J A, und B beziiglich P vor.
neN

(e) Seien B € A sowie (A, )nen eine antitone Folge aus 2 derart, dass fiir jedes n € N stochastische

Unabhéngigkeit von A, und B beziiglich P vorliegt. Dann ist (] A4, € 2 und es liegt stochastische
neN
Unabhéngigkeit von (] A,, und B beziiglich P vor.
neN

G2. Seien n € N\ {1},9Q,, := {1,...,n} sowie v, die diskrete Gleichverteilung auf (£2,,,B(£2,,)). Weisen Sie die
Giiltigkeit folgender Aussagen nach:

(a) Esist (2,,B(Q,),v,) ein W-Raum.

(b) Seien A, B € B(Q,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A und B sind stochastisch unabhéngig beziiglich v,,.
(ii) Esist n- card (AN B) = card A- card B.

(¢) Sein keine Primzahl und seien k£ und [ dann existierende Zahlen aus {2, ..., n}, fiir welche k-1 = n erfiillt
ist. Weiterhin sei A :={1,...,k} sowie B:={r-k:r € {1,...,1}}. Dann gilt {4, B} CP(Q,)\ {0,Q2,}
und es liegt stochastische Unabhéngigkeit von A und B beziiglich v,, vor.

(d) Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) heifst frei von stochastischer Unabhéngigkeit, falls jedes geordnete
Paar [A, B] von beziiglich P stochastisch unabhéngigen Ereignissen mindestens eines der Ereignisse ()
oder ) enthalt. Weisen Sie nach, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(iii) Es ist (Qn, P(Q), vn) frei von stochastischer Unabhéngigkeit.

(iv) Es ist n eine Primzahl.

G3. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Sei I eine nichtleere Indexmenge sowie (Ag)res eine Familie von Ereignissen aus 2. Weiterhin bezeichne
‘H; das System der (nichtleeren) endlichen Teilmengen von I. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden
beiden Aussagen:

(i) Die Familie (Ag)ger ist stochastisch unabhéngig beziiglich P.
(ii) Fiir jedes geordnete Paar [J, K] € Hy x H, fiir welches J N K = () erfiillt ist, gilt(")
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(b) Seien n € N und (Ay)}_; eine Folge aus . Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Familie (Ay)}_, ist stochastisch unabhéngig beziiglich P.
(ii) Fiir jede Wahl von B; € {A4;,Q\ A,} fiir alle j € Z; ,, gilt P (ﬂl Bj> = Hl P(B;).
i= j=

) Vereinbarung: (| B; := Q; [[ P(B;) =1
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G4. Es bezeichne By ;) die o-Algebra aller Borelschen Teilmengen von [0, 1) sowie A die Einschrinkung des auf
B definierten Lebesguemafes auf By ;). Begriinden Sie, dass ([0, 1), Bjo,1), A) ein Wahrscheinlichkeitsraum

ist und die geméaf
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gebildete Folge (A,,) bez. A stochastisch unabhéngig ist.



