6. Normen und Metriken

Die meisten Abschitzungen in der eindimensionalen Analysis (allgemein Ana I genannt)
nutzten bzw. beruhten im Wesentlichen auf zwei Eigenschaften des Abstands zwischen den
Punkten z1, x5 auf der Zahlengerade R, den wir als Abstand der Differenz x; — x9 zur Null
durch den Absolutbetrag

2] T wenn r > 0
€Tl =
—z wennx <0

der Differenz x; — xo darstellten. Diese entscheidenden Bedingungen sind

a) VAVz:|A-z| = |)|z| positive 1-Homogenitét in A

b) VaVy: |z +y| < |z| + |y| A-Ungleichung
Die gleichen Eigenschaften hat |z| = v/z - z auf C, deshalb galten viele Argumente aus R
auch in C. Wenn wir ahnliche Ergebnisse in hohere Dimensionen analog folgern wollen,
brauchen wir ein Analogum zur Betragsfunktion. Dies wird im Folgenden als ”Norm”

eingefithrt. Zunéchst wiederholen wir jedoch kurz, was ” -7 und ” + 7 in n Dimensionen
bedeutet.

DEFINITION 6.1. Der (R", -, +) ist die Menge

n—mal
e e .
R"=Rx...xR={(z1,...,2,) : m € R}, wobein € N, ={1,2,...},
also der n-dimensionale Standart(vektor)raum, dessen Elemente x = (x1,...,xq) wir Vek-

toren nennen, zusammen mit folgenden Operationen:
i) skalare Multiplikation

TR XRY 5 RN (2, ) = M@, x,) = Az, Ay,

fiir X € R ein Skalar und (x4, ...,x,) € R™ ein Vektor.
i) Addition von Vektoren

T+ RPX R 5 R (2, x0) F (Y1 Yn) = (1 F YL, - T Yn)-

BEMERKUNG 6.2.
o C" ist analog definiert. @ 7 +7 ist wie die Addition in R assoziativ und kommutativ, hat
als neutrales Element den (Koordinaten)Ursprung 0 = (0,...,0) (somit einziges neutrales
Element!) und (—xy,...,—x,) ist das additive Inverse (Negative) zu v = (x1,...,%y).
e man uberprift leicht auch die Analogien zu ”Assoziativitat” der skalaren Multiplikation
und die entsprechenden Distributivgesetze:

A-p)-z=A(p-2), A+ p)z =z + pz, Mz +y) = Az + Ay.
R™ ist trotzdem kein Kérper!! (Warum 79)
e ¢; = (1,0...,0), e = (0,1,0...,0), ..., e, = (0,...,0,1) sind die kanonischen
FEinheitsvektoren im R™, wichtig ist, dass dann jeder Vektor v = (x1,...,x,) die ein-
deutige Darstellung x =Y . x;e; hat! Wir nennen x; die i-te Koordinate des Vektors

x=(21,...,2,)
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e n ist die Anzahl der unabhdngigen Richtungen, der Freiheitsgrade
e Der R" ist ein "Spezial”fall des allgemeinen n-dimensionalen reellen Vektorraumes (siehe
LA I, warum ist ”Spezial” in Anfihrungsstrichen !?)

DEFINITION 6.3. Fine Abbildung f : K" — K™, m,n € N ist (K-) linear wenn
Ve,ye K: f(Az+y) = Af(z)+ f(y)

DEFINITION 6.4. Der n-dimensionale Euklidische Raum ist der R" = (R",- +)
zusammen mit | - | : R™ — [0,00) wobei |(z1,...,2,)| = /Yy xi. Wir nennen |z| die
Euklidische Norm des Vektors x € R".

BEMERKUNG 6.5. |x| entspricht notwendigerweise dem Abstand von x zum Ursprung,
wenn der Satz des Pythagoras im Euklidischen Raum gelten soll. Allerdings ist es umgekehrt
noch nicht klar, dass mit unserer intuitiven ”Definition: Abstand von x nach y ist |z —y|”
der Satz des Pythagoras auch wirklich fiir alle rechtwinkligen (insbesondere nicht achsen-
parallele) Dreiecke gilt. Dies, sowie die Gultigkeit von obigen Figenschaften a),b) werden
wir zeigen, vorher noch folgende Prazisierungen und Verallgemeinerungen

DEFINITION 6.6. Ein normierter R ist der R™ = (R", -, +) zusammen mit einer allge-
meinen Abbildung || - || : R® — [0, 00) — die Norm, mit folgenden Eigenschaften
i) Vx eR":|z| >0 Positivitit der Norm,
ii) ||z]| =0 = x =0 Definitheit der Norm,
iii) VA e RVz € R": |[|Az|| = |A||||x]| (positive 1-) Homogenitit der Norm
iv) Vz,y e R": ||z +y| < |zl +|ly|| die A-Ungleichung

BEMERKUNG 6.7. Wie zuvor, ||z|| prasentiert den (nichteuklidischen) Abstand von x
zum Ursprung 0.

BEISPIEL 6.8. andere Normen auf R™:
i) |zl = >, @i, die New York-Norm: ||(k,m)||- Abstand von kth Ave, mth Street

zum " Zentrum”
i) ||zl = max;<, |z;|, die Schachbrettnorm: Zahl der Schritte, die der Konig von

(k,m) bis (0,0) braucht.
1 :
i)zl = iy [2af?)» mat p € [1,00), dann |z = |[z]l2, |zl = [l aus i) und
iy o0 [[2]lp = [l#/loc

BEMERKUNG 6.9.

e s ist einfach zu tberprifen, dass || - ||1, || - ||c Normen sind, z.B.
Vi <nll(z +y)il = lvi + il <zl + |yl < ll2lle + 1Yl
= [z +ylloo = max|[(z +y)ill < l|2]lc + [Ylloc, Rest UZ.

o Warum benutzen wir nicht nur die einfacher zu berechnenden Normen || -||; oder
| - [l ? Diese sind weniger geeignet fiir feinere geometrische oder realistische
physikalische Anwendungen.
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Zum Beispiel gilt: Wenn x,y € R™ und |x| = |y|, dann gibt es eine lineare
Isometrie ® des R™ die x auf y schickt. D.h. & : R* — R" ist eine lineare
Bigektion(Isomorphismus), und ®(z)| = |z|Vz € R" — also

Ve,y e R": |®(z) — (y)| = |®(z —y)| = [z —y|

und somit erhdlt ® alle Abstande - genaue Abstandsdefinition folgt noch.

o auch fir || - ||, ist i),ii) und iii) einfach, fir die A-Ungleichung und p € (1,00)
muss man die Holder-Ungleichung (Ana I, Satz 4.32) nutzen, um die jetzt fir die
Euklidische Norm folgende Idee zu adoptieren.

e [dee des Beweises der A-Ungleichung fir | -|: Seien P und R Punkte mit 0P = x,
PR =y, also OR = x +y. Wir betrachten auf der Strecke OR den Punkt Q,
der die orthogonale Projektion von P ist, dann sollte |z + y| = |0Q| + |QR| <

0P|+ |PR| = |z|+|y| nach Pythagoras gelten. Da wir diesen Satz aber noch nicht
allgemein gezeigt haben, brauchen wir eine bessere Methode, um mit orthogonalen
Projektionen umzugehen.

DEFINITION 6.10. Fir z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,Yn) ist

(w,y) =z oy=> z;

i=1
das Skalarprodukt der Vektoren x und y.

Natiirlich gilt |z|?> = x @ x, aber auch die Eigenschaften (x,y) = (y,x) und {x + vy, 2) =
(x,z) + (y, z) sind leicht zu nachzurechnen und im Folgenden wichtig.

SATZ 6.11. CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG: Vz,y € R™: |(z,y)| < |z|ly| mit
Gleichheit genau dann wenn x =0 oder IX € R : y = Az.
Also ist fiir x,y # 0 der (unorientierte) Winkel zwischen den Vektoren x und y durch

cos(£(z,9)) = %,Ax,y) e 0.7
wohldefiniert.

Beweis: OBdA. konnen wir uns auf den Fall |z||y| > 0 beschranken. Da 1(a® + b%) —
ab = 1(a — b)? > 0 mit Gleichheit genau dann wenn a = b, haben wir

A s |2 |2
Vi< n: |3 [yl < 1 (’171‘ i

T el T2

_l’_
22 Jyf?

Summieren iiber ¢ = 1,...,n ergibt

) & Gleichh. gdw 3¢; € {~1,1} : c% - %
2y
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d.h. YV |2y < Jxl|ly| mit Gleichheit genau dann, wenn Vi < ndc; € {—1,1} : Ci%ﬂji =Y.
Uberdies gibt es ein ¢ € {—1,1} so dass

n

|<$,y>| = C<I,y> = ZC(ZL’Z%) < Z |xzyz|a

mit Gleichheit gdw. Vi <n : 0 < c(z;y;).
Wir haben also

(.y) < [z, y)] < Y Lyl < Jallyl-

Falls [{(x,y)| = |z||y|, dann Vi < n : 0 < e(zy:) = cqx?]y|/|z| und somit (OBdA) ¢ = ¢
fur alle ¢ bzw. y = Az mit A = c|y|/|z|; wenn (x,y) = |z||y] dann ¢ = +1 und A > 0.
Klarerweise gilt in diesem letzten Absatz die Umkehrung.

BEMERKUNG 6.12.

o wir sagen, dass x L y (x undy stehen senkrecht aufeinander) wenn x ey =0

o der Kosinussatz |z — y|*> = |z|> + |y|* — 2 cos(ZL(x,y))|x||y| folgt nun direkt durch
Ausmultiplizieren von |z — y|?> = (x — y,x — y). und Einsetzen der cos(Z(x,y)-
Definition.

KOROLLAR 6.13. | - | ist eine Norm auf R™.

Beweis: Interessant ist nur die Uberpriifung der A-Ungleichung Vz,y € R™ : |z +y| <
|z| + |y|, wir konnen uns natiirlich auf den Fall |z + y| > 0 beschrinken. Dann

lz+yl? = (z+y,x+y) = (x,2+y)+ v,z +y) < |z|lz+y|+yllz+y] = (=] +|y]) |z +y|

und nach Division durch |z + y| folgt das Gewiinschte.

DEFINITION 6.14. Zwei Normen || - || und || - ||" auf R™ sind dquivalent, wenn fiir jede
Folge ()72, in R™ gilt
lim ||| =0 < lim ||z = 0.
k—o0 k—o0
SATZ 6.15. Zwei Normen || - || und || - || auf R™ sind dquivalent, genau dann wenn es

eine Konstante C' > 1 ¢ibt, so dass
a1
ve € R Fla| < 2] < Cllz].

PROPOSITION 6.16. Die Normen ||-||,||-||1 und |||« sind paarweise dquivalent, genaver
qgilt
Ve € R : ||z]loo < fo| < 2]l < nfle.

BEMERKUNG 6.17.
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e aus der Norm werden wir den Abstand von x nach y als ||x — y|| festlegen. Wenn

die Normen dquivalent sind, sind die daraus erhaltenen Abstinde vergleichbar und
somit geben dquivalente Normen die gleichen Grenzwerte, konvergenten Folgen und
stetigen Funktionen - alle diese Begriffe lassen sich auf die Definition der Nullfol-
gen zurtckfihren, die per Definition fur zwei dquivalente Normen tbereinstimmen.

e s gilt (Beweis folgt): auf jedem R™ ist jedes Paar von Normen dquivalent.

Definition 6.6’ Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Abbildung ||- || : V' — R
— ist eine Norm auf V', wenn gilt

i)
i)
i)
iv)

Vo € V : |jz]| > 0 Positivitit der Norm,

|z|]| = 0 = 2 = 0 Definitheit der Norm,

VA e KVz € V i || Az|| = |A||||z|| (positive 1-) Homogenitét der Norm
Vo,y e Vi ||z +y|| < ||z]| + |ly|| die A-Ungleichung

BEISPIEL 6.18. a) Sei M # () eine Menge, dann ist

B(M)=DBg(M)={f: M —K: f(M) ist beschrinkt.}

ein Vektorraum dber dem Korper K (= R,C,Q) und wir kénnen auf B(M) die
(Supremums)Norm

[flle = sup{[f(z)[ : 2 € M}

definieren. Wenn M endlich ist, dann ist Bg(M) isomorph zu K#M) ynd die
Norm entspricht der Schachbrettnorm aus Beispiel 6.8.ii). Wenn M unendlich
ist, dann hat B(M) unendliche Dimension, da die Menge {Xx.3 : * € M} eine
unendliche, linear unabhdngige Teilmenge von B(M) — aber keine Basis! Der
Raum Bg(M) enthdlt im Allgemeinen viele aus analytischer Sicht unbrauchbare
Funktionen. Wir werden deshalb vor allem die Unterraume

C([a,b]) € R([a,b]) C B([a,b]),a < b reell,

wiederum mit der Supremumsnorm ||+ || betrachten, beide haben auch unendliche
Dimenstion.

Firp € [1,00], a < b reell und f € R([a,b]) definieren wir analog zu Beispiel
6.8.iii)

b
1l = ¢ / f (@) Pde.

Dieses Funktional erfillt klarerweise Positivitit i), Homogenitdt 1) und mit einiger
Arbeit (unter Benutzung der Youngschen und Intergral-Hélderungleichung, ver-
gleiche 4.31, 4.32) kann man die Dreiecksungleichung iv) aus Def 6.6 zeigen.
Allerdings gilt die Definitheit ii) nicht, deshalb wird || - ||, nur als Halbnorm bezei-
chnet. Auf dem Teilraum C([a,b]) C R([a,b]) ist f +— || f||, aber eine (vollwertige)
Norm, die sogenannte LP-Norm.

Analysis II betreiben wir im Prinzip im R”, haufig aber auch in dessen Untermengen,
die keine “Vektorraum”struktur im Sinne unseres “-,+” tragen. Zum Beispiel, auf der
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Sphére S* = {x € R® : |z| = 1} als Modell der Erdoberfliche ist es nicht moglich die
Mitte zwischen 2 Punkten z,y als z = 1(z + y) (oder tiberhaupt allgemein) zu definieren,
da |z| < 1. Trotzdem macht es auch dann Sinn, iiber den Abstand zwischen zwei beliebigen
Punkten zu reden, und es zeigt sich, dass dieser Abstandsbegriff ausreicht, um eine sinnvolle
Theorie stetiger Funktionen zu erhalten.

DEFINITION 6.19. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Abbil-
dung 0: X x X — R, der sogenannten Metrik, die folgende Figenschaften hat
i) Ve XVye X :o(x,y) >0 Positivitdt
i) Vee XVye X :o(x,y) =0= x =y Definitheit
i) Vee XVye X :o(z,y) = o(y,z) Symmetrie
iv) Vee XVye XVze X :o(x,2) < o(z,y) + oly, z) A-Ungleichung
o(z,y) stellt also den Abstand zwischen x und y dar.

BEISPIEL 6.20.

a) Wenn || - || eine Norm (auf X = R™) ist, dann ist o(x,y) = ||x — y|| eine Metrik.

b)  Wenn (X, 0) ein metrischer Raum ist und Y C X, dann ist (Y, oyyxy), d.h. Y
mit der Einschrankung der Metrik auf Punkte(paare) aus Y, ein metrischer Raum
- der “metrische Teilraum”.

c) Technisch niitzlich (aber eigentlich ohne jegliche Information die spezifische Situa-
tion betreffend) ist manchmal die sogenannte “diskrete Metrik” auf einer (beliebi-
gen) Menge X definiert als

0 wennz =y,
o(z,y) =
1 sonst.

d) Auf X =S' = {z € R? : |z| = 1} = {(cos(¢),sin(¢) : ¢ € [0,27]} definiert
o{(c05(8), sin(8)), (cos(), sin(9))) = min{[6 — ] 2n — 6 — ¥} eine (nasiirliche)

Metrik - die “Lange” (wenn auch noch mathematisch zu definieren) des kiirzesten
der (beiden) Kreisbogen, die die beiden Punkte verbinden.

Wir versuchen nun, mit unserem verallgemeinerten Abstandsbegriff grundlegende ge-
ometrische Konzepte nachzubilden.

DEFINITION 6.21. Sei X, o) ein metrischer Raum, x € X und r > 0. Dann ist
B,(z) = B(z,r) ={y € X : o(x,y) < r} die offene o-Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x
B.(z) = B(z,7) = {y € X : o(z,y) <1} die abgeschlossene o-Kugel mit Rad. v & Mpkt =

DEFINITION 6.22. Fine Teilmenge M eines metrischen Raumes X ist offen (in X)
wenn Yr € M3r > 0: B.(z) C M.

BEISPIEL 6.23. Fir X = R mit o(x,y) = |v — y| ist ein beschrinktes Intervall offen
im Sinne der Definition 2.4 genau dann wenn es offen im Sinne von Analysis I (d.h. vom

Typ (a,b)) ist.
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PROPOSITION 6.24. In einem metrischen Raum st jede offene Kugel offen in X.

SATZ 6.25. Sei X ein metrischer Raum.

a) 0 und X sind immer offen in X.

b) Wenn I eine beliebige (Index)Menge ist und fir jedes i € I ist M; offen in X,
dann ist auch \J,c; M; offen in X.

c) Wenn I eine endliche (Index)Menge ist und fiir jedes i € I ist M; offen in X,
dann ist auch (,.; M; offen in X.

iel
BEISPIEL 6.26. Warnungen:
a) M; = (—1,1) ist offen Vi € Ny, aber M = (2, M; = {0} nicht offen.

b) Der Durczhszchm'tt von zwei offenen Kugeln ist natiirlich immmer offen, kann allerd-
ings recht untypisch aussehen, z.B. fir x = (1,0) und y = (—1,0) in X = S' aus
Beispiel 2.2.d sowie r € (w/2,7) besteht B,(x) N B, (y) aus zwei Kreisbogen!

Deshalb darf man sich beim Studium offener Mengen (und damit zusammenhdng-
ender weiterer Konzepte) von der geometrischen Intuition nur leiten lassen, diese
jedoch nicht als Beweis betrachten. Diese Studien fallen in das mathematische Ge-
biet der Topologie, die sich nicht auf die klassischen geometrischen Figenschaften
von Mengen konzentriert, sondern den Schwerpunkt auf die robusteren Figen-
schaften, welche auch bei einer (stetigen) Deformation (2.B Euklidische Kugel
wird Wiirfel) ihre Giltigkeit behalten, legt.

Offenheit ist eine Eigenschaft, die eine Menge "iiberall” haben muss, wenn man nur
einen einzelnen Punkt betrachtet, scheint folgendes Konzept natiirlich.

DEFINITION 6.27. FEine Menge U in einem metrischen Raum X st eine Umgebung
eines Punktes x € X wenn es ein M offen in X gibt, so dassx € M C U.

BEMERKUNG 6.28. In jedem metrischen Raum X gilt:
i) Seize X undU C X, dann ist U Umgebung von x < Ir > 0: B.(z) C U.
ii) Eine Menge ist offen (in X ) < sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist.

iii) Wenn U CV C X und U ist Umgebung von x € X, dann ist auch V' Umgebung
von x.

iv)  Der Durchschnitt von endlichen vielen Umgebungen eines beliebigen Punktes x ist
wiederum Umgebung von X.

DEFINITION 6.29. Sei X ein metrischer Raum und M C X. Dann ist x € X

e cin Berithrungspunkt von M wenn jede Umgebung von x ein y € M enthalt
e cin Haufungspunkt von M wenn jede Umgebung von x einy € M \ {z} enthdlt.
enthalt.

BEMERKUNG 6.30. Sei (X, o) ein metrischer Raum, M C X. Dann

e 1 ist Haufungspunkt von M genau dann wenn jede Umgebung von x unendlich
viele Punkte aus M enthalt
e & Berihrungspunkt von M < (x € M oder x Hdufungspunkt von M ).



DEFINITION 6.31. Sei (X, p) ein metrischer Raum. Dann ist M C X abgeschlossen
(in X ) wenn X \ M offen (in X ) ist.

SATZ 6.32. In jedem metrischen Raum (X, o) ist fir ein M C X Folgendes dquivalent

a) M ist abgeschlossen.
b) M enthdlt jeden seiner Berihrungspunkte.
c) M enthdlt jeden seiner Hiufungspunkte.

BEISPIEL 6.33. [a,b] in R, B.(z) in X abgeschlossen.

SATZ 6.34. Sei X ein metrischer Raum.

a) 0 und X sind immer abgeschlossen in X .

b) Wenn I eine beliebige (Index)Menge ist und fiir jedes i € I ist M; abgeschlossen
in X, dann ist auch (,c; M; abgeschlossen in X.

c) Wenn I eine endliche (Index)Menge ist und fir jedes i € I ist M; abgeschlossen
in X, dann ist auch \J,.; M; abgeschlossen in X.

BEISPIEL 6.35. Warnungen:

a) M, ={% : ke Z} =R\ Uy, 5L) ist abgeschlossen VI € Ny, aber M =
U2, M; = Q nicht abgeschlossen (alle x € R sind Bertihrungspunkte!!).
b) FEs gilt NICHT, dass jede Menge entweder offen oder abgeschlossen ist, zB. ist

[0,1) keines von beiden, wihrend R beides (in R) ist.
KOROLLAR 6.36. Jede endliche Menge in einem metrischen Raum ist abgeschlossen.

DEFINITION 6.37. Eine Folge (x1)52 in einem metrischen Raum (X, o) hat Grenzwert
x € X wenn limy_,o o(zx, ) = 0, wir schreiben dann limy_,. xx = x oder xy — x (wenn

PROPOSITION 6.38. Fliir jede Folge (xr)32, in einem metrischen Raum (X, p), v € X
sind dquivalent
a) limg oz =2
b) Ve>03K e NVk > K : x;, € B:(x).
c) Fir jede Ungebung U von v 3K € NVk > K : x € U. (topologische Definition
der Folgenkonvergenz).

SATZ 6.39. In einem beliebigen metrischen Raum kann jede Folge hochstens einen Gren-
zwert haben.

KOROLLAR 6.40. Seien ||-||, ||| zwei dquivalent Normen auf R™ mit den dazugehdérigen
Metriken o und ¢'. Dann ist (zg)r € R™ im Sinne von o konvergent gdw sie auch im Sinne
von ¢ konvergent ist. Die Grenzwerte stimmen in beiden Metriken tberein.

BEISPIEL 6.41. Sei || - || eine Norm auf R™, (x)r Folge in R™. Dann zr, — 0 gdw.
Vi <n:limgoo(zr); = 0, d.h die xy konvergieren koordinatenweise. Beweis jetzt nur fir
|- lp ( allgemein folgt aus Normdquivalenz in Kapitel 4).

DEFINITION 6.42. Sei (X, 0) ein metrischer Raum und M C X. Dann
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a) int(M) = {xz : M ist Ungebung von x} ist das Innere von M, die Elemente von
int(M) sind die inneren Punkte von M.

b) M = {x : x ist Berihrungspunkt von M} ist der Abschluss von M.

SATZ 6.43. int(M) ist die grofite offene Menge, die in M enthalten ist, M die kleinste
abgeschlossene Menge, die M enthdlt. Ueberdies gilt

X\ imt(M)=X\ M.
BEISPIEL 6.44. Fiir jede Norm auf R", jedes r > 0 und x € R"™ gilt

int(B,(z)) = B,(z), B,(z) = B,(z).
Dies gilt nicht in allen metrischen Rdaumen!!

DEFINITION 6.45. Sei (X, o) ein metrischer Raum und M C X. Dann ist x ein Rand-
punkt von M wenn x Berihrungspunkt von M und ein Berihrungspunkt von X \ M ist.
Die Menge aller Randpunkte von M wird mit OM bezeichnet und bildet den Rand von M.

PROPOSITION 6.46. Sei (X, ) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt OM =
MN X\ M, also ist der Rand von M abgeschlossen, und

X =int(M)UOM U int(X \ M),
wobei alle 3 Mengen paarweise disjunkt sind.

BEISPIEL 6.47. Warnung: 0Q = R, int(Q) = 0, d.h der Rand einer Menge kann viel
grofier sein als die Menge selbst.

BEMERKUNG 6.48. Das System aller offenen Mengen hangt in der Tat von der Metrik
ab, z.B. fiir o die diskrete Metrik aus 2.2.c) ist jede Menge offen.

DEFINITION 6.49. Der metrische Raum ist vollstandig wenn jede Cauchyfolge in X
einen Grenzwert hat. Das heifit, falls (xy)52, eine Folge in X ist, so dass fir jedese > 0 ein
N mitn,m > N = o(x,, z,) < € existiert, dann gibt es ein x € X mit limy, o(zg, x) = 0.

SATZ 6.50. Sei (X, 0) ein metrsicher Raum und Y C X dessen metrischer Unterraum
(mit der Metrik oy y ). Dann gilt

a)  WennY wollstindig ist, dann ist' Y abgeschlossen (in X ).
b)  Wenn X wvollstindig ist und Y ist abgeschlossen in X, dann ist Y wvollstandig.

BEISPIEL 6.51. Warnung Die Vollstindigkeit eines metrischen Raumes ist nicht nur
durch das System seiner offenen Mengen bestimmit!
Wir betrachten X = (—m/2,7/2) mit den Metriken o1(z,y) = |x — y| und os(x,y) =
| tan(x) — tan(y)|, da tan auf X eine injektive Funktion ist, sieht man leicht, dass auch
09 alle geforderten FEigenschaften einer Metrik aufweist. Ausserdem gilt, fir eine beliebige
Folge (z1) und jeden Punkt x in X dass fir k — oo

02(zk, ) = 0 & tan(zg) — tan(x) <z — x < 01 (xg, ) — 0,

wobei alle Grenzwerte im Sinne von Analysis I genommen wurden und wir nutzen, dass
tan x und arctang stetig sind. Also sind genau die gleichen Folgen konvergent bzgl 0, und
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02, somit sind auch die beiden Familien o1- bzw. g9-abgeschlossener Mengen gleich (siehe
Uz 7, 2.a)) und dann auch die beiden Familien o,- bzw. pq-offener Mengen identisch.
Andererseits ist der Raum (X, 01) nicht vollstindig, da dieser Unterraum des (R, 0cyer)
nicht abgeschlossen in R ist, hingegen ist (X, 02) vollstandig - da dieser Raum isometrisch
2t (R, Oeuct) ist. Genauer, wenn (xy) eine Cauchyfolge in (X, o) ist, dann ist (tan(zg))g
eine Cauchyfolge in der euklidischen reellen Achse. Diese ist, wie in Analysis I gezeigt,
vollstindig und somit existiert y € R mit tan(zy) — y. Wie oben hergeleitet, bedeutet das
limy, 02(zg, arctan(y)) = 0, also ist arctan(y) der geforderte po-GW von (xy)g.

Dieses Phanomen beruht auf dem Fokt, dass die Familie der offenen Menge nicht be-
stimmt, welche Folgen Cauchyfolgen sind, zum Beispiel ist v, = (7/2)—(1/k) eine Cauchy-
folge bzgl o1 aber keinesfalls bzgl 05.

7. Stetigkeit und Kompaktheit

Wir wollen nun die Stetigkeit von Funktionen auf eine Art definieren, welche die Anal-
ysis I Definition auf natiirliche Weise (d.h. |- | als Abstandsmafl wird einfach durch die
Metrik ersetzt) verallgemeinert. Es zeigt sich, dass wir Stetigkeit auch alleine mit Hilfe
offener oder abgeschlossener Mengen (d.h. in der Sprache der sogenannten ”Topologie”)
charakterisieren konnen.

DEFINITION 7.1. Seien (X, 0), (Y,0) metrische Rdume und f : X — Y. Wir sagen,
die Funktion f ist im Punkt xo € X stetig, wenn

Ve>030 > 0Ve € X : p(x,20) <= o(f(x), f(xg)) < e.
Die Abbildung f heifst stetig (auf X ), wenn sie in jedem x € X stetig ist.

Vollkommen analog zu Analysis I zeigt man, dass f : (X, 0) = (Y,0) in 2y € X stetig
ist genau dann wenn xy — zo in (X, o) impliziert, dass f(xx) = f(zo) in (Y, 0).

LEMMA 7.2. Seien (X, 0), (Y,0) metrische Riume, f: X — Y und xo € X. Dann ist
[ stetig in x gdw. fir jede Umgebung U von f(xq) das Urbild f~*(U) eine Umgebung von
xg ist. Analog ist f stetig (auf X ), wenn fir jedes U C'Y offen in' Y das Urbild f~1(U)
offen in X ist.

KOROLLAR 7.3. Wenn (X1, 01), (Xa, 02) und (X3, 0) metrische Riaume sind, f: X; —
Xo,9 1 Xo = X3 und falls f inx € X1 und g in f(x) stetig, dann ist go f in x stetig.
Wenn f stetig ist (auf X1) und g stetig ist (auf X5), dann ist go f stetig (auf X;).

BEISPIEL 7.4.

a) WennVx € Xf(z) =y €Y fest, dann ist f stetig

b) wenn (Y,0) = (X, 0), dann ist f(z) = x stetig

c) wichtig: Fir jedes vg € X st d,,(v) = o(x,xo) stetig, dies ist ein wichtiger
(erster) Schritt zur Konstruktion vieler stetiger Funktionen auf einem allgemeinen
metrischen Raum. (zB. gilt wie in Analysis I: f,g: (X, 0) — R stetig, dann auch
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f+g,f-g stetig.) Insbesondere ist d,, Lipschitz stetig (mit Lipschitz-Konstante
L kleiner gleich 1), dass heifst

Vo, y € Xt Ocue(duy (), duy (y)) < Lo(w,y), fir L =1.

DEFINITION 7.5. Seien (X, 0), (Y, o) metrische Ridume und f : X — Y. Wir sagen f
ist gleichméBig stetig wenn es fir jedes positive € ein 6 > 0 gibt, so dass aus o(x,y) < o

immer o(f(z), f(y)) < € folgt.

SATZ 7.6. Seien (X, o), (Y,0) metrische Riume. Fir f: X — Y sind folgende Aus-
sagen daquivalent
i) f ist stetig
i) GCY offen (inY )= f~1(G) offen (in X)
iii) F CY abgeschlossen (in'Y )= f~'(F) abgeschlossen (in'Y")
iv)  wennlimy zp, = x in X, dannlimy, f(zx) = f(x) inY (man sagt, f ist folgenstetig).

KOROLLAR 7.7. Seien (X, 0), (Y,0) metrische Raume, f,g: X — Y stetig. Dann ist
{r e X : f(x) =g(x)} abgeschlossen (in X ).

Wenn (Y, 0) = (R, 0euc), 0ls0 0euc(,y) = |x—yl|, dann ist auch {z € X : f(x) < g(z)}
abgeschlossen (in X ).

PROPOSITION 7.8. Wir betrachten R™ mit einer beliebigen Norm || - || und f : (X, 0) —
R™, wobei also f(x) = (fi(x),..., fu(x)). Dann ist [ stetig gdw. fir jedes i < n f; stetig
15t.

Wiederum konnen wir jetzt den Beweis nur fiir eine der || - ||,-Normen fiihren. Um
die Aquivalenz aller Normen auf dem R"™ zu zeigen benoctigen wir noch den Begriff der

kompakten Mengen.
Wir untersuchen nun, fiir welche metrischen Raume der Satz von Bolzano-Weierstrass

gilt.

DEFINITION 7.9. Ein metrischer Raum (X, o) ist (folgen)kompakt, wenn jede Folge in
X eine konvergente Teilfolge hat.

BEMERKUNG 7.10.

i) FEine Menge M in einem (X, o) bezeichnen wir als kompakt, wenn der metrische
Teilraum (M, onrxar) kompakt ist, also wenn ¥(xy)3° in M eine Teilfolge (kp,)°
und x € M(!) existieren, so dass lim,, xy, = .

ii)  Ein beschrinktes oder unbeschrinktes Intervall I in R ist kompakt gdw es a < b €
R mit I = [a,b] gibt.

DEFINITION 7.11. Sei (X, o) ein metrischer Raum

a) Wir sagen X ist beschrankt, wenn diam(X) = sup{o(z,y) : =,y € X} < o0,
d.h. der Durchmesser von X endlich ist (diam(0) = 0). Klarerweise gilt dies (fir
X #0) genau dann wenn es ein xg € X und ein R € (0,00) mit X = B(xo, R)
gibt (und dann gilt diam(X) < 2R sowie Vo € X . X C B(z, diam(X)) ).
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b)  Wir sagen X ist total beschrankt wenn es fiir jedes positive € endlich viele Punkte
Tiyeooy Ty, M = My, gibt, so dass X = U;"Zl B(z;,¢). Dasist klarerweise dquivalent
zur Forderung, dass es fur jedes € > 0 endlich viele My, ..., My, k = k. ,Teilmen-
gen von X gibt mit X = Ule M; und Vj : diam(M;) < €.

BEMERKUNG 7.12. Wenn (X, o) ein total beschrinkter metrischer Raum, dann ist jeder
metrische Unterraum davon wieder total beschrankt.

SATzZ 7.13. Sei (X, 0) ein metrischer Raum. Dann ist X kompakt genau dann wenn X
vollstandig und total beschrankt ist.

KOROLLAR 7.14. (Heine-Borel) Sei ||-|| = |- ||, p € [1,00], auf R™. Dann ist M C R"
kompakt gdw. M abgeschlossen und beschrankt ist.

SaTz 7.15. Wenn f: (X, 0) — (Y, 0) stetig ist und X kompakt, dann ist f gleichmdfig
stetig und f(X) C Y auch kompakt.

Wenn ausserdem f injektiv ist, dann ist die Umkehrfunktion f=': (f(X),0) — (X, 0)
auch stetig.

Insbesondere, wenn (Y,0) = (R, gewe), dann existieren max(f)(X), min(X).

KOROLLAR 7.16. Jede Norm ||-|| auf R™ ist dquivalent zu ||- ||y und somit allen Normen
auf dem R™. Deshalb gilt Korollar 7?7 fiir alle Normen auf R™/

Nun betrachten wir abschliessend der Raum aller stetigen Funktionen als metrischen
Raum und wollen seine kompakten Teilmengen finden.

DEFINITION 7.17. Sei X eine Menge und (Y, o) ein metrischer Raum. Dann fihren
wir auf
BX,)Y)={f: X —y: f(X)CY ist beschrinkt}

die (Supremums)Metrik ein:
0wl f,g) = sup{o(f(),g(x)) : = € X},
Wenn auch auf X eine Metrik o) definiert ist, dann betrachten wir den Unterraum
Co(X,Y)={feB(X,)Y) : f:(X,0) — (Y,0) ist stetig}.

BEMERKUNG 7.18.

a) O ist eine Metrik, welche die Supremumsnorm aus Beispiel 6.18 in den metr-
sichen Kontext verallgemeinert, d.h. wenn (Y,|| - ||) ein normierter Raum ist und
(Y1, y2) = |ly1 —ye|| die induzierte Metrik ist, dann ist B(X,Y") ein linearer Raum
und fir alle f,g € B(X,Y) ist

0oo(f9) = I = gl = {N(f = 9)(@)I| = = € X},

das heift, o ist die von der Norm || - [|o auf B(X,Y) induzierte Metrik.
b)  Fir (fx)32, und f aus B(X,K) gilt natirlich

fr = f firk — 0o ox(fi, f) = 0 fir k — oc.
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Man sagt, die Supremumsmetrik “topologisiert” die gleichmajfige Konvergenz —
d.h. beschreibt diesen Sachverhalt durch Umgebungungen bzw. offene Mengen im
Raum B(X,Y), so wie gene die gewdhnliche Konvergenz durch offene Teilmengen
der reellen Achse beschreibt.

PROPOSITION 7.19. Sei X # 0, dann ist der metrische Raum (Y, o) vollstindig genau
dann wenn (B(X,Y), o) vollstindig ist.

Falls auch auf X eine Metrik o definiert ist, dann ist Cy(X,Y) eine abgeschlossene
Untermenge von B(X,Y) und vollstindig genau dann wenn (Y, o) vollstindig.

BEISPIEL 7.20. Ses
1

2mzx T € [O, ﬁ} Jm
fm(z) = 1—2m(m—ﬁ) T € [ﬁ,%}
0 T € [%, 1]

T
Dann ¥ || flloe <1 d-h. (fn)m € B1(0) in C([0,1],R) und klarerweise
;

Hi

f(z) = 0 ist punktweiser Grenzwert (f,,) aber f,, A& f. Analog gilt fiir jede Teilfolge (my,),
dass fm, — 0 aber sup, |fm,(z) — f(x
Teilfolge von (fi).

Wir wissen, aufgrund der Vollstindigkeit von C([0,1]), dass die bedeutet: aus (fm)m
kann man keine Cauchfolge auswdhlen, und der Beweis von Satz 7.13 sagt uns, dass die
Menge { f., : m € N} nicht total beschrinkt sein kann. Man kann dies auch direkt sehen,
wenn man bemerkt, dass || fo — fillo = [fm(5s) — fu(z=)| =1 — 0] =1 wenn k > 2m.

= 1 Vk, also gibt es keine in || - ||« konvergente

loc
Da f, = 0 in (0,1], muss die mangelnde Kompaktheit durch das Verhalten der Funk-
tionen (fm) bei O entstehen. Dort tritt die mazimale Oszillation (”17) der Funktionen auf
beliebig kleinen Intervallen auf.

Folgende Definition schliefit das aus:

DEFINITION 7.21. Seien (X, 0), (Y, 0) metrische Riume. Eine Menge F = { f,|a € A}
von Funktionen f,: X — Y ist gleichgradig stetig, wenn

Ve > 030 > OVa € AV, 29 € X : 0(x1,22) < 0 = o(folz1), falr2)) < €.

BEMERKUNG 7.22. F = {f} ist gleichgradig stetig < f gleichmdfig stetig, das heifit
gleichgradig stetig bedeutet die gleichmdflige Stetigkeit der f, — tiber alle Paare (x1,xs) €
X2 ist auch noch gleichmdssig tiber alle o € A.

LEMMA 7.23. Sei (X, ) kompakt und (Y, o) beliebig.
a) Sei f: X =Y stetig, dann ist f € Cy(X,Y), also C(X,Y) = Cp(X,Y).
b) Sei F ={f1,..., fm} eine endliche Menge stetiger Funktionen, dann ist F gleich-
gradig stetig.
¢) fm: X =Y stetig und f, = f dann ist {f} U{fm|m € N} gleichgradig stetig.

SATZ 7.24. (Arcela-Ascoli) Seien (X, 0) und (Y,0) kompakt. Dann ist F C C(X,Y)

total beschrankt genau dann wenn F gleichgradig stetig ist.
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BEMERKUNG 7.25. Was passiert in den wichtigen Fillen, dass X oder Y gleich R™
sind?

X =R oder R™ ist recht hoffnungslos, z.B. sind die Funktionen definiert als f,,(x) =
max{0,1 — |m — x|} alle 1-lipschitz, also gleichgradig stetig mit 6 = ¢ und f, : X =Y =
0,1] kompakt. Aber || fx — fmlloo = 1 da (fx — fm)(k) =1 =0 =1 wenn k # m, also
{fm = m € N} ist nicht total beschrinkt.

(X, 0) kompakt aber Y = R™ ist bedeutend besser, dann ist
F C C(X,Y) total beschrinkt
& F gleichgradig stetig und beschrinkt in C'(X,Y)

& F gleichgradig stetig und fir jedes x € X ist {f(x) : f € F} beschrdnkt in R".

Falls (X, o) tiberdies zusammenhdingend ist, zB X = B(x,r) C R™ oder X = [a,b]"
— und allgemeiner wenn es fir alle v,y € X ein stetiges ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = =z,
c(1) =y gibt—, dann ist “F gleichgradig stetig und es gibt ein xo € X mit {f(zo) : f € F}
beschrankt in R™” eine weitere daquivalente Bedingung.

Das Beispiel X = {0,1} C R, auf dem die Funktionsmenge F ={f : X — R : f(0) =
0} gleichgradig stetig ist, (fir jedes 6 = 1/2 finktioniert fir jedes € > 0 in Definition 7.21)
zeigt, dass die Existenz eines xo mit {f(xo), f € F} beschrinkt im Allgemeinen nicht
ausreicht um (totale) Beschrinktheit in C(X,Y') zu sichern.

BEMERKUNG 7.26. Wir haben bereits in Beispiel 6.51 gesehen, dass weder die totale
Beschranktheit noch die Vollstandigkeit alleine unter stetigen Abbildungen erhalten bleiben.
Das stetige Bild tan((—m/2,7/2)) des total beschrinkten Intervalles (—m/2,m/2) ist R und
also unbeschrinkt, wihrend das stetige Bild (—m/2,7/2) = arctan(R) der vollstindigen
reellen Achse nicht mehr vollstindig ist. Aber Satz 7.13 sagt verbliffenderweise: wenn
totale Beschranktheit und Vollstindigkeit zusammen auftreten (also der Raum kompakt
ist), dann bleiben auch beide unter beliebigen stetigen Abbildungen erhalten.

8. Partielle Ableitungen und totales Differential

NOTATION 8.1. Im Weiteren wird, soweit nicht anders erwdahnt, durch G,U oder
immer eine offene Teilmenge des R™ bezeichnet.

DEFINITION 8.2. Sei f : G — R eine Funktion und x = (x1,...,x,) € G ein beliebig
gewahlter Punkt. Fir i <n ist die Menge

Gir={t : te; + ijej =(21,...,Ti_1,t,Tiy1,...,2,) € G} TR offen
i
und auf ihr die Partialfunktion
fz,x(t) = f(xla cee 7xi—17t7 Lit1y .- - axn)
definiert. Wenn fi (x;) exvistiert, nennen wir f; (x;) die i-te partielle Ableitung von f in
. 9 .
x und schreiben %(m) = % (x) dafiir.
Falls fiir alle i < n die partielle Ableitung %(m) existiert, sagen wir dass f in x
partiell differenzierbar ist. Wir sagen f ist in G partiell differenzierbar (hat in G partielle
Ableitungen) wenn f in jedem x in G partiell differenzierbar ist.
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BEMERKUNG 8.3.

e Das Konzept der partiellen Ableitung hat Vor- und Nachteile: Einerseits ist %(:}:)

einfach auszurechnen, da alle xq,...,x; 1,11, ..., %, Konstanten sind und beim
Differenzieren keine Schwierigkeiten bereiten (sollten!). Andererseits erfasst g—%(x)
nur Informationen tiber f entlang der “Koordinatenrichtungen”, also entlang einer
relativ kleinen Menge (bestehend aus n Geraden im Vergleich zum ganzen R™).
Dies fiihrt zu solchen Problemen, dass partielle Differenzierbarkeit nicht einmal
Stetigkeit impliziert! Die Situation in Analysis I ist viel einfacher. Wir werden
deshalb bald ein starkeres Ableitungskonzept einfiihren, um solche Schwierigkeiten
auszuschliessen (so, dass also alle differenzierbaren Funktionen stetig sind).

in R? oder R® schreiben wir oft (x,y,z) fir (xi,xs,x3) und benutzen dann die

Notation
of of of
ox’ Oy’ 0z

BEISPIEL 8.4.

a)

f(x,y) = sin(x? + y) fir alle (z,y) € R?. Dann

of of _ 2 :
B 9y cos(z® 4+ y) im Punkt (x,y).

g(z,y) =log(z/y) auf G = {(z,y) € R* : xy > 0} (Wieso offen?). Dann
dg 1 0¢g —1
=== =— G
da g(x,y) = log(|z]) —log(ly|) und (4;|2])/|2| = 1/ wenn = € R\ {0}.
Unstetige Funktion mit partiellen Ableitungen: Wir definieren

2 wenn (x,y) # (0,0)
hiz — Téty .
(z,9) {0 wenn (z,y) = (0,0)

= cos(x® + y)2x,

Dann ist h ausserhalb des Ursprungs wegen x® + y* > 0 partiell differenzierbar,
und h(0,t) = h(t,0) = 0 fir alle t € R sichert §%(0,0) = §2(0,0) = 0. Trotz-
dem ist h unstetig in 0 da Y\ # 0 gilt h(Az, \y) = h(x,y), also ist h entlang
Geraden zum Umsprung konstant und die Oszilation von h auf dem FEinheits-
kreis (h(cos(¢),sin(¢)) = sin(2¢)/2) pflanzt sich bis zu (0,0) fort. Zum Beispiel
pn = (1/n,1/n) — (0,0) aber h(p,) = 1/2 fir n — co. Wenn wir

oh y(y* —a?) Oh

B ~2(2® =)
ax(%y) = m’c’)_y( ,Y)

o (I2 +y2)2
berechnen, sehen wir lim g g—Z(t, 0) = limt\o% = 0o und analog lim; o %(O,t) =

00, also lasst sich g—z in (0,0) nicht nochmal nach x partiell differenzieren.
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Dieser ”Schonheitsfehler” der Konstruktion lasst sich leicht beheben unter Be-
nutzung des Beispieles 4.35 in Analysis I. Wir definieren
- 0 wenn h(x,y) <
h(l’, y) = 1
exp(155,)  wenn h(z,y) >

§—

)

W= Wl

dann ist fir jedes (x,y) # (0,0) mit xy = 0 h = 0 in einer Umgebung, somit sind
alle (auch héhere partielle) Ableitungen auf den Koordinatenachsen identisch null.
Ausserdem sieht man, dass in ganz R?\ {0} alle partiellen Ableitungen existieren,
siehe die folgende Definition.

DEFINITION 8.5. Hohere Ableitungen Sei f : G — R in G partiell differenzierbar.
Wenn alle partiellen Ableitungen

of 8—f:G—HR

Ox,’ ' Oz,
wiederum in G partiell differenzierbar sind, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar
2
und wir schreiben oF = 0 ﬁ . Analog definieren wir hohere partielle Ableitun-
8xi833j 8131 (9xj

gen (f k-mal differenzierbar).

NOTATION 8&.6.

of _ o

[ ]
darstellt. (Wir erwdhnen auch die Analogie zur klassischen ”Leibniznotation” in

R: fl(z)=4L.)

f, die zweite Schreibweise ist vorteilhaft wenn f eine lange Formel

83
o — %(m) wird oft abgekiirzt zu D;f : G — R, 2.B. D1D3f = 5 an =
i 10235
*f . .
————— weitere Abkiirzungen werden folgen.
011029075

DEFINITION 8.7. Die Funktion f : G — R ist in C*(G) wenn VI < k : alle l-ten
partiellen Ableitungen von f existieren und sind stetig in ganz G.
Analog ist f : G — R™ k-mal partiell differenzierbar bzw. in C*(G) wenn dies fiir jede

Koordinate f; : x — (f(x),e;),i < m, gilt.
Zum praktischen Rechnen benutzen wir Konzepte aus der Linearen Algebra.

DEFINITION 8.8. Seif : G — R partiell differenzierbar. Wir definieren den Gradienten

von f als 5 5 5
Vf(x)= (a—xfl(x), a—g‘i(w), ce an(x)), also Vf:G—R"

Der Ausdruck V f wird oft "Nabla 7 gelesen.

Analog werden fiir f : R® — R™ die einzelnen V f1,V fo, ..., Vf, als Zeilenvektoren
aufgefasst und in einer Matrix angeordnet.
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DEFINITION 8.9. Sei f: G C R® — R™ partiell differenzierbar in x € G. Dann ist

o) g . )
Df(x)=| """ o w0
Uo(a) Y2(2) .. Y2

i Kompaktnotation also

0fi . :
(Df(x))i; = <0£> (x) wenn i <m,j <n,

die Funktional- oder Jacobi-Matriz von f an der Stelle x.

Wir verstehen Ableitungen, Vf und Df als (mehrfache) Zeilenvektoren, die auf den
durch Spaltenvektoren dargestellten raumlichen Richtungen wie lineare Abbildungen agieren,
die Koeffizienten dieser Abbildungen sind die partiellen Ableitungen. Die wesentliche Frage
ist im Hinblick auf Beispiel 8.4.c), wann diese linearen Abbildungen die Zuwéchse von f
nahe z wirklich gut approximieren.

DEFINITION 8.10. Sei f : G C R" — R™ und z € G. Wir sagen f ist in x total
differenzierbar (hat Frechet-Ableitung) wenn

e+ h)— fa) A

] 0. ()

eine Matrix A existiert, so dass lim
h—0
heER™

Wir nennen A das totale Differential von f in x.

BEMERKUNG 8.11.

a) Wenn (x) gilt, kann man durch Betrachtung von h = te; firt — 0 leicht finden,
dass Ai; = gic; (x) (d.h. A= Df(x)), also ist dann f partiell differenzierbar und
A in der vorherigen Definition eindeutig. Beispiel 8.4.c) zeigt, dass die partielle
keinesfalls die totale Differenzierbarkeit impliziert.

b) Wenn f(z) = A-z+v, v € R, auf G, dann ist fir alle x € G die Matriz A
gleich D f(z) und das totale Differential von f in x.

c) A ist totales Differential von f in xo genau dann wenn die Nullmatriz O das totale
Differential von x +— f(z) — A-x in g ist.

d) Aus ¢) und der A-Ungleichung folgt: wenn A bzw B totales Differential von f bzw
g (beide G — R™) in xy sind, dann ist A+ B totales Differential von f + g in xo.

SATz 8.12. Sei f : G C R™ — R™ partiell differenzierbar, und alle (ersten) partiellen
Ableitungen in xg € G stetig. Dann ist f in xy total differenzierbar mit totalem Differential
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BEMERKUNG 8.13. Also f € C! impliziert ”f hat totales Differential”, die Umkehrung

qilt bereits in R nicht, wie
2?sin (2) 2 #0
fay= o oml) o7
0 z=0

zeigt.

LEMMA 8.14. Sei A eine m X n Matriz, dann ist x — A -z von R™ nach R™ (lipschitz)
stetig und Vo € R™ gilt |A- x| < (30, |A- e])]z|.

KOROLLAR 8.15. (Von der Bedeutung eigenlich ein Satz) Sei f in xo € G total dif-
ferenzierbar, dann ist f in xq stetig.
Insbesondere gilt |f(xo+h) — f(xo)| < (1 + > 0, |Df - e])|h] wenn |h|(> 0) genigend

klein.

BEMERKUNG 8.16. Da Stetigkeit manchmal schwieriger uberprifbar ist, ist folgendes
zwar schwdcheres, aber oft einfacher zu uberprifendes Kriterium eventuell nitzlich: wenn
fur alle i, j die partiellen Ableitungen gj:i_ auf G beschrankt sind, dann ist f in G stetig.

J
Wenn also alle zweiten partiellen Ableitungen beschrinkt sind, ist f in C*(G) und hat in
jedem x € G ein totales Differential.

LEMMA 8.17. Seien f,g: G — R in C*(GQ). Dann sind auch f + g, f - g in C*(G).

SATZ 8.18. Kettenregel Seien G € R*, G C R™ offen, f G — G und g : G — R
Wenn f in xy € G total differenzierbar ist und g in f(xg) € G total differenzierbar ist,
dann ist auch go f : G — R! total differenzierbar mit

D(go f)(wo) = Dg(f(x0)) - Df(zo).

Wenn iiberdies f € C*(G) und g € C*(G), dann g o f in C*(G). (Dies gilt auch fiir
k=o00.)

Man kann leicht sehen, dass die Aussage auch gilt, wenn nur g in f(z) total differen-
zierbar ist, und sowohl fiir f als auch g o f partielle Differenzierbarkeit betrachtet wird.

Andererseits sehen wir, dass mit g = h aus Beispiel 77 und f(z) = (x1 — 29, 21 + 22),
das aus totaler Differenzierbarkeit von f und partieller Differenzierbarkeit von g weder
keinesfalls partielle Differenzierbarkeit von g o f folgt.

KOROLLAR 8.19. f:G — G, g: G — R, (also l =1 im vorigen Satz) dann

—a(g;f ) (2) = 3 g—ygj( f(@)?i () fiir alle x € G,
also V(g o f) = Vg - Df als Zeilenvektoren.(Falls wir V als Spaltenvektoren begreifen
wollten, erhielten wir V(go f) = (Df)'Vg!)

BEISPIEL 8.20. Seien ¢ : (0,1) — G und g : G — R beide total differenzierbar und sei
t — g(c(t)) konstant, dann 0 = (g o c)'(t) = (Vg(c(t)),d(t)), also sind die Héhenlinien
einer Funktion senkrecht zum Gradienten dieser Funktion.
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DEFINITION 8.21. Die Abbildung f : G — R™ hat in x € G die Richtungsableitung
D, f(x) firv e R™ falls fir g,.(t) = f(x + tv) die Funktion g,, int = 0 differenzierbar
ist — wir setzen dann D, f(z) = g, ,(0).

SATZ 8.22. Sei f : G — R™ inxy € G total differenzierbar. Dann D, f(xy) = D f(xo)-v
fir allev € R™. Fallsm = 1, dann ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung V f(zo)
die Richtung des schnellesten Wachstums von f in .

9. Hesse Matrix, Mittelwertsatz und Taylorformel

DEFINITION 9.1. Sei G C R" offen und f : G — R zweimal partiell differenzierbar in
xo 1 G. Dann heifst

02 f 02 f 02 f
8_95%('r) Ox10x2 (IL’) ctt O0x10Tn <I>
92 a2y 02
Hf(x) _ Oz20x1 (:E) ox3 (:E) Tt Oxelxn (l’) :
82f. 62f. 82f.
0xn0x1 (.CL’) O0xn0x2 (IL’) ot @(I)

i Kompaktnotation also

82
(H5(0))s = (o= ) (@) wemn iy < n.

die Hesse-Matriz von f an der Stelle x.

SATZ 9.2. (H.A. Schwarz) Sei f € C*(G), dann ist Hy(x) symmetrisch fir alle v € G.

; of of _°f st 0%f i
Genauer gilt, wenn D Da; und Doom; G existieren und in xg € G stetig ist,

O0x;0x;
dann existiert auch

0*f 02
xo) und ist gleich xo).
8£L‘18ZE]( 0) g 8:17]8%( 0>
BEMERKUNG 9.3. Die etwas schwachere, aber handlichere Formulierung “wenn f €
C?, dann ist Hy(x) symmetrisch” ist der Satz von Clairaut. Der Satz von W.H. Young
sagt: wenn %, % (exzistieren und) beide in xy ein totales Differential haben, dann ist
i J

%( 0) = 8{22; (x0). Somit ist der Satz von Clairaut sowohl eine Folgerung aus dem

Satz von Schwarz als auch eine Folgerung aus dem Satz von Young (und 8.12). Die bei-
den letzteren Satze sind allerding voneinander logisch unabhdngig und haben verschiedene
Beweisideen!
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I ynd 21 in G existieren und 24— in 9 € G

Beweis Satz 9.2 Mogen also 2 31, B 9u;0; Bu0m;

stetig sein.
Sei zunéchst € > 0 gegeben, dann gibt es ein § > 0, so dass

h e (=6,0)" = xy+h € G und el (xo+ h) — O°f (x0)| < e.
Ox;0x; Ox;0x;
hao+se; wo-+tej+se;
Wir wihlen nun s, ¢ mit 0 < |s|, |t| < 6 und betrachten — {Eotue: —(rottejtye:
Differenz = ()
0 Zotie;

1
A(s,t) = E(f(xo + te; + se;) — f(wo + se;) — f(zo + tej) + f(xo)).
Wir deﬁnieren g(y) f(xo + te; +yei) — f(xo + ye;) auf (=4,0), und somit erhalten wir,

dass ¢'(y) = (:Uo +te; + ye;) — 8f --(zo +ye;). Nun finden wir § zwischen 0 und s mit
g0 L 1(0f . ep
Als,t) =7 (f =598 =7 Bz, (zo + te; + Ee;) o (2o + &ei) )

da wir auf g den Mittelwertsatz aus Analysis 1 anwenden konnen.
Wieder wéhlen wir auf (—4,0) eine Hilfsfunktion h(z) = g—f(xo + ze; + Ee;), so dass

B (z) = a?c (gg) (o + zej + Ee;) und finden nach MWS ein 7 zwischen 0 und ¢ mit

Alst) = §{00) = h0) = 00) = 5 (55 ) G-t e+ 0.

(91:]- 81’1
Weil h = ne; + Ee; € (—9,6)" haben wir also nach Vorrausetzung
’A(s,t) _ 9 ()| < &, wenn 0 < s, [t| < 4.
azvjﬁxi

Nun senden wir ¢ nach 0 und erhalten wegen der Existenz von 0f/0x; in G, dass

é <§_£($O + 861') - ﬁ(ffo)) = }gLI%A(S’t)’

und also

<eg, wenn 0 < |s| < 0.

of of *f
(ax] @0+ 56:) = 50 o)) - Buyom )
Da ¢ > 0 beliebig war, heif3t dies

.1 /0f of _ Of
£1£I(1) S (637] (:EO + 361) B 81']( 0)) B 81’]0%1 (:EO)’
b of (x0) = ﬁ( ), was eigen wa
ZW. 9r; \ o, Tg) = Pr0m Tp), was zu zeigen war.
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KOROLLAR 9.4. Wenn f € C*(G), dann kommt es bei den partiellen Ableitungen der
Ordnung | < k nicht auf die Rethenfolge an.

Zum Beispiel

Bro o PFN\ o PN\ & [(of

) A B ) BN B A BN

Aus Analysis I erhalten wir folgenden eindimensionalen Mittelwertsatz (MWS, verglei-
che Ana I 4.15): wenn g : (a,b) — R in (a,b) differerenzierbar ist und z < y in (a,b),
dann 3¢ € (z,y) : g(y) — g(z) = ¢'(§)(y — x). Eine direkte Verallgemeinerung in hoéhere
Dimensionen ist nicht mdoglich, siehe folgendes

BEISPIEL 9.5. Sei ¢ : R — R? durch c(t) = (cos(t),sin(t)) definiert. Dann ¢ € C®(R)
und |d(§)| =1 > 0 fir jedes £ € R. Trotzdem ist ¢(2mw) — ¢(0) = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass die (totale) Ableitung trotzdem den Zuwachs einer Funktion
auch in mehreren Dimensionen kontrolliert, bzw. sogar approximiert.

SATZ 9.6. Mittelwertsatz Sei G C R™ offen, f : G — R™ in C'. Wenn x € G und
¢ € R, so dass die Strecke [x,x+ ] ={x +t£; t € [0,1]} C G, dann gibt es ein M € R,
mit
Vi e [0,1]Vv e R": |Df(x+t)-v| < Mlvl.
Jedes solches M erfullt dann auch

[f(x+&) = fz)] < MIE].

KOROLLAR 9.7. Konstantheitskriterium Sei G C R"™ offen, f : G — R™ mit Df(y) =0
fir jedes y € G. Wenn x € G und £ € R", so dass [z,x + & ={z+t;t € [0,1]} C G
dann f(x) = f(x+£).

BEMERKUNG 9.8. Die starke Voraussetzung [z, x + & C G schlief§t eigentlich undtig
viele Menge G von der Anwendung des Kriteriums aus. Da das Konstantheitskriterium
andererseits aber auf allen Kugeln gilt und wiederholt angewendet werden kann, sehen wir
dass Df = 0 in G die Konstantheit von f in G impliziert falls es fir alle x,y € G ein
c:[0,1] — G stetig gibt, so dass c¢(0) = z und c¢(1) = y. (Solch G heifit wegzusam-
menhdngend.)

BEMERKUNG 9.9. Man kann auch folgende schwichere (da eigentlich unscharfe) Vari-
ante des Mittelwertsatzes zeigen (DIY, analog zum Beweis von 8.12): Wenn f : B(xq,r) C
R™ — R™ in B(xo,r) differenzierbar und

Vo € B(xg,r)Vi < nVj <m: ‘%(w) <cg,
Z;

dann

Va,y € B(zo,r) : |f(2) = f)] < evmllw =yl < ev/mnlz — y|.
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KOROLLAR 9.10. Approximationsform des MWS Sei G C R" offen, f : G — R™ in
Cl. Wenn x € G und £ € R", so dass [,z + & = {x+t&;t € [0,1]} C G, und wenn fir
eine m X n Matrix A und ein € > 0 gilt

Vie[0,1]Vo e R": |Df(x+1tf)-v—A-v| <elv|,
dann

[f(z+8) = fz) - A-&] <el¢].

Wir wollen nun hohere Ableitungen und die Taylorsche Formel studieren, und brauchen
dazu eine effektive Schreibweise, die nur die Anzahl aber nicht die irrelevante Reihenfolge
der Ableitungen notiert.

DEFINITION 9.11. Sei G C R"™ offen und f : G — R™.

i) Fira=(o,...,0,) mit o; € Ng=1{0,1,2,...} definieren wir

n n
la| = E «; Betrag von a, al = Hai!,
i=1

i=1
und nennen ein in diesem Zusammenhang verstandenes « einen Multiindex.
ii)  Wenn a ein Multiinder ist und f € C1*(G), dann setzen wir fir x € G

olelf
0x*0xy? ... Oxon

Hierbei DY f = f. Ausserdem definieren wir fir x € R"

o (77
oo = T2

LEMMA 9.12. Sei G C R" offen und f : G — R™. Falls die “offene” Strecke (x—&, x+&)
in G enhalten ist, betrachten wir die Funktion g(t) = f(z + t&) auf (—=1,1). Wenn f €
CH(G) mit k > 1, dann gilt

Vte (-1,1): g™t = > Z—!'Daf(x—i—tf){“; (9.1)

|lal=k

D*f(x) = D{*Dg* .. Dy~ f(x) =

hierbei ist |a|!/a! also die Anzahl der Mdglichkeiten, D als Abfolge einzelner Ableitun-
gen zu schreiben, d.h. die Anzahl der verschiedenen (ji,ja,...,Jja)) € {1,... ,n}lel mit

27:1 €5, = Q.

Genauso wie (77?), aber mit einem etwas einfacheren Induktionsschritt erhdlt man unter
den Voraussetzungen dieses Lemmas auch

vie (=1,1): W) => "> .Y DDy, Dy fla+1)&,&, &Gy (92)

i1=lig=1  ix=1

hier erspart man sich die nach Korollar 9.4 mégliche Zusammenfassung identischer Ableitun-
gen wie DDy = DyD; = D),
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Lohnt sich die Arbeit mit der komplizierten Form (??)? In (??) haben wir klarerweise
n® Terme. Fiir die Anzahl c(n, k) der Multiindezes (ay,...,q,) mit |a| = k leitet man
leicht die Rekursionsformel ¢(n + 1,k + 1) = ¢(n,k + 1) + ¢(n + 1, k) her und aus dieser
wiederum mit Induktion die Formel

o(n, k) = (”*Z_l).

Fiir n = k = 4 erhalten wir also 256 Terme in (??) aber nur ¢(4,4) = 35 Terme in (?7).
Analog zur und basierend auf der 1-dimensionalen Integraldarstellung der Taylorent-

wicklung erhalten wir das entsprechende Resultat in R™. Nach 5.26 gilt fiir jede Funktion
g € C**1([0,1])

k 1
1 1
o) =3 "0 + 55 [ (=0t
1=0
Dies liefert, kombiniert mit (??), den folgenden

SATz 9.13. Taylorsche Formel Sei G C R™ offen und f : G — R™ in C*TY(G). Wenn
x4+t € firallet e [() 1], dann

fx+6) = Z D“ )€ 4 (k4 1) Z/ ﬂg dt.
|0‘|<k | |a|=k+1 ’

DEFINITION 9.14. Sei f : G — R™ in x € G wenigstens k-mal partiell differenzierbar.
Wir definieren

1
Tﬁx(f) = Z aDo‘f(:c)fa, Taylorentwicklung der Ordnung k,

o<k

Rf‘,w(g) =flz+¢&) — T}fz(f) Taylor-Restglied der Ordnung k.

LEMMA 9.15. Sei f : G — R in x € G zweimal partiell differenzierbar, dann

T2,(6) = J(2) + (VI @) €) + 5(& Hyla) - &) 93
wobei Hy(x) = D(y — (Vf(y))")(x) die Hessematriz aus 9.1 ist.

SATZ 9.16. Wir betrachten f : G = Br(x¢) — R.
a) Wenn f € C3G) und 0 <r < R dann gibt es ein M, so dass

§ERN[E] <= [RE, (] < M.
Uberdies ist Tﬁx das einzige quadratische Polynom P (d.h. Jc, € RVE @ P(§) =
> lal<2 Cab® ), mit

[f(z+&) = P(©)] = o(|¢*), das heift lim 5 [f (2 + &) = P(E)[ = 0. (9-4)

\6!2
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b)  Wenn f in G zumindest einmal partiell differenzierbar ist, und x — (V f(x))T
tberdies in xg total differenzierbar ist (z.B. wenn x — H(x) stetig in o, vergleiche
mit Satz 8.12), dann gilt immer noch (entsprechend zu (??)), dass

. 1 2
iny 1251, (O] =0

In diesem Satz konnen wir die euklidische Norm durch jede andere Norm ersetzen, auch
die betrachtete Taylor-Ordnung (hier k£ = 2) kann man erhdhen.

Wir kénnten auch den Fall f : Bp(z) € R* — R™ mit m > 1 ohne wesentliche An-
derungen behandeln, allerdings muss das Skalarpodukt ((V f(z))”,&) durch das iibliche
Matrixprodukt D f(z) - £ ersetzt werden und der quadratische Term (£, H(x)¢) wird am
besten zeilenweise als (Hy,(x) fur i = 1,...,m) verstanden, da die volle zweite Ableitung
von f aus mn? partiellen Ableitungen gebildet ist, und somit nicht als einzelne Matrix
dargestellt werden kann.

10. Extremwerte und kritische Stellen

DEFINITION 10.1. Sei (X, o) ein metrischer Raum, f: X — R und x € X. Dann ist

e 1z lokale Maximalstelle von f (wir sagen auch f hat lokales Maximum in x) wenn

de > 0Vy € B(x) : f(y) < f(2).

e 1 strenge lokale Maximalstelle von f (wir sagen auch f hat strenges lokales
Mazimum in x) wenn Je > 0Vy € B.(z) \ {z} : f(y) < f(x).

Analog definieren wir lokale und strenge lokale Minima und Minimalstellen sowie Extrema
und Extremalstellen.

SATZ 10.2. Sei G C R” offen und f : G — R. Wenn f in x € G eine lokales
Extremum hat, und f in x partiell differenzierbar ist, dann V f(x) = 0. Wenn berdies
eine Richtungsableitung D, f(x) existiert, dann auch D, f(x) = 0.

DEFINITION 10.3. Sei G C R"™ offen und f : G — R partiell differenzierbar in G. Dann
hat f in x € G eine kritische Stelle wenn V f(z) = 0.

GeméaB Satz 9.16 gilt fir f € C? in einem kritisischen Punkt f(z + &) — f(x) =
$(&, Hp(2)€) + err(€) wobei |err(§)| < o(|¢]?) viel kleiner als (£, Hy(2)) sein sollte, wenn
& nahe Null ist. Deshalb wird die Frage, ob f in einer kritische Stelle ein lokales Minimum,
Maximum oder iiberhaupt ein Extremum hat im Wesentlichen vom Vorzeichenverhalten
der quadratische Form

Qr.2(&) = Q&) = (& Hy(x)§) = £ Hy ()€

bestimmt. Aber bereits die naheliegendste Frage, wann Q(§) > 0V¢ # 0 ist nicht ganz
einfach zu beantworten. Uns hilft hierbei zumindest, dass H(z) symmetrisch ist.

a

BEISPIEL 10.4. Sein =2 und H¢(x) = (b i) Dann gilt V€ € R?2\ {(0,0)} : Q(£) >0
gdw. a,c > 0 und det(Hp(z)) = ac—b* > 0 und V¢ € R? : Q(€) > 0 gdw. a,c > 0 und
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ac > b%. In allen anderen Fallen existiert £ € R? : Q(€) < 0, aber das bedeutet noch nicht
VE#£0:Q(&) <0 bzw. dass f ein Maximum in x hat.

DEFINITION 10.5. Sei A eine symmetrische reelle n x n Matriz (A;; = Aj;, also AT =
A.)

a) A (und die dazugehdrige Form Qa(§) = (&, AE)) heifit positiv definit wenn V€ €
R™\ {0} : (¢, A) > 0 und heif$t negativ definit wenn V& € R™\ {0} : (£, AE) < 0.

b) A (und die dazugehorige Form @Q 4) heifit positiv(negativ) semidefinit wenn
VEER™: (€, AL) > 0 ((€, AE) < 0.

¢) A (und die dazugehirige Form Q) 4) ist indefinit wenn es &, &, € R™ mit
<§—7A§—> <0< <§+7A§+> glbt

Um zu entscheiden, welche der Bedingungen fiir eine gegeben Matrix gilt, brauchen wir
ein paar Begriffe und Fakten aus der linearen Algebra.

SATz 10.6. a) Seien A, B n x n Matrizen, dann gilt det(AB) = det(A) det(B).
b)  Wenn A eine reelle und symmetrische nxn-Matriz ist, dann existieren Ay, ..., A\, €
R FEigenwerte von A und vy,...,v Orthogonalbasis aus dazugehorigen Eigenvek-

toren von A. Das heifst fur alle i, 5 < n gilt

0 i)

Die Beweise werden wir hier nicht geben, sie konnen aber in jedem Lehrbuch der Line-
aren Algebra gefunden werden. Teil b) lasst sich analytisch beweisen mit einem einfachen
Induktionsargument (allerdings muss man wissen, dass eine symmetrische Matrix, die einen
linearen Unterraum des R™ in sich selbst abbildet, auf diesem Unterraum wieder als sym-
metrische Matrix auf einem R™, m < n, aufgefasst werden kann). Teil a) ist sehr einleucht-
end, wenn man die Determinante von A als Faktor der Volumenanderung bei Multiplikation
mit A versteht, ein exakter Beweis (z.B. dass dieses Verstandnis korrekt ist) verlangt etwas
mehr Vorbereitungen.

1 i
(vi,vj) = { = (Orthogonalbasis), Av; = A\v;.(Eigenwert und -vektor.)

KOROLLAR 10.7. Sei A eine reelle und symmetrische n x n-Matrix und sei sei vy, ..., v,
eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren. Wenn wir die Matriz P; = (vj); Vi,7 < n
definieren, dann Pe; = v;, PTP = Id und also

A 0 0 ... 0
0 X O ... 0
PTAP =P AP =0 0 As ... 0| =diag(A, Aa,..., M) = A,
0 0 0 ... X\
und det(A) = A1 - Ao ...+ A, Produkt der Eigenwerte. (Die zweite Gleichheit in der obigen
Zeile gilt wann immer vy, ...,v, eine Basis aus Eigenvektoren ist, man sagt dann aus

klar ersichtlichen Grinden, dass A diagonalisierbar ist — Orthogonalitat wird hier nicht
bendtigt.)
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LEMMA 10.8. Sei A eine reelle und symmetrische n X n-Matriz mit den Figenwerten
M,y A\ €ER . Dann ist
positiv definit < Vi : Ay >0
a)’ megativ definit < Vi \; <0
b) positiv (bzw. negativ) semidefinit < Vi : A; > 0( bzw.)\; < 0).
b)’ indefinit < Ji, jA; <0 < ;.

a

)
)7

Dies gilt weil Vo € R” und y = PTx

(x,Az) = 2T Ax = y"(PTAP)y = y" Ay = Z Nz
i=1
Allerdings ist das Finden der Eigenwerte nicht ganz einfach. Wir konnen zwar nutzen, dass
jeder Eigenwert eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms c4(A) = det(Ad — A) ist,
und es somit immer hochstens n Nullstellen dieses Polynoms vom Grade gibt. Uber deren
Positivitat zu entscheiden ist jedoch schwieriger. Neben der sogenannten “Sturmschen
Kette” (und digitalen Rechengehilfen), benutzt man hier oft das

SAaTz 10.9. Hurwitz -oder Hauptblock Kriterium Sei A eine reelle und symmetrische
n X n-Matriz. Fir k < n definieren wir Ay = (Aij)i <k, den “ersten k x k-Hauptblock”
und Ay = det(Ag). Dann gilt

a) A ist positiv definit gdw. Yk <n: Ag >0,

a)’ A ist negativ definit gdw. Yk <n: (—=1)FAp > 0, und

b) wenn ein k mit 2k < n und Ag, < 0 ezistiert, dann ist A indefinit.

Die Matrix diag(0,—1) zeigt, dass Vk : A, > 0 keinesfalls positive Semidefinitheit
impliziert, und diag(—1,—1,1,1) zeigt, dass die Bedingung in b) nur hinreichend, aber
nicht notwendig ist.

SATz 10.10. Set G C R™ offen, f : G — R in C*(G) und x € G eine kritische Stelle
von f.

a) Wenn Hy(x) positiv definit ist, dann hat f ein strenges lokales Minimum in x.

a)’  Wenn Hy(x) negativ definit ist, dann hat f ein strenges lokales Maximum in x.

b)  Wenn f in x ein lokales Minimum (bzw. Maximum) hat, dann ist H;(z) positiv
(bzw. negativ) semidefinit.

BEMERKUNG 10.11. i) Im vorigen Satz reicht es natirlich wiederum, dass y +—
(V)T in x total differenzierbar und x eine kritische Stelle von f ist.

ii) FEs ist geometrisch intuitiv (gerade in 2 Dimensionen), einen kritischen Punkt,
der keine Extremstelle ist, einen Sattelpunkt - die Motivation mag sowohl von der
Kavalerie oder aus der Topographie stammen.

BEISPIEL 10.12. a) flz,y)=vy*>—2% dann Vf =04 (x,y) = (0,0). In diesem

Punkt ist
-2 0
Hf(070) = < 0 2)
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indefinit, dies ist klarerweise (bis auf Rotation des Koordinatensystems und Anderung
der Linge auf der x oder der y-Achse) der typische Sattelpunkt in 2 Dimensionen.

b)  g(z,y) = 2* +y* — 3wy auf R?, dann Vg(z,y) = (3(z* — y),3(y* — x)), somit
Vy(z,y) =0 gdw. 2> =y & y?> =x, also x* =z, d.h. z(v —1)(z*+2+1) =0
und somit nur x =y =0 und x =y = 1 kritische Stellen. Da

6x —3
Hy(x,y) = (_3 Gy) ,

haben wir in (0,0) einen Sattelpunkt, und in (1,1) ein strenges lokales Minimum.

ProproOsSITION 10.13. Fundamentalsatz der Algebra Jedes auf nicht ganz C konstante
Polynom p : C — C hat mindestens eine komplexe Nullstelle.
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11. Die Weg- oder Bogenlange
Wir wollen hier die Lange einer Kurve (auch Weg oder “Bogen” genannt) definieren.

DEFINITION 11.1. Ein stetiger Weg (eine stetige Kurve) ist eine stetige Abbildung c :
la,b] — R"™. Sie hat Startpunkt c(a) und Endpunkt c(b) und ist “geschlossen” wenn c(a) =

c(b)

Man kann zu einem gewissen Grad den Weg ¢ mit seinem Bild ¢([a, b]) identifizieren,
sollte aber nie vergessen, dass ¢ Werte mehrmals annehmen kann, als sein Bild mehrmals
durchlaufen kann.

Wir wiederholen aus Kapitel 5 (Riemann Integral) den Begriff der Partion. Seien a < b
reell. Eine Partition des Intervalls [a,b] ist ein endliches P = {to,t1,...,t} C [a,b] mit
den Teilungspunkten a =ty <ty < ... <t =D.

Feinheit der Partition P = {tg,...,l;} ist d(P) = | max [tiy1 — t]. Wir sagen: die

Partion @ von [a,b] ist feiner als Partion P von [a,b], wenn P C Q. (“P-Intervalle”
[to, t1], [t1,ta], - - -, [tk—1, tx] werden von Punkten in () nochmals partitioniert).
Bezeichnung B([a, b]) = { P : P Partition von [a, b]}.

DEFINITION 11.2. Der Weg ¢ : [a,b] — R™ ist C' wenn es eine >0 und ¢ : (a —&,b+
g) = R" mit ¢ € C'(a —e,b+¢) und Vt € [a,b] : &(t) = c(t) gibt.

Ausserdem sagen wir ¢ : [a,b] — R™ ist stiickweise-C", wenn es eine Partition a = t; <
t < ...<tp=0b gibt, so dass ¥Vl < k der Weg ¢y, 4,,,] C* ist.

DEFINITION 11.3. Gegegeben einen stetigen Weg ¢ : |a,b] — R"™ und eine Partition
P ={to,t1,...,tx} € B([a,b]), setzen wir
-1
L(c,P) = le(t)) — e(tier)], und
!

e

Il
o

L(c) = sup L(c, P) die Bogenldnge von c,
PeP([a,b])

wobei das Supremum einer von oben unbeschrankten Menge gleich +o00 ist.
Wir nennen c rektifizierbar, falls L(c) < occ.

DEFINITION 11.4. Wenn ¢ : [a,b] — R" ein stetiger und rektifizierbarer Weg ist, dann
definieren wir s(t) = sc(t) = L(c|q,1)-

LEMMA 11.5. Seic: [a,b] — R" ein stetiger Weg und P € B([a,b]), so dass |z —y| <
d(P) = |e(x) — c(y)| < e. Dann gilt

Vo € |a,b] : L(c, P) < L(c, PU{x}) < L(c, P) + 2e.

Also
VQ € P([a,b]): P C Q= L(c, P) < L(c,Q) < L(¢, P) + 2ecard(P \ Q).

Der Beweis folgt den Ideen des Beweises von Lemma 5.3.
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SATz 11.6. Sei ¢ : [a,b] — R™ ein stetiger Weg und P, € B([a,b]) eine Folge von
Partitionen mit d(P;) — 0 fiir | — oo. Dann L(c, P,) — L(c) wenn [ — oo.

Der Beweis nutzt wiederum Ideen aus Kapitel 5, genauer des Beweises von Proposition
5.13

KOROLLAR 11.7. Wenn c¢: [a,b] — R™ ein stetiger Weg ist, dann
Vo € [CL, b] : L(C) = L(C‘[a7z]) + L(C‘[ij]).

Insbesondere s.(t2) = sc(t1) + L(cjp, 15)), wobet wir in beiden Gleichungen 400 zulassen
(mit Rechenregeln (+00) + (+00) = (+00) +y = 400 fir y € R.).

Somit ist ein stetiger Weg ¢ : [a,b] — R"™ rektifizierbar gdw. fiir jede Partition P €
B([a,b]) und jedes P-Intervall [t;, t;11] gilt, dass ¢, ,,,) rektifizierbar ist.

SATZ 11.8. Wenn der Weg ¢ : [a,b] — R" stiickweise Ct-ist, dann gilt

/\c )| dt < oo

und somit s.(t) = |c/(t)| wenn ¢ in t stetig ist.

BEISPIEL 11.9.

a) Seienr,h >0 und c(t) = (rcos(t),rsin(t), th) € R® eine Schraubenlinie (“Heliz”).
Dann ist | (t)| = V/r? + h? fir jedes t € R und also zum Beispiel
L(cjjap) = (b — a)Vr?2 + h? fir alle a < b.

b)  Wenn f : [a,b] = R eine (stickweise) C'-Funktion ist, dann bildet ¢ : t — (t, f(t))
das Intervall [a,b] auf den Graphen von f ab. Dieser Graph hat also Linge

b
/ I+ (PO dt.

12. Lagrange Multiplikatoren

SATZ 12.1. Set U C R™ offen und seien die Funktionen f: U — R sowie g; : U — R,
i=1,...,m, alle C'.
Wir betrachten die Menge
M={zecU: ¢g(x)=...=gn(z) =0},

und mége fip in xg € M eine lokale Extremstelle haben, dass heifit, es gibt ein c € {—1,1}
und € > 0 mit x € M N B(xg,e) = (f(x) — f(xg)) - ¢ > 0. Falls

die Vektoren (Vg1 (xo))T, ..., (Vgm(z0))" linear unabhdingig sind,

dann gilt
(Vf(@0))" € span{(Vgi(zo))", ..., (Vgm(w0))"},
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dass heifit, es gibt A1, ..., A, € R, so dass
(Vf(xo)) Z)\ Vgi(xg)) in R™.

Die Zahlen \q,...,\,n, € R heiffen Lagmnge Multiplikatoren fiir dieses Extremproblem
f — min / max mit Nebenbedingungen g;(z) =0,i=1,...,m

BEMERKUNG Die Schlussfolgerung dieses Satzes 13t sich auch ”symmetrischer” und
ohne die eingerahmte Voraussetzung formulieren, da die spezielle Bedeutung von f dabei
etwas verschwindet, ist die folgende Formulierung aber weniger haufig in der Literatur.

Wenn die Funktion f in xy € R™ eine lokale Extremstelle beziiglich der Nebenbedingun-
gen gy = ... = g,, = 0 hat (wobei f,g; : U C R" — R in C'), dann sind die Zeilenvektoren

Vf(x0), Vgi(xg), ..., Vgm(zo) linear abhéngig,

d.h. eine geeignete "Lagrange Funktion” Aof + 3 7", Ajg; , D¢ A7 > 0 hat in 2 eine
kritische Stelle (beziiglich R™).

BEISPIEL 12.2. Sei U = R* und f(z) = (21 —22)+ (x3—14)2, sowie g1 () = a2 +a2—2,
g2(z) = x4 — 29 + 4. Die Menge

M={xeR*: 2% + 25 =2 und x4 = x5 — 4}

ist zwar abgeschlossen, aber nicht beschrdnkt, insbesondere (1,t,1,t —4) € M fir jedes
t € R — woraus man leicht sieht, dass f(M) C R keine obere Schranke hat.

DIY : Gleichwohl kann man leicht zeigen, dass x¥ € M und |2*| — oo auch f(2*) — oo
fur k — oo erzwingt, deshalb existiert wegen der tblichen Kompaktheitsargumente im R™
auch ein x € M mit f(z) = min f(M).

Da (Vgi(z)) = (221,0,2x3,0) und (Vgi(z)) = (0,—1,0,1) sind diese beiden Vektoren
linear unabhdingig wenn (2x1,0,2x3,0) # 0, dies ist aber dberall in M der Fall, da dort
2?4+ 22 =2 > 0. Laut Satz 12.1 gibt es also M\, Ay € R, so dass

2(z1 — 1) 214 0
(ZEQ — l‘l) . 0 —1
( r3 — 1’4) - 21’3 T >\2 0
2(xy — x3) 0 1

Die in der Definition von gy, gs aber auch f vorhandene Symmetrie bzw. Zuordung
T1 > X3, Ty <> x4 gilt es beim Losen des Gleichungssystem zu erhalten und zu nutzen.
Wenn wir 2. und 4.Zeile vergleichen, erhalten wir —2(xe — x1) = Ao = 2(x4 — x3), d.h.
(1 — x2) = (x4 — x3). Aus x3 X 1. versus x1 x 3. Zeile folgt

2(3171 — IQ)[E:), = /\121’1[E3 = 2(5(]3 — l‘4)ZL’1 = —2(1’1 — (L‘Q)ZEl = (ZL’3 + 5(71)(1'1 - ZL'Q) = 0.
Falls x1 = x9 dann auch x3 = x4 und aus x3 — x1 +4 = 0 folgt |z;| > 2 fir ein i € {1,3}
und also x? + x2 > 4, Widerspruch. Somit x5 = —x1, was wegen (1 — x3) = (T4 — T3)
auch ro = —x4 = 2 erzwingt. Dann |z1| = |x3| = 1 und wir missen das Minimum von

(1 —2)*+ (—x1+2)? = 2(x1 — 2)? dber x; € {—1,1} finden. Dies liefert x = (1,2, -1, —2)
und min f(M) = 2.
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BEISPIEL 12.3. /Gegenbeispiel Sei U = R?, und f(x) = zo, g1(z) = 28 — 23, go(x) =
x5 — x3. Dann scheint es keine Extremalstelle von fiir f unter der Nebenbedingung x € M
zu geben, da die entsprechende Vektoridentitdt aus 12.1 keine Lésung (mit x € M) hat.
Gleichwohl ist 0 = f(0,0,0) = min f(M)!!

Der Beweis des Satzes 12.1 ist eine einfache Konsequenz aus folgender Variante des
fundamentalen Satzes tiber die Umkehrfunktion.

PROPOSITION 12.4. Sei U C R™ offen und sei die Funktion F': U — R™ in C1(U).
Wenn x € U und das totale Differential DF(x) : R" — R™ surjektiv ist, dann ist fiir jedes
e >0 das Bild F(UN B(x,¢)) eine Ungebung von F(x) im R™.

13. Kontraktionen und Fixpunkte, Newton Iteration, Umkehr- und implizite
Funktionen

DEFINITION 13.1. Seien (X, o), (Y, o) metrische Riaume und eine Abbildung f : X — Y
gegeben. Dann ist f lipschitz stetig wenn es ein L € [0,00) gibt, so dass

Ve,y € X @ oo(f(x), f(y)) < Lo(x,y).

Die Lipschitzkonstante Lip(f) ist dann das Infimum aller solcher L, fiir welche die obige
Ungleichung gilt, es ist leicht zu sehen, dass noch immer

Vo,y € X ¢ o(f(), f(y) < Lip(f)o(w,y).

Wenn (Y,0) = (X, 0) und Lip(f) < 1 (strikt ! kleiner eins), dann nennen wir f eine
Kontraktion, und schreiben oft q oder qs fiir Lip(f).

SAaTz 13.2. Banachscher Fixpunktsatz Sei (X, o) ein vollstindiger(!) metrischer
Raum und f : X — X eine Kontraktion. Dann gibt es genau ein x € X mit f(z) = x, wir
sagen x = xs ist ein/der Fizpunkt von f. Uberdies gilt

a) Fir jedes x € X und v = x, x = f(x)_1), k € N, konvergiert die so definierte
Folge gegen den Fizpunkt x¢. (xy “zieht ganz X an’.)

b)  Fir jedes x € X gilt o(z,xf) < %.

c) Seig: X — X eine beliebige Abbildung und y = g(y) einer derer Fizpunkte. Dann

o(y,zys) < 1Q—OOL(1];’(gf))' (Vergleiche Def 7.17, 0so(f,g) = 0o hier zugelassen.)

Im Weiteren werden wir die Gleichung F(x) = y im R” l6sen, um die Existenz der
Umkehrfunktion F~! zu zeigen. Wir betrachten zunichst, wie man das fiir f : R — R
machen kann.

BEISPIEL 13.3. Newtoniteration. Nehmen wir an, dass wir die/eine Nullstelle einer
differenzierbaren Funktion f : R — R suchen und bereits einen Ndaherungswert x1 haben.
Wie kénnen wir den verbessern? Falls f affin (d.h. f' = const.) wdire, dann ist die gesuchte
Nullstelle genau in 1 — (f(x1)/f"). Wir hoffen, dass diese Idee auch funktioniert wenn wir
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nahe genug bei der Nullstelle sind, da sich die Ableitung dann in diesen kleinen Intervall
nicht mehr viel andern wird. Deshalb definieren wir

f (k)

Tht41 = Tk — F(xn) wenn f'(z1) # 0.

Da [ im Allgemeinen nicht konstant ist, wird xj,1 nicht unbedingt die Nullstelle von f
sein, aber oftmal eine besser Néiherung als xy. Statt einer genauen (und etwas verwickel-
ten) Untersuchung, wann (), gegen eine Nullstelle konvergeirt betrachten wir folgendes
Beispiel.

Wir wollen v/a (zum Beispiel o = 2) bestimmen, d.h. suchen die Nullstelle von

2 2
Tp—a Tt

2
r)=2x"—q«, also x =2, — =
f() ) k+1 k 2Ik 2$k

Wie konvergiert das gegen \/a? Es gilt

2 — 2/ax, + o T — \/a)?
Apyr = Tpp1 —Va = : ;/x_k :( Qm:c/_)7

also sollte A1 viel kleiner als Ay sein. Zum Beispiel mit o = 2 und x; = 3/2 sehen wir
x3 = 577/408 und A3z < 1/40000, also Ay < 1077

In hoheren Dimensionen miissen wir in der Newtonschen Iteration das 1/ f'(zy) durch
(DF(zy))"" ersetzen. Dazu miissen wir den Inversionsoperator A — A~! besser verste-
hen. Wir benutzen hierzu nicht die Cramersche Regel, sondern die Neumannsche Reihe
(Carl Gottfried Neumann, Universitat Leipzig 1868-1910) welche im Wesentlichen auch in
unendlichen Dimensionen (wo es also keine Determinante gibt) genausogut funktioniert.

DEFINITION 13.4. Sei T : R™ — R™ linear, dann setzen wir
IT]] (= Tll2.2) = sup{l|T(2)[l2 = = € R"& ||zl < 1} = sup{||[T'(z)] : =z e R"& ||| <1}

und nennen dies die “Norm” des Operators T'.
Analog, setzen wir ||A|| = sup{|A - z| : |z| < 1} fir jede (m x n)-Matriz A € R™*".

PROPOSITION 13.5. A — ||A|| ist eine vollstindige Norm auf R™*"™ und ist dquivalent
zu ||Allx = (Z’zzl > i A?j)lm. Ausserdem ist ||A|| = Lip(T,) im Sinne von Definition
13.1 wenn Tx(x) = A -z und es gilt

|A-B|| < |A|l - |B] Submultiplikativitat der Norm
wenn B € R™*.

SATZ 13.6. Sein > 1, dann ist

Reg = Reg, = {A € R™" . A ist invertierbar, d.h. A~}
eine offene Teilmenge von R™™ und

d:Ac Regr—s A7t € R™" ist eine C™-Abbildung.
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Insbesondere, wenn ||A|| < 1, dann gilt die Reihenentwicklung *

(Id— A)~ ZA’“

und wir finden, dass fir jedes A € Reg das totale Dzﬁerential der Invertierungsabbildung
gegeben ist durch

D®(A): BER™ s —A"' . B. A" = —®(A)- B- DA,
analog zu (x7) = —z - 71 auf der reellen Achse, x # 0.

PROPOSITION 13.7. ”Prototyp des Satzes uber die Umkehrfunktion” Sei U C R"offen,
F:U—=R"inCYU),0eU, F(0)=0 und DF(0) = Id. Dann gibt es ein e > 0 so dass

1
B(0,e) C U und Vx € B(0,¢) : |DF(x) — Id|| < 3 (13.1)

Wenn (??) gilt, dann ist f = Fipoy.) injektiv, f~ stetig und fir jedes r € (0,¢) gilt
F(B(0,7)) D B(0,%) sowie D(f~1)(0) = Id.

12
SATz 13.8. "Von der Umkehrfunktion” Sei x € U C R"™ offen und F' : U — R" in
cYU).
Wenn DF(x) invertierbar ist, dann gibt es ein G C U offen mit x € G, so dass f = Fig
injektiv ist und die Umkehrfunktion f=' in CY(G) ist, wobei G = f(G) in R™ offen ist.
Ausserdem gilt,

Vz€G : D(f)(f(2) = [Df(2)]
Falls F € C*(@), dann ist auch f~' € C*(Q).
Umgekehrt, wenn es ein offenes G C R" | ein g € C’l(é) und ein £ qibt, so dass fur
jedes y € B(x,e) die Identitit y = g(F(y)) gilt, dann ist DF () invertierbar.

BEMERKUNG 13.9. Sei U C R" offen und F : U — R" in CY(U). Wenn v € U
und DF(z) : R" — R™ surjektiv ist, dann existieren m kanonische Finheitsvektoren
Ciyy - Cip, S0 dass die entsprechenden Vektoren DF(e;),j = 1,...,m, den gesamten
R™ = span{DF(e1), DF (es),...,DF(e,)} auch aufspannen.

Somit erfillt F(y) = F(z + > ysei;), firy € B(0,e) C R™ und e positiv aber
gentigend klein, die Vorrausetzungen des Satzes tber die Umkehrfunktion und damait ist
F(B(0,¢)) C F(B(x,e)NU) also eine Umgebung von F(z) = F(0). Proposition 12.4 folgt.

SATZ 13.10. ”Uber die implizite Funktion”
Seien U C R™ und V. C R™ offen und f : U x V — R™ in CY (U x V). Wenn (zg,y0) €

UxV, f(xg,y0) = 0 und A = < (xg,y0)>1<' g invertierbar ist, dann gibt es €,6 > 0
X%,75m
und ein g : B(xg,0) C U — B(yo,€) C V, so dass
Va € B(xo,0)Vy € By, ) : f(z,y) =0y =g(x),

1vergleiche mit der geometrischen Reihe aus Analysis I — hier sind Frage und Antwort nur vertauscht!



d.h. die Funktion g ist implizit durch die Bedingung f(x,g(x)) = 0 gegeben. Ausserdem
qilt
of;
D = A", /
g(l'o) (axl ({E[),yo)) )

1<i<n,1<j<m

also ist g € C'. Wie zuvor, wenn tiberdies F € C*, dann auch g € C*.

BEISPIEL 13.11. Wenn man die Niveaumengen F~'(«) einer Funktion F : R*> — R
studieren will, kann man diese als Nullmenge der Funktion F, = F — « betrachten und
versuchen mittels des Satzes uber die implizite Funktion eine Darstellung als Graph einer
Funktion, d.h als Menge {(x,g(x)) : © € I} oder {(h(y),y) : y € I} zu finden. Dies ist
zumindest lokal méglich, wenn OF /0y bzw OF/Ox nicht verschwinden. Insbesondere ist
eine Darstellung immer maoglich und die Niveaumenge somit nahe (xo, o) zumindest eine
C'-Kurve, wenn (xg,0) kein kritischer Punkt von F ist.

An der Funktion

F(z,y) = 2° +3y° — 32y
lasst sich dieser Effekt sehr schon beobachten, die Stelle wo sich die Niveaukurve selbst
schneidet, ist der Koordinatenursprung (0,0). Grin bedeutet negative, rot positive Funk-
tionswerte.

Die Sétze iiber die Umkehr- und implizite Funktion spielen auch (und gerade ) in
hoheren Dimensionen eine wichtige Rolle, um die geometrische Struktur von Fléachen oder
anderen Teilmengen des R™ zu verstehen, auch wenn die Anschauung an ihre Grenzen
stofit. Dies werden wir in zum Beispiel in der Maf- und Integrationstheorie nutzen.



