
Karmarkar – Verfahren

PROBLEM(in Karmarkar-Normalform)

Bezeichnungen:x ∈ Rn, c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, n ≥ 2, m < n

e := (1, . . . , 1)T ∈ Rn

Σ :=
{

x ∈ Rn | eTx = n, x ≥ 0
}

Lineares Programm (P): cTx → Min!

Ax = 0

eTx = n

x ≥ 0 .

Voraussetzungen (V): 1.RangA = m

2.Ae = 0

2.min (P) = 0.

Das Programm (P) heißt mit den Voraussetzungen (V)Karmarkar-Normalform.

Bezeichnungen:x̄ ∈ kerA ∩ Σ , x̄ > 0

D̄ =





x̄1 . . .
x̄n



 , B̄ =

(

AD̄

eT

)

ALGORITHMUS 3 (Karmarkar-Verfahren)

Input:A ∈ Rm×n, c ∈ Rn, α ∈ (0, 1), r :=
√

n
n−1

, x̄ := e

III.1. Optimalitätstest

Ist cT x̄ = 0, dann ist̄x optimal.

STOP: Output:Optimum

III.2. Bestimmung der Fortschreitrichtung

SetzeD̄ := diag (x̄1, . . . , x̄n), B̄ :=
(

AD̄

eT

)

.

Berechnēp :=
[

E − B̄T (B̄B̄T )−1B̄
]

D̄c .

III.3. Berechnung der neuen Iterierten

Berechnēy := e− α · r · p̄

‖p̄‖
.

Transformierēx+ := n
x̄T ȳ

D̄ȳ.

Setzex̄ := x̄+ und fahre bei III.1 fort.



Karmarkar – Schema

PROJEKTIVE TRANSFORMATION: T̄ : Σ 7→ Σ gemäß

T̄ (x) =
n

eT D̄−1x
· D̄−1x

Dann gilt:• T̄ ist bijektiv mit T̄−1(y) =

• T̄ (λx) = T̄ (x) ∀x � 0, ∀λ ∈ R.

Eigenschaften:

1. D̄−1x � 0 ⇐⇒ x � 0

2. D̄−1x̄ = e, also x̄T D̄−1x = eTx = n für x ∈ Σ =⇒ T̄ (x̄) = e

3. D̄e = x̄

4. x ≥ 0 ⇐⇒ y ≥ 0 (Lemma 5.1 mity = T̄ (x))

5. x ∈ kerA ⇐⇒ y ∈ kerAD̄

6. x̄T y = n ·
x̄T D̄−1x

eT D̄−1x
> 0 für x ∈ Σ.

Optimierungsprobleme:

(P): cTx → Min!

x ∈ kerA ∩ Σ

T̄
←→

(

PT̄

)

: (D̄c)Ty → Min!

y ∈ kerAD̄ ∩ Σ

nichtlineare




y
Probleme

(

P∗
)

: (D̄c)Tu → Max!

u ∈ ker B̄ ∩KΣ(0, αr)

ū=e−ȳ
←→

(

Pα
T̄

)

: (D̄c)Ty → Min!

y ∈ kerAD̄ ∩KΣ(e, αr)

Projektionsoperator aufker B̄: Q = E − B̄T
(

B̄B̄T
)−1

B̄, p̄ = Q · D̄c

SCHEMA EINES ITERATIONSSCHRITTES:

(P): x̄ ∈ kerA ∩ Σ , x̄ > 0
T̄
−→

(

PT̄

)

: e ∈ kerAD̄ ∩ Σ




y
Iteration

(P): x̄+ ∈ kerA ∩ Σ , x̄+ > 0
x̄+ = T̄−1ȳ

T̄−1

←−
(

Pα
T̄

)

: ȳ ∈ kerAD̄∩KΣ(0, αr),
ȳ = e− αr p̄

‖p̄‖

2



Karmarkar – Normalform

Gegeben: A0 ∈ Rk×l, b0 ∈ Rk, c0 ∈ Rl

Ausgangsproblem (P0): cT0 u→ Min! u ∈ Rl

A0u ≥ b0

u ≥ 0

}

M0

Duales Problem (D0): bT0 v → Max! v ∈ Rk

AT
0 v ≤ c0

v ≥ 0

}

N0

Grundvoraussetzungen (GV):

(a) b0 6= 0 oderc0 6= 0.

(b) M0 6= ∅ undN0 6= ∅.

(c) Die Menge der Optimallösungen sei beschränkt.

(d) Es existiere ein̂u ∈ Rl mit û ≥ 0, A0û > b0.

Hilfsdaten: H ∈ R(k+l+1)×2(k+l), h ∈ Rk+l+1 mit

H :=







A0 −Id 0 0

0 0 AT
0 Id

cT0 0T −bT0 0T






und h :=







b0

c0

0







Karmarkar–Normalform zu (P0): z ∈ R2(l+k), α, β ∈ R, n = 2(k + l + 1)





0
0
1





T 



z

α

β



→ Min!
z,α,β

(

H −h h−He

eT 1 1

)





z

α

β



 =

(

0
n

)





z

α

β



 ≥





0
0
0
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