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1. Es seien α ∈ Λ1V ∗, β ∈ ΛkV ∗ für dimV = n, 2 ≤ k ≤ n. Zeige:

α ∧ β = 0 ⇒ β = α ∧ ω für ein ω ∈ Λk−1V ∗ .

2. Es sei U ⊂ Rn offen. Betrachte die VR-Isomorphismen (siehe Satz 3.2.3 aus der Vorlesung):

X (U)
∼=−→ Ω1(U), X 7→ X∗ = 〈X, ·〉,

X (U)
∼=−→ Ωn−1(U), X 7→ Xy vol,

C∞(U)
∼=−→ Ωn−1(U), f 7→ f · vol .

Beweise, dass dies Isomorphismen sind (1 Pkt.) und zeige: Dann gilt

• (∇f)∗ = df f.a. f ∈ C∞(U), 1 Pkt.

• d(Xy vol) = divX · vol f.a. X ∈ X (U), mit div(X1, . . . , Xn) =
∑n

i=1
∂Xi

∂xi , 1 Pkt.
• dX∗ = rotXy vol für X ∈ X (U), falls n = 3. 1 Pkt.

3. Berechne die Standarddarstellung folgender Differentialforman (d.h. in der kanonischen Basis): (je 1/2
Pkt.)

a) im R2: (sinx dx− cos y dy) ∧ (cos y dx+ sinx dy)

b) im R3: (x dx+ xy dy + xyz dz) ∧ (2yz dy ∧ dz − dx ∧ dz + zdx ∧ dz)

c) im R2n: ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω (n-mal) für ω = (dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 + . . .+ dx2n−1 ∧ dx2n

d) im R3: d(xdx+ ydy + zdz)

e) im R3: d
(
(x+ sin y)dx+ (y + sinx)dy + ydz

)
f) im R3: d(xyz dx ∧ dy + xy dy ∧ dz − 1

2y
2(x− 1) dz ∧ dx)

g) im R3: f∗(ydx+ xdy) mit f : R3 → R2, f(x, y, z) = (x+ y + z, xyz)

h) im R3: f∗(x2dx), mit f : R3 → R, f(x, y, z) = xy2z3.

4. Verwende die Kugelkoordinaten r, ϑ, ϕ

(x, y, z) = (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r cosϑ) .

a) Drücke dr, dϑ, dϕ durch dx, dy, dz aus und umgekehrt. (2 Pkte.)

b) Es sei ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy ∈ Ω2(R3). Es sei f : (0, π)× (0, 2π) 3 (ϑ, ϕ) 7→
f(ϑ, ϕ) ∈ S2 die Parametrisierung durch Kugelkoordinaten. Berechne f∗ω. (2 Pkte.)
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