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1. Es seiE → M ein Vektorb̈undel vom Rankr mit einem Zusammenhang∇. Betrachte den zugehörigen
KrümmungsoperatorK = ∇̂◦∇ : Γ(E) → Ω2(M)⊗Γ(E) und den Riemannschen Krümmungsoperator

R(X, Y )s = ∇X∇Y s−∇Y∇Xs−∇[X,Y ]s,

für X, Y ∈ X (M) unds ∈ Γ(E).

a) (2 Punkte)Zeige:K = R.

b) (2 Punkte)Zeige:(∇ZR)(X, Y )s+(∇XR)(Y, Z)s+(∇Y )(Z,X)s = 0 f.a.X, Y, Z ∈ X (M),
s ∈ Γ(E).

2. (4 Punkte)Sei(M, g) eine Riemansche Mannigfaltigkeit mit der Eigenschaft, daß der Paralleltransport
bzgl. des Levi-Civita-Zusammenhangs entlang einer Kurve vonp nachq nur von den Endpunktenp, q ∈
M abḧangt. Zeige:(M, g) ist flach.

3. a) (4 Punkte)Betrachte den 2-dimensionalen TorusTr,R ⊂ R3 gegeben durch

f(ϑ, ϕ) =
(
(R + r cos ϑ) cos ϕ, (R + r cos ϑ) sinϕ, r sinϑ

)
und berechne den Shape-OperatorSη, die Hauptkr̈ummungenλ1, λ2, die Gauß-(Kronecker)-Krümmung
und die mittlere Kr̈ummung. Erkl̈are jeweils die Vorzeichen.

b) (4 Punkte)Betrachte die Immersionf : R2 → R4 mit

f(ϑ, ϕ) =
1√
2

(
cos ϑ, sinϑ, cos ϕ, sinϕ

)
Zeige, daßT := f(R2) ⊂ S3 in der Einheitsspḧare liegt, einen eingebetteten Torus beschreibt und
berechne die Schnittkrümmung vonT in der induzierten Metrik.

Rückgabe: Mittwoch, 28.1.04, in der̈Ubung.


