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1. a) (1 Punkt)Betrachte den topologischen Raush = R \ {0} mit der Aquivalenzrelation erzeugt
durchz ~ —z fa.|z| > 1. SeiY = X/ ~ versehen mit der Quotienten-Topologeige Y ist
kein Hausdorffraum.

b) (1 Punkt)Ein topologischer RaurX hei3tnormal genau dann, wenn f.a. disjunkten, abgeschlos-
senen Teilmenged, B C X disjunkte offene Umgebungdi, V' C X existieren, alscA C U,
B c VundU NV = (). Zeige:Jeder metrische RaufiX, d) ist normal.

¢) (2 Punkte)Es seienX,Y normale topologische &me,A C X abgeschlossen unfl: A —
Y eine stetige Abbildung. Definiere auf der disjunkten Vereinigdfigy” mit der induzierten
Topologie dieAquivalenzrelation~ erzeugt durch: ~ f(z) fur allez € A. Zeige Dann ist der
Quotientenraum
X~ Y = (XUY)/ ~

mit der Quotiententopologie wieder ein normaler topologischer Raum.

d) optionale Aufgabe (3 PunkteXeige, dal} jeder parakompakte Hausdorffraum normal Astclf
wenn Sie diese Aufgabe nicht bearbeiten, sollte Sie sich diese Aussage dennoch merken. Insbeson-
dere ist also jede Mannigfaltigkeit ein normaler, topologischer Raum!

2. a) (2 Punkte)SeienX undY differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimensionéim X = n,
dimY = m. Das kartesische Produlki x Y trage die Produkt-Topologie, das heil3t die kleinste
Topologie, so dal3 die Projektionsabbildungen X x Y — X undm,: X x Y — Y stetig sind.
Zeige X x Y tragt eine kanonische induzierte Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der
Dimensionm + n, so dal¥r; undm, differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
sind.

b) (2 Punkte)Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit unfl: X — X ein Diffeomor-
phismus. Betrachte auf dem Produktraiinl] x X die Aquivalenzrelation~ erzeugt durch
(0,x) ~ (1, f(x)). Zeige Der Quotientenraum

Xf = [0,1] X X/ ~
tragt die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimendion X + 1 und die Ab-
bildungr: Xy — S*, 7([t,2]) = [t] mit S* = R/Z = [0,1]/(0 ~ 1) ist eine differenzierbare
Abbildung. Der topologische Rauiki; heif3t derAbbildungstorus zu f.
3. a) Zeige (2 Punkte)Die Gruppe der speziellen, orthogonalen Transformationen
SO(n,R) :={ A€ GL(n,R)| A" = A~ ! det A=1}
tragt die Struktur einer glatten, kompakten Mannigfaltigkeit. Gib au3erdem die Dimension an.

b) Zeige (2 Punkte)Die MannigfaltigkeitersO(3, R) undRP? sind diffeomorph.

Bitten wenden!



4. In dieser Aufgabe sollen die in der Differentialgeometrie und -topologie sehr wichBgassmann-
Mannigfaltigkeiten definiert werden: Wir definieren die Menge

G(n,k) :={U c R™|U ist ein Untervektorraum der Dimensidn} .

a) (1 Punkt)Zunachst ntissen wir aufG(n, k) eine Topologie eines Hausdorffraumes definieren:
SeiU € G(n,k) und (V) C G(n,k) eine Folge. Vidhle eine Basisiy, ..., u; von U und
erganze diese zu einer Basis, . .., u, von R". SeiU+ := span{ugy1,...,u,}. Wir sagen
nunlim,_ ., V;. = U genau dann, wenn es eip € N gibt, so daB3 allé/, mit » > r, als Graph
einer linearen Abbildung,.: U — U* geschrieben werdendknen, deren Matrix-Darstellung
bzgl. {u1,...,u,} durch eine x (n — k)-Matrix A, € M(k,n — k) gegeben ist und so daf gilt:
lim,_ - A, = 0im bekannten Sinne.

Zeige Dieser Konvergenzbegriff, — U ist wohldefiniert, unabdingig von der Wahl der;, . . ., u, €
R™.

b) Wir definieren nun eine Teilmeng® C G(n, k) als Umgebung voi/ € G(n, k) genau dann,
wenn zu jeder FolgéV;.) C G(n,k) mitV, — U einr, € N existiert mitV,. € X f.a.r > r,. Eine
TeilmengeY C G(n, k) heilt nun offen genau dann, weri &ille Punktd/ € Y eine Umgebung
X existiertsodalt/ € X C Y.

Zeige (1 Punkt)Mit dieser Topologie istG(n, k) ein Hausdorffraum.

c) optional (3 Punkte)Zeige, dalk7(n, k) ein kompakter topologischer Raum ist.

d) Zeige (2 Punkte)alRG(n, k) eine glatte Mannigfaltigkeit ist und bestimme die Dimension.
Hinweis Als Kartenumgebungernianen zum Beispiel folgende Mengen ggw werden: Sell €
G(n, k) ein beliebiger Punkt und @hle einen Unterraur’- von R™ mit der Eigenschaft/ @
ULt =R". Dannist{V € G(n, k) |V NnU+ = {0} } ein Kandidat éir eine Kartenumgebung von
U.

BemerkungG(n, k) heildt eineGrassmann-Mannigfaltigkeit. Die reell projektiven RumeRP™
sind nun genau die speziellen Grassmann-Mannigfaltigkéiten 1).

Riickgabe: Mittwoch, 22.10.03, in det/bung.



