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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Vorbemerkungen

Ziel dieses Abschnitts ist, einige logische Grundlagen zu kléren und die so-
genannte Aussagenlogik zu motivieren. Die Aussagenlogik selbst wird in der
Vorlesung “Logik” von Herrn Prof. Brewka behandelt.

Wir beginnen mit einigen mathematischen Aussagen A, B,C,.... Zum
Beispiel konnten dies diese Aussagen sein:

e 2 st gerade.

Jede durch 4 teilbare natiirliche Zahl ist durch 2 teilbar.

Jede durch 2 teilbare natirlich Zahl st durch 4 teilbar.

Fiir je drei ganze Zahlen x,y,z mit 23 +y3 = 23 gilt: x -y - 2 = 0.

Fiir je drei ganze Zahlen x,y,z und jede natiirliche Zahl n > 3 mit
24yt =" gilt:x-y-z=0.

e Jede gerade natiirliche Zahl > 4 ist eine Summe von zwei Primzahlen.

Jede dieser Aussagen ist entweder wahr oder falsch.
Wir kénnen nun diese oder andere (wahre oder falsche) Aussagen verwen-
den, um komplexere Aussagen zu betrachten. Ein Beispiel ist

Aund B,

was man mit

ANB
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abkiirzt. Es ist klar, dass das Wort und bedeutet, dass diese Aussage genau
dann wahr ist, wenn beide Aussagen A und B wahr sind. Dies kann man
mittels einer Wahrheitstabelle ausdriicken.

A|B|AAB

w | w w

w| f /

Jlw /

Frf f

Eine oft benutzte Form ist auch

AANB |w f
w w f .
f I f

Andere “Operatoren”, die wir auf Aussagen anwenden koénnen, sind nicht,
oder und entweder oder, mit den folgenden offensichtlichen Wahrheitstabel-
len. (Das Wort oder wird in der Mathematik immer als und/oder benutzt.)

Alw f A\/B‘w f AVB‘w f
T w w woow w f w
foojw f fojw f
Implikationen

Wir betrachten nun die Aussage A impliziert B, abgekiirzt A — B. Wie-
derum wollen wir in Abh#ngigkeit davon, ob A wahr oder falsch ist, diese
Aussage als wahr oder falsch betrachten. Wir legen fest, dass A — B genau
dann falsch ist, wenn A wahr und B falsch ist. Wir haben also die folgende
Wahrheitstabelle:

A—>B‘w f
w w f
f woow

Dies bedeutet also insbesondere, dass A — B automatisch wahr ist, wenn A
falsch ist. Wir kénnen nun die fiinfte Beispiel-Aussage oben wie folgt umfor-
mulieren:

Fiir je drei ganze Zahlen x,y, z und jede natiirliche Zahl n > 3 gilt:

2 +yt=2"—1x-y-2=0
Die Aussage A impliziert B wird auch mit

Wenn A [gilt], dann [qilt] B
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umschrieben. Z.B.
Fiir je drei ganze Zahlen x,y,z und jede natiirliche Zahl n > 3 qult:

Wenn " 4+ y" = 2", dann gilt x -y -2 =10.

Ich mo6chte darauf hinweisen, dass die Bedeutung von A impliziert B bzw.
Wenn A, dann [gilt] B nicht unbedingt dem allgemeinen Sprachgebrauch
entspricht. Insbesondere konnte man geneigt sein, Aussagen der Form A im-
pliziert B weder als wahr oder falsch sondern einfach als unsinnig zu be-
trachten, falls es keinen (offensichtlichen) engen Zusammenhang zwischen A
und B gibt.

Mogliche Beispiele hierfiir sind die folgenden beiden wahren Aussagen
iiber ganze Zahlen:

3>4—100<0

3=2+1-—3+4"=5

Ich erwdhne noch den Operator genau dann wenn, der durch die folgende
Wahrheitstabelle definiert ist.

A<—>B‘w f
w w f
f fow

Die Aussage A «+— B liest man auch so: A ist dquivalent zu B.

Komplexere Zusammensetzungen

Die Operatoren und, oder, ... kann man selbstverstéindlich mehrfach anwen-
den. Man sollte Klammern setzen, um die Interpretation einer Aussage genau
festzulegen.

Einige Bespiele:
Seien A, B, C drei sinnvolle (d.h. wahre oder falsche) mathematische
Aussagen. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

e —(AADB) e —-AV-B

genauso:
[ ] —|(A V B) [ ] _|A A _‘B

(Diese beiden Aquivalenzen sind unter dem Namen De Morgan’sche Gesetze
bekannt.)
Es sind auch dquivalent:

e A B ° —\(A/\—\B) e —-AVDEHB e B -A
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sowie:

e AN(BVC) e (AANB)V(ANC)
sowie:

e AV (BAC) e (AVB)AN(AV(O)
und:

e (A->B)—C e (ANB)—=C

Dies kann man z.B. leicht mittels Wahrheitstabellen einsehen.

Beweisschemata

Nehmen wir an, wir wollen beweisen dass B wahr ist. Falls wir wissen, dass
A wahr ist und A — B wahr ist, folgt dass B wahr ist. Dies kann man formal
so beschreiben:

A
A— B
B

Dies ist ein Beispiel eines direkten Beweises.
Wir nehmen nun an, dass wir wissen, dass A wahr ist und -B — —A gilt.
In diesem Fall konnen wir auch schliefen, dass B wahr ist.

A
-B = -A
B

Dies ist ein Beispiel eines Beweises durch Widerspruch.

Noch einige Bemerkungen:
e Statt A A B schreibt man oft A, B.
e Statt des Implikationspfeils — wird oft ein Doppelpfeil = geschrieben.

e Ein Beweis der Form FEs gilt A, und es gilt A — B, folglich gilt also
auch B. wird oft (insbesondere in Vorlesungen) in der Form FEs gilt
A. = B abgekiirzt.

e Die Aussagen A <> B und B <> C (und folglich auch A <+ C) werden
oft zu A +» B <> C zusammengefasst (und statt <> wird meist <=
geschrieben).
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Um Missversténdnisse zu vermeiden sei noch angemerkt, dass mathema-
tische Aussagen nicht nur wahr oder falsch sondern auch nicht interpretierbar
bzw. sinnlos sein kénnen.

Betrachten Sie z.B. die folgende Aussage:

x st gerade.

Diese Aussage ist so nicht interpretierbar, weil nicht klar ist, was x ist.
Wenn wir vorher x als die ganze Zahl 2 definieren (d.h.  und 2 bezeichnen
nun dasselbe mathematische Objekt), dann ist die Aussage wahr. Wenn wir
aber z als die rationale Zahl 3/2 definieren, dann ist die Aussage wieder nicht
interpretierbar (weil die Eigenschaft gerade nur fiir ganze Zahlen definiert
ist).

1.2 Mengen

Was ist eine Menge? Wir stellen uns auf den folgenden Standpunkt Georg
Cantors (1845-1918), der als Begriinder der Mengenlehre gelten kann:

FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Aus der Schule kennen Sie die Mengen der natiirlichen Zahlen, der ganzen
Zahlen, der rationalen Zahlen oder der reellen Zahlen. Die Bezeichnungen
sind N, Z,Q,R. Wir legen hier fest, dass 0 keine natiirliche Zahl ist und
definieren Ny als die Menge der ganzen Zahlen > 0.

Die Frage, was genau die reellen Zahlen sind, behandeln wir spéter. Men-
gen werden oft durch (moglicherweise unvollstédndige) Aufzéhlung ihrer Ele-
mente beschrieben. Beispiele sind

e () ={}, die leere Menge
o N=1{1,2,3,. .}
L4 NOZ{O,LQ,...}

e Z=1{..,-2-1012,...}.

Ein anderes Beispiel ist: Sei a € N, sei X := {1,2,...,a}. Nun ist X eine
Menge mit a Elementen.

Die Schreibweise X = {z1,...,x,} bedeutet hingegen nicht, dass alle x;
verschieden sind; X hat hdchstens n aber nicht notwendigerweise genau n
Elemente.
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Beispielsweise bedeutet die Aussage X = {a,b, c}, dass X hochstens drei
Elemente enthélt, welche mit a, b und ¢ bezeichnet werden.

In der Informatik spricht man jedoch oft von Mengen von Symbolen oder
von Alphabeten. In der Aussage “Sei ¥ die Menge der Symbole {a, b, c}” ist
dann nicht eine Menge mit héchstens drei Elementen gemeint, die mit a, b, ¢
bezeichnet werden, sondern die Menge, die genau aus den drei (unterschied-
lichen) Symbolen a, b, ¢ besteht.

Diskussion Es stellt sich die Frage, inwieweit Symbole Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens sind. Vom mathematischen Gesichtspunkt
wire es genauer, unter einer Menge von Symbolen eine Menge zu verstehen,
die zu jedem der angegeben Symbole ein Objekt enthélt, welche alle unter-
schiedlich sind.

Teilmengen

Notation Sei A eine Teilmenge von X. Dann schreiben wir A C X. Wenn
es sich um eine echte Teilmenge handelt (d.h. es gibt ein x € X so dass
x ¢ A), schreiben wir A C X.

Bemerkung In Analogie zu den Relationen “kleiner-gleich” und “kleiner”
fiir Zahlen wére es folgerichtig, statt A C X einfach nur Y C X zu schreiben.
Allerdings schreiben viele Autoren A C X, wenn sie A C X meinen. Ich
vermeide die Bezeichnung A C X ganz.

Definition Sei A C X eine Teilmenge. Dann ist
A ={zeX |z ¢ A}

das Komplement von A in X.

Definition Seien A und B zwei Teilmengen von X. Dann ist X eine dis-
junkte Vereinigung von A und B, wenn gilt:

Firallez e X: x € AVzeB.
In diesem Fall schreiben wir

X=AUB.
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Fiir A C X gilt also offensichtlich A U A¢ = X. Die folgenden Aussagen
fiir Teilmengen A und B von X folgen sofort aus den De Morgan’schen
Gesetzen fiir Aussagen:

(ANB)° = A°U B¢ (AUB) = A°N B°.
Auch die folgende Aussage ist offensichtlich:
AC B<+— B°C A°.

Quantoren

Mittels Mengen kann man mathematischen Aussagen wesentlich einfacher

formulieren. Beispielsweise ist das Folgende eine Umformulierung der fiinften

Aussage zu Beginn.

Fiir alle x,y,z € Z, fiir allen e N: (n >3ANz"+y" =2") — x-y-2=0.
Das kann man elegant mittels des All-Quantors V aufschreiben:!

Ve,y,z€ Z,NneN:(n>3Az"+y"=2") —xz-y-2=0.

Diese Aussage ist (nach Auskunft der Experten) wahr. (Aber der Beweis ist
sehr lang und schwierig.) Anderseits ist die folgende Aussage falsch:

Ve,y,z € Z,NneN: (n>2AN2"+y"=2") —z-y-2=0.

(Ein Gegenbeispiel ist © = 3,y = 4,z = 5,n = 2.) Die Existenz so eines
Gegenbeispiels man man mittels des Existenz-Quantors 3 ausdriicken:

dr,y,z€Z,ImeN:=m(n>2N2"+y"=2") —x-y-2=0)
bzw.
Jr,y,z€Z,IMeN: (n>2AN2"+y"=2")Az-y-2#0.

(Die Klammern kann man weglassen.)

'Den All-Quantor schreibe ich mit V, den Existenzquantor mit 3. Eine #ltere Schreib-
weise ist A fiir den All-Quantor und \/ fiir den Existenzquantor. Da letzteres leicht mit
dem All-Quantor V verwechselt werden kann, bitte ich Sie, diese Schreibweise nicht zu
benutzen.
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Paradoxien

Wenn man den Mengenbegriff also generds auslegt, stoit leicht auf Parado-
xien. Ein Beispiel ist die folgende sogenannte Russelsche Antinomie:
Sei M die Menge aller Mengen, die nicht ein Element von sich selbst sind.
D.h.
M :={M Menge | M ¢ M}

Fiir jede Menge M gilt also
MeM—M¢M.

Somit gilt insbesondere M € M <— M ¢ M. Das ist offensichtlich absurd.
Aufgrund solcher Paradoxien (das Fachwort ist Antinomien), sollte man
aufpassen, wenn man Mengen bildet. Als Regeln sollte man sich merken:

e Wenn X eine Menge ist und E eine Eigenschaft, die fiir Elemente aus
X definiert ist (und jeweils wahr oder falsch sein kann), dann gibt es

die Teilmenge
{z € X | E trifft auf = zu } .

e Zu jeder Menge X gibt es die Potenzmenge P(X). Die Elemente von
P(X) sind genau die Teilmengen von X.

e Man kann Vereinigungen von Mengen bilden.

Tupel

Seien X und Y Mengen. Dann besteht die Menge X x Y aus geordneten
Paaren (x,y) von Elementen z € X,y € Y. Solche geordneten Paare heifien
auch Tupel (oder Zweiertupel).

Die Menge X x Y heiflt kartesisches Produkt von X und Y. Etwas all-
gemeiner erhélt man zu Mengen X;,..., X, das kartesische Produkt X; x
-+ x X, das aus den so genannten n-Tupeln (xy,...,z,) mit x; € X; be-
steht. Wenn X; = Xy, = --- = X,, schreibt man auch X" fiir das kartesische
Produkt.

Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Das Prinzip der vollstandigen Induktion ist eine Beweismethode fiir Aussa-
gen, die fiir alle natiirlichen Zahlen gelten. Es handelt sich also um Aussagen
der Form

Vn e N: An),

wobei fiir n € N A(n) eine Aussage iiber die Zahl n ist.
Aussagen dieser Form kann man wie folgt beweisen:
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1. Man beweist, dass A(1) gilt.

2. Man beweist fiir alle n € N, dass die Implikation A(n) — A(n + 1)
gilt.

Wenn nun n € N beliebig ist, haben wir die folgenden (bewiesenen) Aussagen:
A(1),A(1) — A(2), A(2) — A(3),..., A(n—1) — A(n) .

Hieraus folgt A(n).

Es gibt zwei oft benutzte Varianten der vollstédndigen Induktion:

e Man beginnt die Induktion nicht bei 1 sondern bei ng € Z und zeigt
Vn € Z,n > ng: A(n).

e Man setzt im Induktionsschritt nicht nur A(n) sondern alle vorherigen
Aussagen voraus. D.h. man zeigt A(ng) A A(ng + 1) A--- AN A(n) —
An+1).

Wir geben zwei Beispiele fiir Beweise mittels “vollstéandiger Induktion”.

Beispiel 1.1 Wir wollen beweisen:

n(n+1) '

VneN:1+24+---4+n= 5

Die Aussage A(n) ist also 1 +2+4---+n = @
Beweis von A(1)

Esist 1 = %

Beweis der Implikation A(n) — A(n + 1)

Es gelte A(n), also 1 +2+---+n = @

Dann ist 14+ +n+ (n+1) = 2“2 4 (5 4 1) = notDP2d)

(n+2)2(n+1) ) 0

Beispiel 1.2 Wir wollen beweisen:
Fiir alle n € Nym € Ny gibt es eindeutig bestimmte p € Ny und r €
{0,...,n — 1} mit
m=pn-+r.

(“Division mir Rest”)
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Hierzu fizieren wir n € N und betrachten die folgende Aussage:?
VmeNy : I(p,r)eNgx{0,....n—1}:m=pn+r

Wir zeigen dies nun mittels vollstdndiger Induktion nach m.

Beweis von A(0)
Es ist 0 = 0-n + 0, und dies ist offensichtlich die einzige Moglichkeit, 0 in
der Form pn + r mit p € No,r € {0,...,n — 1} zu schreiben.

Beweis der Implikation A(m) — A(m + 1)
Wir setzen voraus: Es gibt eindeutig bestimmte p € Ngund r € {0,...,n—1}
mit m = pn +r.

Zuerst zur Emistenz der Darstellung von m + 1. Seien py € Ny, 19 €
{0,...,n — 1} mit

m = pon + 7o .

Dann ist also m+1 = pgn+r—+1. Es gibt nun zwei Félle: Wenn r < n—1, dann
ist m+1 = pon+ (r+ 1) eine Darstellung wie gewiinscht. Wenn andererseits
r=mn—1, dann ist m + 1 = (po + 1)n + 0 eine Darstellung wie gewiinscht.

Nun zur Eindeutigkeit. Seien m+1 = pyn+r; und m+ 1 = pon +ry zwei
Darstellungen mit py, ps € No, 71,72 € {0,...,n — 1}.
Wir machen eine Fallunterscheidung in vier Félle.

T1 Z 1, 9 Z 1

In diesem Fall ist m = pyn+ (r;y — 1) und m = pan+ (rg — 1) mit vy — 1,ry —
1 €{0,...,n — 1}. Damit ist nach der Eindeutigkeit der Darstellung von m
P1 = P2 und r = To.

r = O, T2 Z 1

In diesem Fall ist m = (p1 — 1)n 4+ (n — 1) und m = pon + (1, — 1) mit
p1—1,ps € Ng,r1—1 € {0,...,n—1}. Nach der Eindeutigkeit der Darstellung
von m kann dieser Fall nicht auftreten.

ry>1,ry=0

Analog zum zweiten Fall kann dieser Fall nicht auftreten.

r = O, Ty = 0

In diesem Fall ist m = (p; — 1)n+ (n — 1) und m = (p2 — 1)n + (n — 1) mit
mit p; — 1, po — 1 € Ny. Damit ist nach der Eindeutigkeit der Darstellung von
m p1 = P2. U

2Das Ausrufezeichen hinter “3” deutet an, dass es genau ein Element mit der angegeben
Eigenschaft gibt.
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1.3 Abbildungen

Seien X,Y Mengen. Intuitiv ist ein Abbildung von X nach Y ist eine Vor-
schrift, die jedem Element aus X in eindeutiger Weise ein Element aus Y zu-
ordnet. Wenn f eine Abbildung von X nach Y ist, schreibt man f : X — Y,
X heit dann Definitionsbereich und Y heifit Bildbereich oder Wertebereich.

Zwei Abbildungen f : X — Y, g : X — Y sind genau dann gleich,
wenn fir alle z € X f(z) = g(z) ist.

Ein Beispiel ist

f:Z—7Z,x—2x.

Hier gilt also f(x) = 2z fir alle z € Z.

Wenn allgemein f : X — Y eine Abbildung ist, schreibt man f(x) fiir
den Wert von f an x, d.h. fiir dasjenige Element aus Y, welches x zugeordnet
ist, bzw. auf welches x abgebildet wird.

Zwei Abbildungen f : X — Y, g : X — Y sind genau dann gleich,
wenn fiir alle z € X f(z) = g(x) ist.

Aus der Schule kennen Sie den Begriff der Funktion. “Funktion” und
“Abbildung” kann man synonym benutzen, allerdings spricht man in der
Regel eher dann von Funktionen, wenn der Wertebereich aus Zahlen besteht.

Die Abbildungen von X nach Y bilden auch eine Menge. Wir definieren:

Definition Die Menge der Abbildungen von X nach Y wird mit Abb(X,Y)
bezeichnet.

Einige Beispiele:

Beispiel 1.3 Sei X = {z}. Dann besteht Abb(X,Y’) genau aus den Abbil-
dungen z — a mit a € Y.

Beispiel 1.4 Sei andererseits Y = {y}. Dann besteht Abb(X,Y") aus genau
einem Element.

Eine kleine Spitzfindigkeit ist das folgende Beispiel:

Beispiel 1.5 Sei Y eine beliebige Menge. Natiirlich konnen wir dann je-
dem Element der leeren Menge ein Element von Y zuordnen. Somit besteht
Abb(0,Y) aus genau einem Element. Andererseits ist Abb(X, () leer, wenn
X # 0.

Definition Die identische Abbildung idx auf einer Menge X ist durch =
xr gegeben.
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Definition Eine Abbildung f: X — Y heifit

e injektiv, wenn fiir alle z, 2’ € X gilt: f(x) = f(2') — 2z =2/

o surjektiv, wenn fiir alle y € Y gilt: 3z € X : f(z) =y

e bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Notation Wenn f : X — Y injektiv ist, schreibt man auch X — Y.
Wenn f : X — Y surjektiv ist, schreibt man auch X — Z.

Einige offensichtliche Bemerkungen:

e f ist genau dann injektiv, wenn fiir alle z,2" € X gilt: = # 2/ —

f(x) # ).

e f ist genau dann bijektiv, wenn es je jedem y € Y genau ein z € X
mit f(z) = y gibt. Dies kann man auch so beschreiben: Yy € Y3z €

X flz) =y

e Wenn f bijektiv ist, dann kann man wie folgt eine Abbildung g : ¥ —
X definieren: Jedem y € Y wird das eindeutig bestimmte x € X mit
f(z) = y zugeordnet. Diese Abbildung erfiillt go f =idx, f o g = idy.
Sie heifit die Umkehrabbildung zu f und wird mit f~! : ¥ — X
bezeichnet.

Ich erinnere noch daran, dass man Abbildungen verkniipfen kann: Gege-
ben zwei Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z, hat man die Abbildung

gof: X —Z x— g(f(z)).

Diese Definition kann man anhand eines kommutativen Diagramms veran-
schaulichen:

N

Allgemein ist ein kommutatives Diagramm ein Diagramm von Mengen und
Abbildungen so dass gilt: Wenn immer man von einer Menge zu einer anderen
“auf mehreren Wegen gehen kann”, erhélt man dieselbe Abbildung.
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Beispiel 1.6 Seien X,Y,Z W Mengen, und sei f : X — Y,g: Y —
W,h: X — Z,k: Z — W. Die Aussage, dass das Diagramm

X_r.z

s

kommutiert, heifit, dass go f =koh: X — W.

Definition Sei U C X eine Teilmenge. Durch “Einschrankung” erhalten
wir dann eine Abbildung

flo:U—Y,zw— f(z).
Die Menge

fU)={yeY |IrelU: f(r) =y}

heifit Bild von U unter f. Die Menge f(X) wird auch mit Bild(f) bezeichnet.
Es ist also f(U) = Bild(f|v).

Eine ungenauere aber oft vorkommende Beschreibung ist
fU)={f(x)[zeU}.

Bemerkung Beachten Sie den Unterschied zwischen dem Bildbereich (=Wer-
tebereich) von f und dem Bild von f!

Definition Sei nun V' C Y eine Teilmenge. Die Menge
V) ={ze X| f(x) eV}

heifit die Urbildmenge von V unter f.

Familien

Wir diskutieren noch eine weitere Sichtweise auf Abbildungen.

Seien zwei beliebige Mengen X und I gegeben.

Fiir jedes ¢ € I sei genau ein Element aus X gegeben. Wir erhalten so-
mit eine Familie von Elementen von X, die wir z.B. mit (z;);c; bezeichnen
konnen. Die Menge I heifit hierbei auch Indexmenge. Wenn I = {1,... ,n},
erhalten wir so die n-Tupel von Elementen aus X, d.h. die Elemente
(x1,...,x,) € X™
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So eine Familie (x;);cx ist nichts weiter als eine Abbildung (d.h. Zuord-
nung): Jedem i € I wird genau das Element z; zugeordnet, oder formaler: Die
Famlie (x;);er ist per Definition identisch mit der Abbildung I — X, i +— x;.

Es gibt also keinen inhaltlichen Unterschied zwischen einer Familie und
einer Abbildung. Es ist eine Frage der Sichtweise bzw. der Notation.

Beispiel 1.7 Man kann die Menge X™ als die Menge der Abbildungen
{1,...,n} — X definieren. In diesem Sinne definieren wir fiir jede beliebige
Menge I:

X' :=Abb(I,X) .

Beispiel 1.8 Eine Folge ist eine Familie von reellen Zahlen iiber der Index-
menge N, d.h. ein Element (a,),eny mit a, € R. Mit anderen Worten: Eine
Folge ist per Definition eine Abbidlung N — R. Die Menge der Folgen ist
also RY.

Beispiel 1.9 Seien Xi,...,X,, Mengen. Oben haben wir von Tupeln
(x1,...,2,) (mit z; € X;) sowie vom kartesischen Produkt X; x --- x X,
gesprochen. Dieses Produkt kann man mittels Familien (d.h. mittels Ab-
bidlungen) so definieren: Oben haben wir bereits X™ fiir eine Menge X
definiert. Wir definieren nun X; x --- x X,, als die Menge der Familien
(X1, ..., 2,) € X3 U---UX, mit x; € Xj.

Wohldefiniertheit

Es kommt haufig vor, dass die folgende Situation gegeben ist:

Gegeben sind drei Mengen X, Y, Z, eine surjektive Abbildung p: X — Y
sowie eine weitere Abbildung f : X — Z. Man fragt sich nun, ob es eine
Abbildung f:Y — Z mit fop = f: X — Z gibt. Mit anderen Worten:

Wir wollen, dass das Diagramm
X

!

X

S

Y A

kommutiert. Wiederum mit anderen Worten: Wir wollen, dass fiir alle v € X
f(p(z)) = f(x) gilt. Da p surjektiv ist, ist f hierdurch — wenn es existiert
— eindeutig bestimmt. Wir erhalten auch sofort eine notwendige Bedingung
damit f existieren kann: Es muss gelten:

Ve,o' € X :p(x) = p(z) — f(x) = f(2) (1.1)
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Denn, Wenn_7 existiert und z, 2’ € X mit p(x) = p(z2’) gegeben sind, dann
ist f(z) = f(p(x)) = f(p(a')) = f(z'). Wenn andererseits (1.1) gilt, dann

konnen wir mittels
y — f(z) fiir irgendein x € X mit p(x) =y

eine Abbildung f : Y — Z definieren. Der entscheidende Punkt ist, dass
T(y) nun nicht von der Wahl von x abhéngt, man also eine eindeutige Zu-
ordnung, eben eine Abbildung erhélt. Die Unabhéngigkeit von der Wahl von
x nennt man Wohldefiniertheit. Wir fassen dies zusammen:

Aussage 1.10 Seien X,Y,Z drei Mengen, p : X — Y eine surjektive
Abbildung, f : X — Z irgendeine Abbildung. Dann gibt es hichstens eine
Abbildung f Y — Z mit fop = f. So eine Abbildung f gibt es genau
dann, wenn die Bedingung (1.1) erfillt ist.

Aussage 1.11 Seien die Notationen wie oben. Dann existiert f genau dann
und ist injektiv, wenn gilt:

Vr,z' € X : p(x) = p(af) «— f(z) = f(z) (1.2)

Der Beweis ist leicht.

Kardinalitat

Definition Eine Menge X heifit endlich, wenn es eine natiirlich Zahl n
und eine Bijektion {1,...,n} — X gibt, andernfalls unendlich. Eine Menge
heifit abzdhlbar, wenn es eine Surjektion N — X gibt.

Bemerkung Beachten Sie, dass eine “abzéihlbare Menge” endlich sein kann!

Man kann (mittels vollstandiger Induktion) zeigen:

Lemma 1.12 Sei X eine endliche Menge, und seien n und m zwei natirli-
che Zahlen so dass es Bijektionen {1,...,n} — X und {1,...,m} — X
gibt. Dann ist n = m.

Damit konnen wir definieren:
Definition Wenn es eine Bijektion {1,...,n} — X gibt, dann heifit n

die Kardinalitdt von X und wird mit #X oder |X| bezeichnet. Wenn X
unendlich ist, so schreibt man #X = |X| = oo.
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1.4 Relationen

Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist intuitiv eine Figenschaft, die
fiir je zwei Elemente aus X gelten kann oder nicht. Wenn die Eigenschaft fiir
(xz,y) € X x X gilt, dann sagt man auch, dass z und y in Relation zueinander
stehen (bez. der gegebenen Eigenschaft).

Einfache Beispiele fiir die ganzen Zahlen sind die Beziehungen <, <, >, >
und natiirlich auch =.

Ein anderes Beispiel wiederum fiir Z ist: “z — y ist gerade” (wobei z,y €
7). Hier stehen also je zwei gerade Zahlen zueinander in Relation und je
zwei ungerade Zahlen stehen zueinander in Relation. Hingegen stehen jeweils
eine gerade und einer ungerade Zahl (oder umgekehrt) nicht zueinander in
Relation.

Eine formale Definition einer Relation erhilt man, indem man von der
oben erwahnten Eigenschaft zu der Teilmenge von X x X iibergeht, die durch
die Eigenschaft definiert wird.

Definition FEine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge von X x X.

Sei nun R eine Relation, und seien z,y € X. Dann sagen wir, dass z
(beziiglich R) in Relation zu y steht, wenn (x,y) € R. In diesem Fall schreiben
wir « ~g y.> (Andere Autoren schreiben auch zRy.)

Andernfalls schreiben wir x ~p y.

Oft wird ~pg durch ein anderes Symbol wie z.B. die obigen (<, <,...)
oder auch einfach ~ ersetzt.

Beispiel 1.13 Die (iibliche) Relation > auf Z ist durch z > y <=z —y €
Ny definiert. Mit anderen Worten: Sie ist durch die Menge

{(x,y) EZXZ|x—y €Ny}
gegeben.

Aquivalenzrelationen

Sei X eine Menge und R eine Relation auf X.

3Immer wenn ich in einer Definition schreibe “Wenn ..., dann sagen wir ...”, meine ich
“Genau dann wenn ...”.
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Definition Die Relation R heifit Aquivalenzrelation, falls gilt:

(R) Yxe X:x~pgux
(S) Ve,ye X:x~py<+—y~rx
(T) Va,y,z€ X :x ~rgyANYy~g2z—>T~pg2

Die Bedingungen (R), (S), (T) heiBen Reflexivitit, resp. Symmetrie, resp.
Transitivitdt.

Wenn R eine Aquivalenzrelation ist, schreibt man meist z ~ y anstatt
z ~g y. Man sagt dann auch, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Aufgrund
der Symmetrie sagt man auch, dass x und y zueinander in Relation stehen,
wenn x ~g y.

Beispiel 1.14 Zu Beginn dieses Abschnitts haben wir die folgende Relation
auf Z erwéhnt:
x ~ Yy < x —y ist gerade .

Die Eigenschaften (R), (S), (T) sind offensichtlich, es handelt sich also um
eine Aquivalenzrelation.

Man kann dieses Beispiel leicht wie folgt verallgemeinern: Sei n eine
natiirliche Zahl > 1, und seien z,y € 7Z. Dann heiflen x und y kongruent
zueinander modulo n, wenn z — y durch n teilbar ist (d.h. falls ein a € Z mit
y = = + an existiert). Wenn x und y (modulo n) kongruent zueinander sind,
schreibt man

r=y modn.

Diese “Kongruenz modulo n” ist offensichtlich auch eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 1.15 Sei X eine beliebige Menge. Dann ist “=” eine Aquivalenz-
relation.

Sei nun eine Aquivalenzrelation ~ gegeben.

Definition Zu x € X definieren wir

[l ={ye X [z ~y},

die Aquivalenzklasse zu x. Wir schreiben auch [z], wenn die Relation offen-
sichtlich ist.

Aussage 1.16 Seien v,y € X und (und somit [x]. und [y~ 2wei Aquiva-
lenzklassen). Dann gilt: Entweder ist [x]. = [y]~ oder es ist [x]. N [y]~ = 0.
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Beweis. Es sei zunédchst [z]. = [y]~. Dann ist x € [z]. = [y|~ und somit

(2]~ N [yl~ # 0.

Wir miissen nun zeigen:
[z]. Nyl # 0 — [z]~ = [y]~ - (1.3)

Bevor wir diese Implikation beweisen, legen wir noch eine Notation fest:

Wenn z1,...,x, € X gegeben sind und x; ~ x9, 29 ~ X3,...,Tp_1 ~ Ty,
dann stehen nach der Transitivitit alle x; zueinander in Relation. Dies deuten
wir mit xq; ~ xg9 ~ -+ ~ 1, an.

Wir zeigen nun die Implikation. Sei also [z]. N [y]. # 0. Dann gibt es ein
z € [x]~ N [y]~. Es gilt also z ~ z, y ~ z. Nach der Symmetrie gilt z ~ y.
Somit gilt © ~ z ~ y.

Sei nun 2’ € [z]. beliebig. Dann ist

y~ax o~
Somit ist also 2’ € [y]~.

Soeben haben wir gezeigt, dass [z]. C [y]~. Analog zeigt man [y]. C [z]..
Damit sind die beiden Mengen gleich. 0

Alle Aquivalenzklassen sind Teilmengen von X, und somit sind sie Ele-
mente der Potenzmenge P(X ). Wir kénnen somit die Menge der Aquivalenz-
klassen (in X bez. ~) betrachten.

Notation Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit X o
Wir haben also

Xo={MePX)|IreX: :M=|[z].}
oder (etwas ungenauer)
Xpo= {2 e X}
Beispiel 1.17 Wir kommen auf die in Beispiel 1.14 diskutierte A'quiva_b.lenz—
relation “Kongruenz modulo n” zuriick. Fiir x € Z bezeichnen wir die Aqui-
valenzklasse “modulo n” mit [z],. Es ist also
[z], = {z + anla € Z} .

Wir haben n Aquivalenzklassen, némlich [0],,, [1]n, ..., [n — 1],..
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Im letzten Abschnitt haben wir den Konzept der Wohldefiniertheit einer
Abbildung diskutiert. Wir wenden dies nun auf Aquivalenzrelationen an.

Wir nehmen an, dass wir eine Abbildung f : X — Y gegeben haben.
Wir fragen uns, ob es eine Abbildung f : X, — Y mit f([z].) = f(z) fiir
alle x € X gibt. Hierzu betrachten wir die surjektive Abbildung p : X —
X/, x> [z].. Aussage 1.10 liefert nun:

Aussage 1.18 Sei f : X — Y gegeben. Dann gibt es genau dann eine
Abbildung f: X, — Y mit f([z].) = f(x) fir alle v € X, wenn gilt:

Vo, o' € X tx ~ 2! — f(z) = f(2)

(und in diesem Fall ist f eindeutig bestimmt).

Definition Eine Partition einer Menge X ist eine Teilmenge M von P(X)
(d.h. eine Menge von Teilmengen von X ) mit der folgenden Eigenschaften:

e Alle Mengen in M sind nicht-leer.
e Fiir alle z € X existiert genau eine Menge M € M mit x € M.

Wenn M eine Menge von Teilmengen von X mit der zweiten obigen
Eigenschaft ist, sagt man auch, dass X die disjunkte Vereinigung der Mengen
in M ist. (Dies ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Definition in
Abschnitt 1.2.) Hierfiir schreibt man:

X=U,en M
Aus der Reflexivitdt und Lemma 1.16 folgt:

Aussage 1.19 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann bildet die Menge
der Aquivalenzklassen X, eine Partition von X.

Umgekehrt kann man auch jeder Partition eine Aquivalenzrelation zu-
ordnen. Sei hierzu M eine Partition von X. Zuerst ordnen wir jedem x die
eindeutig bestimmte Menge M € M mit x € M zu. Diese bezeichnen wir
mit [z] . Dann definieren wir wie folgt eine Relation:

v~y = [rlav = [ylm

Die Eigenschaften (R), (S), (T) folgen sofort, und [x]a ist nun die Aquiva-
lenzklasse zu .
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Definition Sei M eine Partition von X. Ein Reprdsentantensystem zu M
ist eine Teilmenge A von X mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle M € M
existiert genau ein a € A mit [ajy = M.

Ein Reprisentantensystem einer Aquivalenzrelation ist der Definition ein
Représentantensystem der zugehorigen Partition. D.h. ein Représentanten-
system zu einer Aquivalenzrelation ~ auf X ist eine Teilmenge A von X
mit:

Vee XAlacA:z~a.

Beispiel 1.20 Wir betrachten wieder die Relation “Kongruenz modulo n”
auf Z. Ein Reprédsentantensystem dieser Relation ist z.B. die Menge
{0,1,...,n—1}.

Das Auswahlaxiom (Diskussion)

Betrachten wir nun die folgende Aussage.
Jede Partition einer Menge hat ein Reprdsentantensystem.

Ein Beweis dieser Aussage ist scheinbar sehr leicht: Gegeben eine Partition
M auf X wihlt man aus jeder Menge M € M ein (beliebiges) Element m €
M aus. Nehmen wir an, wir haben so eine Auswahl getroffen. Dann haben
wir also eine Zuordnung (d.h. Abbildung) f: M — X mit f(M) € M fiir
alle M € M.

Aber gibt es so eine Abbildung immer? Hier fragen wir nach einem Ar-
gument, dass die Existenz einer solchen Abbildung auf “offensichtlichere”
Aussagen zuriickfithrt. Eine iiberraschende Erkenntnis der Mengenlehre ist,
dass dies in einer gewissen Hinsicht nicht mdoglich ist. Man sollte die obige
Aussage als ein zusitzliches Axiom der Mengenlehre akzeptieren. Es ist das
sogenannte Auswahlaziom.

Es sei noch bemerkt, dass die Tatsache, dass das Auswahlaxiom nicht
so naheliegend wie die anderen Axiome der Mengenlehre ist, auch Kritiker
auf den Plan ruft, die die Verwendung des Auswahlaxioms ablehnen. Diese
Kritiker nehmen jedoch eine Auflenseiterrolle in der Gemeinschaft der Ma-
thematiker ein.

Ordnungsrelationen

Sei wiederum X eine Menge und R eine Relation auf X.
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Definition Die Relation R heifit Ordnungsrelation, falls gilt:

(R) Yee X:x~pgux
(A) Ve,ye X:x~pyANy~prx —2x=y
(T) Va,y,z€ X 2 ~rgyANYy~g2z—> T ~Rg2

Eine Ordnungsrelation heiflt vollstindig oder eine lineare Relation, falls gilt:
(V) Ve,ye X :x~gpyVy~rx.

Die Bedingungen (R) und (T) sind die schon bekannte Reflexivitat und Tran-
sitivitédt, die Bedingung (A) heifit Antisymmetrie. Wenn R eine vollstédndige
Relation auf X ist, heifit X (beztiglich R) linear geordnet.

Beispiel 1.21 Die Relationen kleiner-gleich bzw. groler-gleich auf Z, Q oder
R sind lineare Relationen.

Beispiel 1.22 Sei X eine beliebige Menge. Dann ist “C” eine Ordnungsre-
lation auf der Potenzmenge P(X). Diese Relation ist aber nicht linear, wenn
X mehr als ein Element besitzt. (Wenn = und y zwei verschiedene Elemente

sind, gilt weder {z} C {y} noch {y} C {z}.)

Lemma 1.23 Sei X eine Menge, und sei < eine Ordnungsrelation auf X.
Dann gibt es hichstens einx € X mitVy € X 1y < z.

Beweis. Seien x1, x5 zwei solche Elemente. Dann ist insbesondere z, < 7
und z; < x9. Damit ist 1 = xo. O

Definition Sei eine Ordnungsrelation < auf der Menge X gegeben. Ein
Element z € X wie im letzten Lemma heifit gréifites Element von X.
Ein Element z € X so dass

Vye Xz <y—y=uzx

heifit ein mazimales Element von X.

Wenn X ein grofites Element hat, dann ist dies (offensichtlich) auch ein
maximales Element, und auch das einzige maximale Element.

In vielen wichtigen Beispielen gibt es jedoch mehrere maximale Elemente
und kein grofites Element. Hier ist ein instruktives Beispiel.

Beispiel 1.24 Sei X :={1,2,...,100}, und sei Y die Teilmenge von P(X),
die aus den Teilmengen von X mit hochstens 10 Elementen besteht. Wir
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betrachten die partielle Ordnung “C” auf Y. Nun ist jede Teilmenge mit
genau 10 Elementen ein maximales Element von Y, und es gibt kein grofites
Element (es gibt keine Teilmenge von X mit hochstens 10 Elementen, die
alle Teilmengen mit héchstens 10 Elementen umfasst).

Bemerkung Analog zu den obigen Definitionen kann man kleinste Ele-
mente und minimale Elemente definieren.

Relationen zwischen zwei Mengen

Man kann den Begriff der Relation erweitern und allgemeiner Relationen
zwischen zwei Mengen betrachten. Seien dazu zwei Mengen X und Y gegeben.

Definition Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge von X x Y.

Notation Wenn R eine Relation zwischen X und Vist und z € X,y € Y,
dann schreiben wir x ~p y falls (z,y) € R.

Wir werden diese Verallgemeinerung nicht weiter verfolgen und bemerken
nur, wie man mittels dieses Begriffs der Relation definieren kann, was eine
Abbildung ist. Wir erinnern uns, dass eine Abbildung von X nach Y jedem
Element von X genau ein Element von Y zuordnet. Wir erhalten somit die
folgende formale Definition.

Definition Eine Abbildung f : X — Y ist eine Relation zwischen X und
Y so dass fiir jedes x € X genau ein y € Y mit x ~ y existiert.

Bemerkung Aus der Schule kennen Sie den Begriftf des Graphen einer
Funktion. Dies kann man wie folgt fiir beliebige Abbildungen definieren:
Sei f : X — Y eine Abbildung. Dann ist der Graph von f die Menge
{(z,y) € X xY | y = f(x)}. Nach der obigen Definition sind allerdings
eine Abbildung und ihr Graph identisch! Es ist jedoch iiblich und sinn-
voll, zwischen einer Abbildung und ihrem Graphen zu unterscheiden und
z.B. den Graphen einer Abbildung f mit I} zu bezeichen. (Dann ist also
f@)=y—ar~pys— (zy) €l

Diskussion In Beispiel 1.9 haben wir diskutiert, wie man Tupel mittels
Abbildungen definieren kann, und oben haben wir Abbildungen mittels Tu-
pel definiert. Diese zirkuldre Definition sollte natiirlich aufgehoben werden.
Der iibliche Weg ist, rein mengentheoretisch zu definieren, was unter einem
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Zweiertupel (z,y) fir z,y € X x Y zu verstehen ist. Man definiert z.B.:
(:L‘7 y) = {ZL‘, {Jf,y}}.

Eine alternative Moglichkeit wére, den Abbildungsbegriff axiomatisch
vorauszusetzen und die Mengenlehre darauf aufzubauen.

1.5 Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Sei im Folgenden X eine Menge.

Definition Eine Abbildung X x X — X heif}t eine Verknipfung auf X.

Beispiele fiir Mengen mit Verkniipfungen sind die Zahlbereiche Ny, Z, Q, R
jeweils mit der Addition und der Multiplikation. Die Subtraktion ist eine
Verkniipfung auf Z, Q, R, nicht aber auf Ny. Die Division ist eine Verkniipfung
auf Q — {0} sowie R — {0}, nicht jedoch auf Z — {0}, Q oder R.

An diesen Beispielen féllt auf: Man schreibt z.B. 2 + 3 = 5 und nicht
+(2,3) = 5. Eine analoge Schreibweise ist ganz allgemein bei Verkniipfungen
iiblich. Ubliche Symbole fiir allgemeine Verkniipfungen sind “o”, “”, “x”.

Verkniipfungen auf endlichen Mengen koénnen auch durch eine Ver-

kniipfungstabelle angegeben werden.

Beispiel 1.25 Die folgende Tabelle definiert eine Verkniipfung auf der 5-
elementigen Menge {1,2,3,4,5}.

Ol = W N |0
O = W N ==
W = O = NN
N U = = W W
=W DN O |
=N = W Ot Ot

Zum Beispiel ist 203 =1 und 302 = 5.

Definition Seio: X x X — X eine Verkniipfung. Dann heif3t o
o assoziativ, falls Vo, y,z € X :xo(yoz) = (zoy)oz.
o kommutativ, falls Ve, y € X txoy=youx.

Ein Element e € X heifit neutrales Element, wenn gilt: Vo € X : xoe =
eox =z.

Lemma 1.26 Jede Verkniipfung hat hichstens ein neutrales Element.
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Beweis. Seien e, e’ € X neutrale Elemente.* Dann gilt

Bei der ersten Gleichung haben wir benutzt, dass e ein neutrales Element
ist, und bei der zweiten Gleichung haben wir benutzt, dass €’ ein neutrales
Element ist. 0

Definition Sei o : X x X — X eine Verkniipfung mit einem neutralen
Element e, und sei x € X. Ein Element y € Y mit

e yox = e heiflt ein Links-Inverses zu x
e 1oy = e heifdit ein Rechts-Inverses zu x

e yoxr =-e und z oy = e heifdit ein (beidseites) Inverses zu x.

Beispiel 1.27 Die Verkniipfung aus Beispiel 1.25 hat ein neutrales Element
(die 1), und jedes Element hat (eindeutig bestimmte) Rechts- und Links-
Inverse (die aber nicht identisch sind). Die Verkniipfung ist aber nicht asso-
ziativ. Z.B. ist (202)o03 =403 =5und 20(203) =201 = 2. Sie ist nicht
kommutativ, was man leicht daran sieht, dass die Tabelle nicht symmetrisch
bez. Spiegelung an der Diagonalen (von oben links nach unten rechts) ist.

Beispiel 1.28 Sei X eine beliebige Menge. Wenn f : X — X und g¢ :
X — X zwei Abbildungen sind, dann kénnen wir die Verkniipfung f o g
der beiden Abbildungen betrachten. Die Zuordnung (f,g) — f o g ist eine
Verkniipfung auf der Menge der Abbildungen Abb(X, X') im Sinne der obigen
Definition. Diese Verkniipfung ist offensichtlich assoziativ. Aulerdem gibt
es ein neutrales Element, ndmlich die identische Abbildung idx : X —
X, x — z. Die Elemente mit beidseitigem Inversen sind genau die bijektiven
Abbildungen.

Frage Welche Elemente in Abb(X, X') haben Links-, welche Rechts-Inverse?
(Hierbei muss man das Auswahlaxiom benutzen.)

Im Folgenden betrachten wir ausschliellich assoziative Verkniipfungen.
Dies bedeutet, dass Klammern grundsétzlich weggelassen werden konnen.

4Mit dieser Formulierung meine ich, dass e und €’ nicht notwendigerweise verschieden
sein miissen.
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Definition
e Eine Halbgruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung.
e Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit einem neutralen Element.
e Eine Gruppe ist ein Monoid so dass jedes Element ein Inverses hat.

Beispiele fiir Halbgruppen die bereits erwahnten Zahlbereiche Ny, N, Z, Q, R
jeweils mit der Addition oder der Multiplikation.

Die Zahlbereiche Ny, Z, Q, R bilden beziiglich der Addition auch Monoide
(das neutrale Element ist die 0). Allerdings ist N beziiglich der Addition
kein Monoid. Beziiglich der Multiplikation sind Ny, N, Z, Q, R Monoide (das
neutrale Element ist die 1). Eine andere Beispielklasse ist in Beispiel 1.28
gegeben.

Beispiele fiir Gruppen sind die Zahlbereiche Z, Q, R beziiglich der Addi-
tion. Allerdings ist Ny beziiglich der Addition keine Gruppe. Beziiglich der
Multiplikation sind @ — {0} und R — {0} Gruppen. Andererseits sind Q und
R beziiglich der Multiplikation keine Gruppen (0 hat kein Inverses!).

Die ein-elementige Menge {e} ist mit der Verkniipfung e o e = e eine
Gruppe (genannt die triviale Gruppe).

Ein (zugegebenerweise merkwiirdiges) Beispiel fiir eine Halbgruppe ist die
leere Menge.

Lemma 1.29 Sei M ein Monoid. Zu x € M gibt es hiochstens ein beidseitig
Inverses.

Beweis. Seien y, z zwei beidseitige Inverse zu x. Dann ist

y=yoe=yo(roz)=(yox)oz=eoz=z.

Es gilt sogar die folgende stéirkere Aussage:

Lemma 1.30 Sei x € M invertierbar® mit Inversem y. Dann ist y das ein-
zige Rechts- und das einzige Links-Inverse von x.

Beweis. Sei z ein Rechts-Inverses zu z. Dann ergibt die obige Rechnung y = z.
Die Aussage iiber Links-Inverse zeigt man analog. Il

5Mit invertierbar meinen wir immer, dass es ein beidseitiges Inverses gibt.
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Notation Sei x € M. Wenn z ein Inverses hat,® wird dies oft mit 2!
bezeichnet.

Lemma 1.31 Sei M ein Monoid, und seien x,y € M invertierbar. Dann ist
auch x oy invertierbar, und es ist (roy) ' =y tox™L

Beweis. Seien x,y € M. Dann ist (y tox Yo (zoy) =y to(x tox)oy =
yloy=e=xox ! =zoyoyltox ™t = (roy)o(y toxr ). Damit ist per
Definition y~! o 27! ein Inverses (das Inverse) von x o y. O

Notation Wenn eine beliebige Verkniipfung o auf einer Menge X gegeben
n mal

ist, wird fiir € X und n € N das Element Z o - - - o £ mit 2™ bezeichnet.

Sei nun M wieder ein Monoid. Wenn z ein Inverses hat, so ist (fiir n € N)

n mal
n mal

v lo-ox! = (To---02)"!, was man leicht sieht (siche auch das obige
Lemma). Dieses Element wird mit " bezeichnet. Man setzt 2° := e. Mit

dieser Notation gilt

1

2" ox™ = 2" und (") = 2™ .
Das Verkniipfungssymbol selbst wird oft weggelassen. Also ist xy = z o y.

Definition Eine Halbgruppe resp. ein Monoid resp. eine Gruppe mit einer
kommutativen Verkniipfung heifit kommutative oder abelsche Halbgruppe
ete.

Notation Wenn eine abelsche Halbgruppe gegeben ist, benutzt man oft
die folgende “additive Notation”: Man benutzt das Symbol “4” fiir die Ver-

n mal

kniipfung, und fiir ein Element z und n € N setzt man nx :=x +--- + x.
Wenn Elemente zq, ..., x; gegeben sind, setzt man Zle T, =1+ + Tk

Wenn ein abelsches Monoid M gegeben ist, schreibt man dann 0y, (oder
0) fiir das neutrale Element, und man setzt 0 - x := 0y, fir € M. Wenn x
ein inverses Element hat, bezeichnet man dies mit —zx.

Beachten Sie, dass die additive Notation der {iblichen Notation beziiglich
der Addition von Zahlen entspricht.

Beispiel 1.32 Sei ¥ ein beliebige nicht-leere Menge. (Die Notation ¥ deu-
tet an, dass wir X als Alphabet betrachten, aber wie gesagt muss > nicht

6Mit einem Inversen meinen wir immer ein beidseitiges Inverses.
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notwendigerweise endlich und auch nicht abzahlbar sein.) Wir betrachten die
Menge aller Tupel beliebiger Lange > 1 von Elementen von ¥ zusammen mit
einem weiteren Element (. 7 Diese Menge heifit die Menge der Worte in ¥
und wird mit X* bezeichnet, O wird leeres Wort genannt. Statt (aq,...a,)
schreibt man a; - - - a,,.

Durch “Hintereinanderschreiben” vw kann man zwei Wortern v, w ein
neues zuordnen (wobei v0J := v, Ow := w). Man erhilt also eine Verkniipfung
auf X*. Mit dieser Verkniipfung ist ¥* ein Monoid (mit neutralem Element
). Wenn ¥ mehr als ein Element enthélt, ist dieses Monoid nicht abelsch.

Beispiel 1.33 Sei X eine beliebige Menge. Dann ist Abb(X, X) ein Monoid
(siehe Beispiel 1.28). Wenn allerdings X mindestens zwei Elemente enthilt®
ist Abb(X, X) keine Gruppe und auch nicht abelsch.

Beweis. Seien a,b € X zwei verschiedene Elemente. Dann ist die Abbildung
f : x> a nicht injektiv (da insbesondere a und b auf a abgebildet werden),
besitzt also kein Inverses (keine Umkehrabbildung). Damit ist X keine Grup-
pe. Sei g : x — b. Dann ist g o f ist durch x + b gegeben und f o g durch
x +— a gegeben. Damit ist X nicht abelsch. U

Definition Sei wiederum X eine beliebige Menge. Eine Permutation auf
X ist eine bijektive Abbildung X — X. Die Menge der Permutationen
von X wird mit Perm(X) oder mit S(X) bezeichnet. Fiir n € N ist §,, :=
S({1,...,n}) die Menge der Permutationen auf {1,... ,n}.

Beispiel 1.34 Perm(X) ist eine Gruppe. Diese Gruppe ist genau dann abelsch,
wenn X hochstens zwei Elemente besitzt.

Diese Gruppe heifit die symmetrische Gruppe auf X; die Gruppe .S, heifit
die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Beweis. Da jede bijektive Abbildung eine Umkehrabbildung hat, ist Perm(X)
eine Gruppe.

Wenn X kein oder ein Element besitzt, besteht Perm(X) nur aus der
identischen Abbildung. Wenn X zwei Elemente a, b besitzt, besteht Perm(X)
aus idx und 7 mit 7 : @ — b,b +— a. Damit ist Perm(X) kommutativ.

Seinen nun a, b, ¢ drei verschiedene Elemente von X. Betrachte die Ab-
bildungen

fram—b b—a, v+ xfirz#a,b

7 Da man fiir n > 1 die Menge der n-Tupel ¥" als die Menge S{17} auffassen
kann (siehe Beispiel 1.9), ist es naheliegend, O als die eindeutige Abbildung § — ¥ zu
definieren.

8Mit dieser Redewendung meine ich “mindesteins zwei verschiedene Elemente”.
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sowie

g:arb b—c,c—a, x— xfirx#a,bc.

Dann ist (g o f)(a) = g(b) = ¢, (f og)(a) = f(b) = a, also insbesondere
feg#golf. O

Produkte

Seien X, Y zwei Halbgruppen. Wir definieren wie folgt eine Verkniipfung auf
X xY:

(z,y)o(2,y) == (xoa',yoy).

Diese “komponentenweise definierte” Verkniipfung ist offensichtlich assozia-
tiv. Damit ist auch X x Y eine Halbgruppe.

Wenn X und Y Monoide mit neutralen Elementen ey, ey sind, dann ist
auch X x Y ein Monoid mit neutralem Element (ey,ey).

Wenn nun z und y invertierbar sind, ist offensichtlich auch (x,y) inver-
tierbar mit Inversem (x~1,3~1). Insbesondere ist X x Y eine Gruppe, wenn
X und Y Gruppen sind.

Auflerdem erhélt man abelsche Halbgruppen, abelsche Monoide oder abel-
sche Gruppen, wenn X und Y abelsche Halbgruppen, abelsche Monoide oder
abelsche Gruppen sind.

Selbstverstéindlich gelten diese Aussagen auch fiir mehr als zwei Faktoren
X, Y. Damit ist also insbesondere X™ (fiir n € N) in natiirlicher Weise eine
Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe, wenn X eine Halbgruppe, ein
Monoid oder eine Gruppe ist.

Sei nun X weiterhin eine Halbgruppe, und sei I eine Menge. Auch auf
X' kénnen wir in natiirlicher Weise eine Verkniipfung definieren. Wir er-
innern daran, dass X! aus den Abbildungen I — X besteht, und diese
Abbildungen werden oft in der Form (x;);c; geschrieben. Wir folgen dieser
Schreibweise. Wir haben die folgende Verkniipfung auf X7’:

Gegeben (;)ier, (2});er, definieren wir

(7)ier © (x;)iel = (x50 $§)iel .

Damit ist X! wiederum eine Halbgruppe. Wenn X ein Monoid mit neutralem
Element e ist, dann ist X! ein Monoid mit neutralem Element (e);c; (dies
ist die Abbildung, die jedem i € I das neutrale Element e von X zuordnet).
Die Halbgruppe X ist eine Gruppe, wenn X eine Gruppe ist.
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Unterstrukturen

Definition Sei X eine Menge mit einer Verkniipfung “o”, und sei Y eine
Teilmenge von X. Dann heiffit Y abgeschlossen beziiglich “o”, wenn gilt:

Vy,yy €Y :yoy' €Y

In diesem Fall definiert o durch Einschrinkung auf Y x Y eine Verkniipfung
auf Y, man spricht auch von der induzierten Verkniipfung.

Beachten Sie: Wenn die Verkniipfung auf X assoziativ (resp. kommutativ)
ist, so ist auch die induzierte Verkniipfung assoziativ (resp. kommutativ). Wir
haben somit:

e Sei H eine Halbgruppe, und sei U C H abgeschlossen (beziiglich der
Verkniipfung auf H). Dann ist U mit der induzierten Verkniipfung eine
Halbgruppe; man spricht von einer Unterhalbgruppe.

e Sei M ein Monoid mit neutralem Element e, und sei U C M abge-
schlossen mit e € U. Dann ist U mit der induzierten Verkniipfung ein
Monoid mit neutralem Element e; man spricht von einem Untermonoid.

e Sei (G eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei U C G abgeschlos-
sen mit e € U so dass fiir jedes 2 € U auch das inverse Element 27! in
U liegt. Dann ist U mit der induzierten Verkniipfung eine Gruppe mit

neutralem Element e; man spricht von einer Untergruppe.

Beispiel 1.35 Sei (G,+) eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, und
seien gq,...,gx € G. Dann ist

(91, 96) ={z11 + - + 20k | z: € Z}

eine Untergruppe von G (nachrechnen!). Es gilt: Wenn U C G irgendeine
Untergruppe mit gq,...,gx € U ist, dann ist (g1,...,gx) € U (warum?).
(g1,...,qx) ist also die kleinste Untergruppe von G, die g1, ..., g, umfasst
(siehe den Unterabschnitt iiber Ordnungsrelationen im vorherigen Abschnitt).

Die Untergruppe (g1, ..., gx) von G heifit die von g1, ..., g, erzeugte Un-
tergruppe bzw. das Erzeugnis von gy, ..., g.

Frage Natiirlich kann man eine abelsche Gruppe auch “multiplikativ” schrei-
ben. Sei (G, o) so eine Gruppe. Wie lautet dann das Erzeugnis von gy, ..., gx €
G? Wie lautet z.B. das Erzeugnis von 2,3,5 € Q*? Sind die Untergruppen
(2) und (—2) von Q* identisch?
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Beispiel 1.36 Sei M ein Monoid, und sei G C M die Menge der invertier-
baren Elemente von M. Dann ist (nach Lemma 1.31) G abgeschlossen und
somit ein Untermonoid. Es ist per Definition auch eine Gruppe, genannt die
Gruppe der invertierbaren Elemente von M.

Beispiel 1.37 Die Gruppe der invertierbaren Elemente von (Z, ) ist {1, —1}.

Beispiel 1.38 Sei X eine Menge. Dann ist die Gruppe der invertierbaren
Elemente von Abb(X, X)) gleich Perm(X).

Aussage 1.39 (Untergruppenkriterium) Sei G eine Gruppe, und sei U C
G eine Teilmenge. Dann ist U (mit der induzierten Verknipfung) genau dann
eine Untergruppe von G, wenn gilt:

o U ist nicht-leer
e Vo,ycU:zoytel.

Beweis. Wenn U eine Untergruppe ist, gelten die Eigenschaften offensichtlich.
Seien also nun die beiden Eigenschaften erfiillt. Da U nicht-leer ist, gibt es
ein 7y € U. Damit ist nach der zweiten Eigenschaft e = xg o z;" € U.
Fiir # € U beliebig ist dann auch 27! = eox~! € U. Seien nun z,y € U
beliebig. Dann ist y~! € U, wie wir gerade gesehen haben. Somit ist auch
roy=u=xo(y ')l € U. Dies ist die Abgeschlossenheit. Die beiden anderen
Eigenschaften wurden zuvor gezeigt. 0

Faktorgruppen

Sei nun (G, +) eine abelsche Gruppe, und sei U eine Untergruppe. Wir fithren
wie folgt eine Relation auf G ein:

r~yy=—=zxr—yecl.

Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist; die Aquivalenzklasse
zu x € G bezeichnen wir mit [z|y. Damit gilt also: Fiir x € G ist

zlp ={z+u|ueU}.

Diese Menge wird auch mit z + U bezeichnet.
Wir wollen auf G, eine Verkniipfung definieren durch

2]y + v = [z +ylv -
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Hierzu miissen wir die Wohldefiniertheit nachweisen, d.h. wir miissen nach-
weisen, dass gilt:

Ve,y, o,y €eG:ox~y 2 Ny~py — ax+y~ya +v

Seien also x,y,x’,y € G mit x ~y 2’ und y ~y 3. Dann ist also x — 2’ € U
und y —y' € U. Nun'ist (z+y) — (@' +9¢) = (xr—2)+ (y — ) € U, d.h
xt+y~yx+y. O

Man rechnet leicht nach, dass die Verkniipfung auf G ., assoziativ und
abelsch ist. Damit ist also G/, mit der soeben definieren Verkniipfung eine
Halbgruppe. AuBerdem ist [0¢] ein neutrales Element von G.,, und fiir
x € G ist [—z] ein inverses Element von [z].

Damit ist G/, sogar eine abelsche Gruppe.

Definition Die soeben definierte Gruppe wird mit G/U bezeichnet und
heifit die Faktorgruppe von G nach U (oder G modulo U), die Verkniipfung
heifit wiederum die induzierte Verkniipfung.

Zur Verdeutlichung: Es ist Og/y = [0gly und —[z]y = [—z]y fir alle
xeG.

Beispiel 1.40 Sei n eine natiirliche Zahl > 1, und sei nZ = {z € Z| n
teilt 2z} = {na | a € Z}. Dann ist nZ eine Untergruppe von (Z,+). Die
Aquivalenzrelation ~,z ist (per Definition) durch

Tz yYy—r—yEeEnl+—nteitz—y+—xr=y modn

gegeben. Mit anderen Worten, es ist die Relation “Kongruenz modulo n”,
die wir in den Beispielen 1.14 und 1.17 diskutiert haben. Ich erinnere daran,
dass wir fiir 2 € Z die Aquivalenzklasse mit [2],, bezeichnen, und es ist [x],, =
{z 4+ na| a € Z}. Die Gruppe Z/nZ besteht folglich aus den n Elementen
00, 1y - - [ — 1]

1.6 Ringe und Korper

Definition Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen “+4” und
“” 50 dass

e (R, +) eine abelsche Gruppe ist,

e (R,-) ein Monoid ist,
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e die Distributivgesetze gelten, d.h.

Va,b,ce R: (a+bjc=ac+bc, cla+b)=ca+cb.

Ein Ring heifl kommutativ, wenn die Multiplikation eine kommutative Ver-
kniipfung ist.

Notation Bei den Distributivgesetzen haben wir die {ibliche Rechenregel
“mal vor plus” benutzt und die Klammern auf der rechten Seite der Gleichung
entsprechend weglassen. So verfahren wir auch im Folgenden.

Bemerkung Beachten Sie, sich das Adjektiv kommutativ hier nur auf die
Multiplikation bezieht; die Addition eines Rings ist per Definition immer
kommutativ.

Beispiel 1.41 Die ganzen, die rationalen sowie die reellen Zahlen bilden je-
weils kommutative Ringe mit den Verkniipfungen “+” und “-”. Die neutralen
Elemente sind 0 und 1.

Beispiele fiir nicht-kommutative Ringe werden wir spéter kennenlernen.

Notation Das neutrale Element beziiglich “+” wird mit 0 (oder genauer
mit Og) bezeichnet, und das neutrale Element beziiglich “” wird mit 1 (oder
genauer mit 1g) bezeichnet. Es gilt also (“wie iiblich”) 047 = r+40 = r und
l-r=r-1=rfiraller € R.

Aussage 1.42 Sei R ein Ring.

a) Fir aller € R gilt 0-r = 0.

b) Fir aller € R gilt (1) -r = —r.

c¢) Wenn0=1 (in R), dann ist R = {0}.

Beweis.

zu a) Sei r € R beliebig. Dann ist 0-7 = (04 0) -7 = 0.7+ 0 - r. Hieraus
folgt 0-r = 0.

zu b) Sei wiederum r € R beliebig. Dann ist 0 = 0-7 = (1 — 1) -r =
1-r4+(=1)-r=r+(—1)-r. Daraus folgt die Behauptung.

zu ¢) Sei 0 = 1 und sei » € R beliebig. Dann ist r = 1 -7 = 0.7 = 0.
(Andererseits ist die Menge {0} mit den Verkniipfungen 0 +0 = 0 und
0-0 =0 ein Ring.) O
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Definition Ein Korper ist ein kommutativer Ring mit 0 # 1, in dem jedes
Element # 0 ein Inverses beziiglich der Multiplikation hat.

Beispiel 1.43 Beispiele fiir Kérper sind die rationalen und die reellen Zah-
len.

Notation Korper werden oft mit K bezeichnet.

Definition Sei R ein Ring. Die Gruppe der invertierbaren Elemente von
(R,-) wird mit R* bezeichnet (siehe Beispiel 1.36).

Aussage 1.44 Sei R ein Ring mit 0 # 1. Dann ist 0 ¢ R*. Wenn K ein
Korper ist, dann ist K* = K — {0} (mit der induzierten Verkniipfung).

Beweis. Sei also R ein Ring mit 0 # 1. Angenommen 0 € R*. Dann gibt es
ein r € R mit 0-r = 1. Dies ist ein Widerspruch, da nach Aussage 1.40
0-r=0ist.

Sei nun K ein Korper. Soeben haben wir gesehen, dass K* C K — {0}.
Es gilt aber auch K — {0} € K™ nach Definition eines Korpers. O

Die folgende Definition ist analog zur Definition der Unterstrukturen in
Abschnitt 1.5.

Bemerkung / Definition Sei R ein Ring, und sei U C R abgeschlossen
beziiglich Addition und Multiplikation so dass U eine Untergruppe von R
beziiglich der Addition und ein Untermonoid von R beziiglich der Multipli-
kation ist (insbesondere ist also 0,1 € U). Dann ist U ein Ring; man spricht
von einem Unterring.

Sei nun R ein Koérper. Dann haben insbesondere alle Elemente von U —{0}
ein multiplikatives Inverses in K. Falls diese Inversen alle in U liegen, ist U
ein Korper; man spricht von einem Unterkdrper oder einem Teilkdrper.

Faktorringe

Sei von nun an R ein kommutativer Ring und sei U eine Untergruppe (!)
von (R,+). Wie in Abschnitt 1.5 erhalten wir dann die Faktorgruppe R/U,
deren Operation von der Addition induziert wird (die Multiplikation von R
vernachldssigen wir im Moment).

Wir wollen nun R/U auch zu einem Ring machen. Genauer wollen wir
eine Operation “” auf R/U definieren mit [r]y - [s]y = [r-s]y fiir alle r, s € R.
Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen an U dies moglich
ist.
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Wir nehmen zunéchst an, dass wir eine solche Operation auf R/U gegeben
haben. Dann gilt fiir alle u € U: Og/y = [u]y, und somit gilt fir alle uw € U
und r € R: Opyp = [r|v - [uly = [ruly, d.h. ru e U.

Sogleich werden wir sehen, dass diese notwendige Bedingung auch hinrei-
chend ist. Doch zunéchst halten wir das Kriterium in einer Definition fest.

Definition Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal von R ist eine Teil-
menge I C R so dass
e [ eine Untergruppe von (R, +) ist
eVaclIVre R:rael.
Beispiel 1.45 Sei R ein Ring, und seien r,...,r, € R. Dann ist
(riy. .. rg) i={xrs + - + x| @ € R}

ein Ideal von R (nachrechnen!).”
Es gilt: Wenn I C R ein Ideal mit 7, ..., 7, € I ist, dannist (r1,...,7%) C

I. Das Ideal (rq,...,ry) ist also das kleinste Ideal, das r,...,r, umfasst
(siche den Unterabschnitt iiber Ordnungsrelationen).
Das Ideal (71, ...,7%) heiit das von rq,..., 7 erzeugte Ideal in R.

Aussage 1.46 Sei R ein kommutativer Ring, und sei [ C R ein Ideal. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Verknipfung “” auf R/I so dass

[r]r - [s]r = [rs]r -

Mit der bereits definierten Addition und dieser Multiplikation ist R/I ein
kommutativer Ring.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Fiir die Existenz miissen wir das Folgende
nachweisen:

/ / N
Vr,s,r',ss € R:r~pr',s~;1s —rs~;r's

Seien also r,s,r’, s € Rmit r ~; r',s ~; s, dh.r—r" € I,s—5 € I.
Dann ist rs —r's' = rs —r's+r's —r's' = (r —1")s + (s — s'). Nun sind
(r—r")s=s(r—r") €I und r'(s — ') € I aufgrund der zweiten Eigenschaft
eines Ideals. Damit ist auch rs — r's’ € I.

Wir miissen nun noch zeigen, dass mit der bereits definierten Addition
und der soeben definierten Multiplikation R/I ein kommutativer Ring ist.
Dies ist leicht (Ubungsaufgabe). O

9Vorsicht! Die Notation (rq,...,7r;) hat nun zwei Bedeutungen: Einerseits steht sie fiir
das Tupel (rq,...,7), andererseits fiir das Ideal (rq1,...,7%).
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Definition Der soeben definierte Ring R/I heifit der Faktorring von R
nach I (oder R modulo I).

Beispiel 1.47 Sei n > 1, und wie in Beispiel 1.40 sei nZ := {nala € Z}.
Diese Untergruppe von Z ist das von n erzeugte Ideal (also nZ = (n)). Damit
ist Z/nZ mit der induzierten Addition und Multiplikation ein Ring.

Wenn n keine Primzahl ist, dann ist Z/nZ aber kein Korper. Denn: Sei
n = ning mit nqy,ny # 1. Dann ist [nq],, [n2], # [0]., aber es ist [n1], - [n2], =
[n]n = [0],. In Abschnitt 1.9 werden wir sehen, dass umgekehrt Z/nZ immer
ein Korper ist, wenn n prim ist.

1.7 Die ganzen und die rationalen Zahlen

Bisher sind wir stillschweigend davon ausgegangen, dass die ganzen und die
rationalen Zahlen existieren und einige offensichtliche Eigenschaften haben.
Hier wollen wir nun zeigen, wie man — ausgehend von den natiirlichen Zahlen
— explizit definieren kann, was der Ring der ganzen Zahlen und der Korper
der rationalen Zahlen ist, bzw. eine explizite Konstruktion der ganzen Zahlen
und der rationalen Zahlen angeben kann.

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass wir die die Menge Ny der natiirli-
chen Zahlen einschliefilich der Null existiert, und die Addition und Multiplika-
tion in dieser Menge die iiblichen Gesetze wir Assoziativitit, Kommutativitét
und Distributivitét erfiillen.

Nun zuerst zu den ganzen Zahlen. Es gibt zwei naheliegende Méglichkei-
ten, von den natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen zu gelangen.

Die erste Moglichkeit ist, Z als die Vereinigung von positiven, negativen
Zahlen und der Null zu definieren. Man fixiert eine Menge M, die bijektiv zu
N ist aber von N verschieden ist. Wir haben also eine Bijektion m : N — M.
Dann setzt Z := NoUM;; dies ist nun eine disjunkte Vereinigung, und fiir jedes
Element z € Z gilt nun: Entweder es ist z € Ny oder es gibt ein (eindeutig
bestimmtes n € N mit z = m(n).

Nun kann man die Operationen “+” und “” per Fallunterscheidung auf
von Ny auf Z ausdehnen. Fiir “+” sieht das dann so aus: Wir definieren
0+ z:=zund z+ 0 = 2 fiir alle z € Z, sowie fiir a,b € N:

a+b =a+b

a+m(b) :=a—"b wenn a > b
a+m(b) :=m(b—a) wennb>a
m(a)+b =b—a wenn b > a
m(a)+b :=m(a—>b) wenna>b
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Man beachte, dass sich die Operationen “4” und “-” auf der rechten Seite
auf die schon bekannten natiirlichen Zahlen beziehen.

Jetzt muss man noch die Multiplikation definieren und dann nachweisen,
dass Assoziativitat, Kommutativitdt und Distributivitit immer noch gelten.
Der Ring Z ist dann per Definition (Z, +, ).

Wir schildern nun eine andere Moglichkeit, die auf einer allgemeinen Me-
thode beruht, die auch in anderem Kontext Anwendung findet.

Die Idee ist, dass sich jede ganze Zahl in der Form a — b mit a,b € Ny
schreiben l&sst, aber diese Darstellung ist nicht eindeutig. Genauer: Es gilt
fir a,c,b,d € Ny:a—b = ¢ —d <— a+d = b+ c. Diese Uberlegung
nimmt man nun zum Anlass, die ganzen Zahlen mittels Aquivalenzklassen
von Tupeln in Ny x Nj zu definieren.

Man definiert eine Aquivalenzrelation auf Ny x Ny wie folgt: (a,b) ~
(¢,d) <= a+d = b+ c, und man setzt Z := (Ng x Ny),.. Wir wollen nun
eine Verkniipfung “+” (“Addition”) auf Z definieren durch

[(a, )] + [(c,d)] :==[(a + ¢, b+ d)] .

Hierzu miissen wir nachpriifen, dass dies wohldefiniert ist. Sei hierzu (a, b) ~
(a',0') und (c,d) ~ (¢, d') mit a,a’, bV, ¢, ,d,d € Ny. Dann ist also a+b' =
a4+ bund ¢+ d = ¢ + d. Somit ist

(a+c)+ b +d)=(a+V)+(c+d)=(d+b)+(d+d) = (a' +)+ (b+d)

und somit (a + ¢, b+d) ~ (o' +, 0 + d'). O

Um die Multiplikation zu definieren, erinnern wir uns, dass (a—b)-(c—d) =
ac+ bd — (ad + be). In diesen Sinne wollen wir eine weitere Verkniipfung “-”
(“Multiplikation”) auf Z definieren durch

[(a,0)] - [(¢,d)] := [(ac + bd, ad + bc)] .

Wieder rechnet man nach, dass dies wohldefiniert ist. Dann muss man noch
zeigen, dass die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten.
Der Ring Z ist nun per Definition wieder (Z, +,-).

Wir kommen nun zu den rationalen Zahlen. Nun gehen wir von den gan-
zen Zahlen Z aus. Diesmal ist der Ausgangspunkt, dass sich jede rationale
Zahl als Bruch § mit a € Z und b € N schreiben lésst, und es gilt fiir a,c € Z
und b,d € N: ¢ = & <— ad = cb.

Somit definieren wir eine Aquivalenzrelation auf ZxN: (a,b) ~ (¢, d) ;<=
ad = cb, und wir setzen Q := (Z x N) /..
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Wir wollen nun zwei Verkniipfungen “+” und “” (“Addition” und “Mul-
tiplikation”) auf @ wie folgt definieren:

[(a,0)] + [(c, d)] := [(ad + be, bd)] ;- [(a,b)] - [(¢,d)] := [(ac, bd)]

Beachten Sie, dass diese Operationen die iiblichen Operation “+” und “”
auf den rationalen Zahlen nachempfinden, wenn man Aquivalenzklassen als
Briiche auffasst.

Wiederum zeigt man, dass diese Operationen wohldefiniert sind und die
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten.

Nun kann man noch ¢ := [(a,b)] setzen und erhilt die rationalen Zahlen
in bekannter Darstellung. Der Korper der rationalen Zahlen ist dann Q :=

(Qv‘l'?')'

1.8 Morphismen

Oftmals will man “Rechnungen” von einem Monoid, einer Gruppe, einem
Ring usw. in anderes Objekt “der gleichen Art” transferieren. Hierzu kann
man Homomorphismen (strukturerhaltende Abbildungen) benutzen. Eine
andere Frage, die hiermit in engem Zusammenhang steht, ist, wann man
zwei mathematische Strukturen als “strukturgleich” ansehen sollte.

Homomorphismen von Halbgruppen, Monoiden und Gruppen

Definition

e Seien H und H’ zwei Halbgruppen. Ein Homomorphismus von Halb-
gruppen von H nach H' ist eine Abbildung ¢ : H — H' mit p(aoyb) =
o(a) ogr p(b) fir alle a,b € H.

e Seien M und M’ Monoide mit neutralen Elementen e und €’. Ein
Homomorphismus von Monoiden von M nach M’ ist eine Abbildung
©: M — M mit p(aog b) = p(a) ogr p(b) fiir alle a,b € M und
ple) =¢.

e Seien G und G’ Gruppen. Dann sind G und G’ insbesondere Monoide,
und ein Homomorphismus von Gruppen von G nach G’ ist ein Homo-
morphismus von G nach G’ als Monoide.

Beispiel 1.48 Die Abbildung Ny — Ny, x — 2z ist ein Homomorphismus
von Monoiden von (Ny, +) nach (Np, +). Ebenso ist die “Null-Abbildung”
No — Ny, z +— 0 ein Homomorphismus von Monoiden von (Ny,+) nach
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(Np, +). Es ist auch ein Homomorphismus von Halbgruppen von (Nj, -) nach
(No, +), aber es ist kein Homomorphismus von Monoiden von (Ny,-) nach

(NOa )

Beispiel 1.49 Sei H eine Halbgruppe (resp. ein Monoid, resp. eine Gruppe)
und U C H eine Unterhalbgruppe (resp. ein Untermonoid, resp. eine Unter-
gruppe. Dann ist die Inklusion U < H ein Homomorphismus von Halbgrup-
pen (resp. von Monoiden, resp. von Gruppen).

Beispiel 1.50 Sei G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe, und sei
U C G eine Untergruppe. In Abschnitt 1.5 haben wir die Faktorgruppe G/U
eingefiihrt. Ich wiederhole, dass die Verkniipfung “+” auf G/U [a]y + [b]y =
la+b]y fiir alle a, b € G erfiillt. Damit ist die Abbildung G — G /U, a + [a]y
ein Homomorphismus von Gruppen.

Lemma 1.51 Seien M und M' Monoide und sei ¢ : M — M’ eine Ab-
bildung mit p(a oy b) = @(a) opr w(b) fir alle a,b € M so dass p(e) ein
Rechts- oder ein Links-Inverses hat. Dann ist p(e) = €', und folglich ist ¢
etn Homomorphismus von Monoiden.

Beweis. Es ist p(e) = p(e oy e) = p(e) oy p(e). Multiplikation mit einem
Rechts- bzw. Links-Inversen (von Rechts bzw. Links) liefert ¢’ = p(e). O

Da in einer Gruppe jedes Element invertierbar ist, ergibt sich:

Aussage 1.52 Seien G und G' Gruppen und sei ¢ : G — G’ mit p(a og
b) = ¢(a) ogr p(b) fir alle a,b € G (d.h. ¢ ist ein Homomorphismus von
Halbgruppen von G nach G'). Dann ist ¢ ein Homomorphismus von Gruppen.

Aussage 1.53 Seien M und M’ Monoide, o : M — M’ ein Homomorphis-
mus von Monoiden, und sei a € M invertierbar. Dann ist p(a) invertierbar,
und es ist p(a)™! = p(a™t).

Beweis Es ist ¢ = ¢(e) = p(aoy a™') = ¢(a) opr p(a™t) sowie ' = p(e)

w(a oy a) = p(a™t) oy p(a). Damit folgt die Behauptung.

oo

Aussage 1.54 Seien M und M’ Monoide, ¢ : M — M’ ein Homomor-
phismus von Monoiden. Dann ist Bild(y) ein Untermonoid von M'. Wenn
M eine Gruppe ist, dann ist auch Bild(y) eine Gruppe.

Beweis. Bild(y) ist offensichtlich abgeschlossen. Da es auch ¢’ enthiilt, ist es
ein Untermonid von M’. Die zweite Behauptung folgt aus der obigen Aussa-
ge. [
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Bemerkung Sei ¢ : M — M’ ein injektiver Homomorphismus von Mo-
noiden. Oftmals “identifiziert” man dann M mit seinem Bild in M’. Dies
bedeutet, dass man nicht zwischen a € M und «(a) € M’ unterscheidet. Ein
typisches Beispiel hierfiir ist das folgende: Im vorherigen Abschnitt haben
wir die Menge Z := (N x Ny)/. definiert; die Elemente in dieser Menge
sind per Definition die ganzen Zahlen. Wir haben einen injektiven Homo-
morphismus ¢ : Ny — Z,a + [(a,0)].. Dies ist ein Homomorphismus von
Monoiden beziiglich der Addition und der Multiplikation. Sicher macht es
Sinn, natiirliche Zahlen mit ihrem Bild (der entsprechenden ganzen Zahl) zu
identifizieren.

Man muss aber aufpassen, mittels dieser “Identifizierungen” keine unsin-
nigen “Identitéiten” abzuleiten. Ein Beispiel hierzu: Die injektive Abbildung
L: 7 — 7, x — 2x ist ein Homomorphismus von Monoiden beziiglich der
Addition. Wenn wir nun z mit «(x) “identifizieren”, “erhalten” wir z = 2z
fiir alle z € Z!

Definition Sei ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von Monoiden. Dann
ist Kern(p) :={a € M| p(a) =¢€'}.

Aussage 1.55 Kern(yp) ist ein Untermonoid von M.

Beweis. Es ist e € Kern(p), denn ¢(e) = € nach Definition. Sei a,b €
Kern(yp). Dann ist ¢(a oy b) = p(a) opr p(b) = € oy e/ =€, also aoy b €
Kern(yp). O

Aussage 1.56 Sei M eine Gruppe. Dann ist Kern(y) eine Untergruppe von
M. Die Abbildung ¢ genau dann injektiv, wenn Kern(yp) = {e}.

Beweis. Sei a € Kern(ip). Dann ist ¢(a™') = ¢(a)~! = ¢ nach Aussage 1.53.
Offensichtlich ist e € Kern(y). Wenn nun ¢ injektiv ist, gilt insbesondere
# Kern(p) = #o71({e'}) < 1, also Kern(p) = {e}.
Sei andererseits Kern(p) = {e}, und seien a,b € M mit p(a) = ¢(b).
Dann ist also ¢(a opr b71) = @(a) opr (b)) = p(a) oy p(b)™! = ¢, also
a oy b~' € Kern(p) und somit a oy, b~! = e. Damit ist a = b. O

Homomorphismen kann man verkniipfen, und man erhélt wieder einen
Homomorphismus:

Aussage 1.57 Seien A, A’; A” Halbgruppen (resp. Monoide), und seien ¢ :
A — A und ¢ : AY — A" Homomorphismen von Halbgruppen (resp.
Monoiden). Dann ist pop : A — A” ein Homomorphismus von Halbgruppen
(resp. Monoiden).
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Beweis. Seien a, B € A beliebig. Dann ist (1) o p)(a 04 b) = ¥(p(aoa b)) =
U(pla) on @(b)) = ¥(p(a)) oar P(p(b)) = (¢ o p)(a) oar (¥ 0 ©)(b).
Wenn es sich um Monoide handelt, gilt zusatzlich (o p)(e) = ¥(p(e)) =

Y(e') = e€”, wobei e, ¢ und €’ jeweils die neutralen Elemente in A, A’ und A”
sind. H|

Bemerkung Diese Aussage gilt selbstverstédndlich auch fiir Gruppen. Denn
Homomorphismen von Gruppen sind ja per Definition Homomorphismen von
Monoiden.

Homomorphismen von Ringen und Koérpern

Definition

e Seien R und R’ Ringe. Ein Homomorphismus von Ringen von R nach
R’ ist eine Abbildung ¢ : R — R’ mit ¢(a +rb) = ¢(a) +r ¢(b) und
o(a-gb) = p(a) g ¢(b) fiir alle a,b € R sowie ¢(1g) = 1g.

e Seien K und K’ Korper. Dann sind K und K’ insbesondere Ringe. Ein
Homomorphismus von Korpern von K nach K’ ist ein Homomorphis-
mus von Ringen von K nach K.

Bemerkung FEin Homomorphismus von Ringen von R nach R’ ist also eine
Abbildung R — R’, welche ein Homomorphismus der abelschen Gruppe
(R, +) sowie des Monoids (R, -) ist.

Beispiel 1.58 Analog zu Beispiel 1.49 gilt: Sei R ein Ring und U C R ein
Unterring. Dann ist die Inklusion U < R ein Homomorphismus von Ringen.

Beispiel 1.59 Sei R ein kommutativer Ring, und sei I C R ein Ideal. In
Abschnitt 1.6 haben wir den Faktorring R/I eingefithrt. Nun ist R — R/I
ein Homomorphismus von Ringen. Beachten Sie, dass dies analog zu Beispiel
1.50 ist.

Wiederum gilt:
Aussage 1.60 Seien A, A’, A” Ringe (resp. Korper), und seien ¢ : A — A’

und ¢ : A — A" Homomorphismen von Ringen (resp. Korpern). Dann ist
oyp: A— A" ein Homomorphismus von Ringen (resp. Korpern).

Der Beweis ist analog zum Beweis von Aussage 1.57.
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Definition Sei ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen. Dann ist
Kern(p) :={r € R| o(r) = O0r }.

Aussage 1.61 Sei ¢ : R — R' ein Homomorphismus von kommutativen
Ringen. Dann ist Kern(y) ist ein Ideal von R.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass Kern(y) eine Untergruppe von (R, +)
ist. Sei also a € Kern(y) und r» € R. Dann ist ¢(r g a) = o(r) ‘- p(a) =
o(r) - 0r = Ogr, also 7 -g a € Kern(yp). d

Isomorphismen, Endomorphismen und Automorphismen

Definition Sei ¢ : A — A’ ein Homomorphismus von Halbgruppen (re-
sp. Monoiden, resp. Gruppen, resp. Ringen, resp. Korpern). Dann heifit ¢
Isomorphismus wenn es einen Homomorphismus ¢ : A — A mit ¢ o ¢ =
ida, ¢ 09 = ida von Halbgruppen (resp. Monoiden, resp. Gruppen, resp.
Ringen, resp. Korpern) gibt. Wenn es einen Isomorphismus A — A’ von
Halbgruppen (resp. Monoiden, resp. Gruppen, resp. Ringen. resp. Koérpern)
gibt, heiflen A und A’ isomorph (als Halbgruppen (resp. Monoide, resp. Grup-
pen, resp. Ringe, resp. Korper)).

Aussage 1.62 FEin Homomorphismus (von Halbgruppen, Monoiden, Grup-
pen, Ringen oder Kirpern) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er bi-
jektiv ist.

Beweis. Ein Isomorphismus ist offensichtlich bijektiv (es gibt eine Umkehr-
abbildung). Sei andererseits ¢ : A — A’ ein bijektiver Homomorphismus,
und sei ¢! : A’ — A die Umkehrabbildung. Zu zeigen ist nun, dass ¢—*
auch ein Homomorphismus ist.

Wir betrachten zuerst den Fall von Halbgruppen. Seien o', € A’ mit
a' = ¢(a),b' = p(b). Dannist ™ (a'ox ') = ¢~ (p(a)oa p(b)) = v~ (p(aca
b)) =aosb=p a')os p V), was zu zeigen war.

Sei nun ¢ ein Homomorphismus von Monoiden. Dann ist ¢! ein Homo-
morphismus von Halbgruppen, und es gilt p=!(e’) = o' (p(e)) = e, d.h. ¢~
ist ein Homomorphismus von Monoiden.

Fiir Homomorphismen von Gruppen ist nun nichts mehr zu zeigen, und
die Aussagen fiir Ringe und Korper folgen sofort aus den obigen Argumenten
(angewandt auf Addition und Multiplikation). d

Definition Ein Homomorphismus A — A heif3t Endomorphismus von A;
die Menge der Endomorphismen von A wird mit End(A) bezeichnet. Ein En-
domorphismus, der zusétzlich ein Isomorphismus ist, heifit Automorphismus;
die Menge der Automorphismen von A wird mit Aut(A) bezeichnet.
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Bemerkung Wenn A ein Monoid ist, ist A auch eine Halbgruppe. Nun
ist nicht notwendigerweise jeder Endomorphismus von A als Halbgruppe ein
Endomorphismus von A als Monoid. (Beispiel: Die Nullabbildung auf (Ny, -).)
Insbesondere sollte man also aufpassen, wenn man die Notation End(A) be-
nutzt und explizit angeben, ob man A als Monoid oder als Halbgruppe “be-
trachtet”.

Ein dhnliches Problem tritt bei Ringen auf: Wenn man die Multiplikation
“vergifit”, “wird” jeder Ring eine abelsche Gruppe. Wenn R ein Ring ist, ist
aber nicht notwendigerweise jeder Homomorphismus der abelsche Gruppe
(R,+) auch ein Endomorphismus von R als Ring.

Aussage 1.63 Sei A eine Halbgruppe, ein Monoid, eine Gruppe, ein Ring
oder ein Kérper. Dann ist End(A) beziglich der normalen Verknipfung von
Abbildungen ein Monoid, und Aut(A) ist die Gruppe der invertierbaren Ele-
mente in End(A) (siehe Beispiel 1.536).

Bemerkung Beachten Sie, dass diese Aussage analog zu den Aussagen,
dass Abb(X, X) ein Monoid und Perm(X) eine Gruppe ist, ist (siehe Bei-
spiel 1.38).

Seien G und G’ (additiv geschriebene) abelsche Gruppen. In Abschnitt 1.5
(Unterabschnitt tiber Produkte) haben wir eine Verkniipfung auf Abb(G, G”)
definiert. Da G’ eine abelsche Gruppe ist, ist Abb(G,G’) mit dieser Ver-
kniipfung auch eine abelsche Gruppe. Ich wiederhole, dass die Verkniipfung
wie folgt definiert ist: Fiir ¢, 9 € Abb(G,G’) ist ¢ + ¢ : G — G’ durch

(o +¢)(a) = p(a) + ¥(a)

definiert. (Diese Definition ist identisch zu der in Abschnitt 1.5, nur die No-
tation ist anders). Beachten Sie, dass wir bisher nur die Gruppenstruktur
von G’ und nicht die von G ausgenutzt haben.

Sei Hom(G, G') die Menge der Homomorphismen von G nach G'. Dies ist
eine Teilmenge von Abb(G, G’) und sogar eine Untergruppe (nachrechnen!).
Damit ist Hom(G, G”) also auch eine abelsche Gruppe.

Insbesondere ist also End(G) eine abelsche Gruppe mittels der soeben
definierten Addition von Homomorphismen. Wir wissen auch schon, dass
End(G) ein Monoid beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen ist. Aufer-
dem gelten die Distributivgesetze (fiir ¢, x, 9 € End(G))

po(x+v)=pox+poy (x+¥)op=xop+ioyp.

(Nachrechnen!) Damit ist (End(G),+,0) ein Ring, genannt der Endomor-
phismenring von GG. Beachten Sie, dass dieser Ring nicht notwendigerweise
kommutativ ist.
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Strukturtransport

Sei nun A eine Halbgruppe, sei X eine Menge, und sei f : A — X eine
bijektive Abbildung. Wir definieren wie folgt auf X eine Verkniipfung *: Fiir
x,y € X definieren wir

vy = f(f7 (@) o [T (y).

Damit gilt fiir alle a,b € A:

fla) = f(b) = f(F7(f(a)) o fTH(() = flaob). (1.4)

Man sieht leicht, dass die Verkniipfung * auf X assoziativ ist (nachrechnen!),
d.h. X ist mit * eine Halbgruppe. Aus (1.4) folgt nun, dass f ein Homomor-
phismus ist. Da f auch bijektiv ist, ist f somit ein Isomorphismus, und A
und (X, %) sind isomorph als Halbgruppen.

Man sieht nun leicht: Wenn A ein Monoid ist, dann ist auch (X, *) ein
Monoid (mit neutralem Element f(e)), und wenn A eine Gruppe ist, so auch
(X, %).

Analoge Aussagen gelten, wenn A ein Ring oder ein Korper ist.

Die soeben angewandte Methode, eine Verkniipfung auf X zu definieren
und f zu einem Isomorphismus zu machen, nennt man Strukturtransport.

Beispiel 1.64 Sei n > 1. Die Zahlen 0,1,...,n — 1 bilden ein Représen-
tantensystem beziiglich der Aquivalenzrelation “Kongruenz modulo n”. Wir
erhalten somit mittels “Strukturtransport” zwei Verkniipfungen “4,” und
“©p” auf {0,1,...,n} so dass fir alle a,b € {0,1,...,n— 1} gilt: [a ®,, b],, =
la, + [b], = [a + 0], und [a ®, b],, = [al, - [b], = [a - b],. Da Z/nZ ein Ring
ist, ist somit ({0,1,...,n — 1}, ®,,®,) auch ein Ring.

Wahrscheinlich kennen Sie die Verkniipfungen “@,” und “®,” aus der
Schule: Sie beschreiben die Arithmetik “modulo n”: a @,, b ist der Rest von
a + b bei der Division mit n, analog ist a ®, b der Rest von a - b bei der
Division mit n.

Sei fur eine natiirliche Zahl n > 1 und a € Z mod(a, n) die kleinste Zahl
in Ny, die kongruent zu a modulo n ist. Dann ist fiir « € Z mod(a,n) der
Repréisentant von [a], in 0,1,...,n — 1. Es ist also a @&, b = mod(a + b, n)
und a ®, b = mod(a - b, n).

Kategorien (Diskussion)

Oben haben wir zu einer Vielzahl verschiedener mathematischer Objekte ent-
sprechende Homomorphismen zugeordnet. Dabei fillt auf, dass es in diesem
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Kontext einige Aussagen gibt, die gelten egal ob man nun von Homomor-
phismen von Halbgruppen, Monoiden, Gruppen, Ringen oder Korpern redet.
Eine Beispiel hierfiir sind Aussageen 1.57 und 1.60. Diese kann man wie folgt
knapp zusammenfassen:

Seien A, A'; A" “Objekte von gleichem Typ”, und seien o : A — A’ und
A" — A" Homomorphismen dieser Objekte. Dann ist auch pop : A — A”
ein. Homomorphismus dieser Objekte.

Dies ist natiirlich keine mathematisch rigorose Aussage, da nicht klar ist,
was “Objekte von gleichem Typ” und “Homomorphismen dieser Objekte”
sein sollen.

Dies kann man jedoch préazise machen, indem man den Begriff einer Ka-
tegorie einfithrt. Der Begriff der Kategorie ist ziemlich abstrakt, ich versuche
eine intuitive Anndherung zu geben.

Betrachten Sie als Beispiel alle Mengen zusammen mit allen Abbildungen.
Wie wir zu Beginn gesehen haben, macht es keinen Sinn, von der Menge aller
Menge zu reden. Um trotzdem alle Mengen zusammenfassen zu konnen, fiithrt
man den Begriff einer Klasse ein und spricht z.B. von der Klasse aller Menge.
Die Elemente der Klasse (in diesem Fall die Mengen) heiflen nun Objekte.

Eine Kategorie besteht nun aus einer Klasse zusammen mit Folgendem:
Zu je zwei Objekten A, A’ der Klasse gibt es eine Menge Mor(A, A’) von so-
genannten Morphismen. Diese Morphismen schreibt man suggestiv wie Ab-
bildungen (d.h. wenn ¢ € Mor(A, A"), dann schreibt man ¢ : A — A’),
obwohl es nicht notwendigerweise Abbildungen sein miissen.

Dabei sollen gewisse Eigenschaften gelten, die fiir Abbildungen offensicht-
lich sind. Z.B. soll man Morphismen “hintereinanderschalten” kénnen.

Wir haben nun schon einige Kategorien gesehen, ndmlich die Katego-
rien der Mengen, der Halbgruppen, der Monoide, der Gruppen, der Ringe
und der Korper. Im Fall der Mengen sind die Morphismen per Definition
die Abbildungen, und ansonsten sind die Morphismen die oben definierten
Homomorphismen. Auflerdem macht es noch Sinn, von den Kategorien der
abelschen Halbgruppen, der abelschen Monoide, der abelschen Gruppen und
der kommutativen Ringe zu sprechen.

1.9 Der Euklidische Algorithmus und Modu-
loarithmetik

Der groflite gemeinsame Teiler

Notation Seien a,b € Z. Wir schreiben alb, wenn a die Zahl b teilt, d.h.
wenn es eine ganze Zahl ¢ mit b = ac gibt. Wenn dies nicht der Fall ist,



1.9. DER EUKL. ALGORITHMUS UND MODULOARITHMETIK 49

schreiben wir a t b.

Bemerkungen

e Die Relation “teilt” ist offensichtlich reflexiv und transitiv. Auf Zahlen
in Ny eingeschrénkt ist sie auch antisymmetrisch und somit eine Ord-
nungsrelation. Fiir ganze Zahlen ist sie aber nicht antisymmetrisch und
somit keine Ordnungsrelation (wenn a|b und bla, dann ist a = +b, und
beide Vorzeichen sind moglich).

e Seien a,b € Z, und seien (a) = {za|z € Z} und (b) = {2b|z € Z} die

von a bzw. b erzeugten Ideale. Dann gilt

alb <— b€ (a) «— (b) C (a) .

Definition Seien aq,as,...,a; ganze Zahlen, die nicht alle = 0 sind. Die
grofite natiirliche Zahl g mit glag, glas, . . ., glay heifit der grofite gemeinsame
Teiler von ay, ..., ax, Bezeichung: ggT(ay,. .., ax).

Satz 1.1 Seien ay,aq,...,ax € Z, nicht alle = 0, und sei b € Z mit blay, . . .,
blag. Dann gilt bl ggT(aq,. .., ax).

Der Beweis dieses Satzes ist recht einfach, wenn man die eindeutige Prim-
faktorzerlegung von natiirlichen Zahlen voraussetzt.

Ich gebe nun einen Beweis, der auf dem Studium von Idealen in Z be-
ruht. Dabei werden noch einige andere interessante Ergebnisse abfallen. Mit
Methoden wie den folgenden kann man iibrigens auch die eindeutige Prim-
faktorzerlegung beweisen.

Lemma 1.65 Sei I ein Ideal von Z. Dann gibt es ein (eindeutig bestimmtes)
n € Ny mit I = (n).

Beweis. Falls I = {0} ist, ist die Behauptung offensichtlich richtig. Sei also
I # {0}. Dann enthélt I natiirliche Zahlen (wenn z € I, dann ist auch
—z € I). Sei n die kleinste natiirliche Zahl in I. Ich behaupte, dass I = (n).

Denn: Sei z € I. Dann gibt es ein r € {0,...,n — 1} und ein p € Z mit
z=pn+r. Dapn € I, ist auch r = z — pn € I. Da n (per Definition) die
kleinste natiirliche Zahl in [ ist, ist r = 0. Damit ist also z = pn € (n).

Die Zahl n € Ny ist offensichtlich eindeutig bestimmt: Wenn I = (n) und
I = (m) mit n, m € Ny, dann ist n|m und m|n, also n = m. O

Lemma 1.66 Seien aq,...,ax € Z, nicht alle =0, und sei n € N mat

(ay,...,a;) = (n) .
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Dann gilt n|a; fir allei=1,... k.
Fiir b € Nog mit bla; fir allei=1,...,k gilt b|n.
Insbesondere ist n = ggT(ay, ..., ar), und der obige Satz ist richtig.

Beweis. Da a; € (n), gilt nla;.

Sei nun b € Ny mit bla; fiir alle i = 1,..., k. Dann gilt also a; € (b) fur
alle . Daraus folgt (ay,...,ar) C (b) (weil (ay,...,ar) das kleinste Ideal ist,
das alle a; enthilt). Es gilt also (n) C (b), also b|n.

Wir haben gerade gesehen, dass gilt: Fiir alle b € Ny mit bla; fir i =

1,...,k gilt bjn, und also insbesondere auch b < n. Damit erfiillt n die
Definition des ggT von ay, ..., ax, und es gilt n = ggT(ay, ..., ax). O
Eine Umformulierung des obigen Lemmas ist: Seien ay, ..., a; € Z. Dann

ist ggT(ayq,...,a;) die eindeutig bestimmte Zahl in Ny mit
(ala"'7ak> = (ggT(ala"'aak)) : (15)
Aus diesem Grund schreibt man auch oft (ai,...,a;) anstelle von

ggT(ay,...,a;). Beachten Sie, dass es aufgrund von (1.5) ganze Zahlen
21y ..., 2 Mit
geT(ay, ... ar) = z1a1 + -+ + zgag (1.6)

gibt.

Beachten Sie, dass so eine Darstellung des ggT nicht eindeutig ist. Ich
verdeutliche dies am Beispiel von zwei ganzen Zahlen a,b. Sei ggT(a,b) =
xa + yb. Dann ist z.B. auch ggT(a,b) = (x + b)a + (y — a)b.

Bemerkung Fiir alle zy,..., 2, € Z, nicht alle = 0, gilt ggT(ay,...,ax)|
z1a1 + - - - + 2pag, wie man leicht sieht. Insbesondere gilt also: Wenn es ganze
Zahlen zy, ...,z mit zyaq +- - -+ zgag = 1 gibt, dann ist ggT(ay,...,a;) = 1.

Wie Sie wissen, ist eine Primzahl der Definition eine natiirliche Zahl > 1,
die nur unter den natiirlichen Zahlen nur von sich selbst und 1 geteilt wird.
Als eine Anwendung der Darstellung (1.6) erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 1.2 Sei p eine Primzahl. Dann gilt:
Va,b € N : plab — pla V p|b .

Beweis. Seien a,b € N. Wir zeigen: Wenn p sowohl a also auch b nicht teilt,
dann teilt p auch ab nicht.

Es gelte also p 1 a und p 1 b. Dann ist also ggT(a,p) = 1 und ggT(b,p) = 1.
Damit gibt es w, z,y, 2 € Z mit wa + xp = 1 und yb + zp = 1. Es folgt:

1 = (wa+ xp) - (yb+ zp) = wy - ab+ (waz + xyb+ x2zp) - p .
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Damit ist ggT(ab, p) = 1 nach der obigen Bemerkung. Insbesondere ist also
p kein Teiler von ab. U

Aussage 1.67 Sei n > 1 eine natiirliche Zahl, und sei a € 7Z. Dann ist
lal, € Z/nZ genau dann invertierbar, wenn ggT(a,n) = 1.

Beweis. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

- [a],, ist invertierbar.

- Es gibt ein x € Z so dass [a],, - [z], = [1]n.

- Es gibt ein z € Z so dass ax =1 mod n.

- Es gibt x,y € Z so dass ax +ny = 1.

- ggT(a,n) =1. O

Insbesondere gilt:

Aussage 1.68 Sei p eine Primzahl. Dann ist Z/pZ ein Korper.
Notation Der Korper Z/pZ wird auch mit F,, bezeichnet.

Der Euklidische Algorithmus

Der Fuklidische Algorithmus ist ein Algorithmus, um den ggT zweier ganzer
Zahlen explizit auszurechnen. Man kann dann auch leicht eine Darstellung
der Form (1.6) zu finden. Ausgangspunkt ist die folgende Beobachtung:

Wir wollen den ggT von a,b € Z berechnen. Offensichtlich kénnen wir
uns auf a,b € Ny und a > b beschrianken. Es gibt nun eindeutig bestimmte
Zahlen p; € Ny und 1 € {0,...,b— 1} mit

a=pb+r.
(Teilen mit Rest). Nun gilt

geT(a,b) = ggT(ry,0) . (1.7)

Ich gebe zwei Beweise dieser Aussage an:

1. Beweis. Es gilt ggT(a,b)|a,b und somit gilt auch ggT(a,b)|r; (das ist
leicht). Damit gilt nach der Definition von ggT(rq,b): ggT(a,b) < ggT(rq,b).
Analog sieht man, dass umgekehrt ggT(r,b) < ggT(a,b). Damit sind beide
ggT’s gleich.

2. Beweis Die beiden Ideale (a,b) und (b, 1) sind gleich. Damit folgt die
Aussage iiber den ggT nach Lemma 1.66. O
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Wenn nun r; = 0 ist, dann gilt bla, d.h. ggT(a,b) = b. Wenn anderseits
r1 # 0, dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen py € Nound ry € {,...,r; —
1} mit

b= b1 + 7 )
und wiederum ist

ggT(b, 7’1) = ggT(T%?‘l) ]

Wenn man so fortfahrt, erhélt man

a = pib+nr
b= pari+r
L = par2t73
Ti = Ditalit1 + Tig2
mit r;19 € {0,...,7,41 — 1}. Diese Prozedur terminiert immer (da die Reste

immer kleiner werden). Sagen wir, dass 7, = 0 (und 7,1 # 0). Also:

a = pib+nr

b = por1+ 712

(] = p3ro+73

Tk—3 = DPg-1Tk—2 + Tk—1

Th—2 = DPiTk—1+0

Dann gilt pgry—1 = rr_o, und es ist ggT(a,b) = ggT(b,r1) = ggT(r1,m) =
o= geT(re—g, rh1) = i1

Wir kommen nun zur Berechnung einer Darstellung des ggT in der Form
(1.6). Die Idee ist, von “unten nach oben” zuriickzurechnen.

Wir haben ggT(a,b) = rp_1 = rg_3 — prk—17k—2. Nun substituieren wir
rr_o mittels der Zeile “dariiber”. Wir erhalten eine Darstellung der Form
geT(a,b) = xp_4rg_s+Yr_arr_s mit gewissen ganzen Zahlen xy_4, yp_4. Wenn
wir so fortfahren, erhalten wir Darstellungen

geT(a,b) = zyr; + yirina
mit gewissen x;,y; € Z fiir alle ¢ > 1. Ausgehend von

ggT(a,b) = x1r1 + y1r2
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liefert eine Substitution von ry mittels der zweiten Zeile eine Darstellung
geT(a,b) = zob + yor1 ,
und eine weitere Substitution mittels der ersten Zeile liefert eine Darstellung
ggT(a,b) =za+yb,

wie gewiinscht.
Der gesamte soeben beschriebene Algorithmus heifit erweiterter Fuklidi-
scher Algorithmus.

Der erweiterte Euklidische Algorithmus kann auch benutzt werden, um
inverse Elemente “modulo n” zu bestimmen. Die Standardaufgabe ist diese:

Geben sein > 1 und a € {1,...,n — 1}. Bestimme nun, ob [al,, invertierbar
ist, und wenn dies der Fall ist, bestimme ein z € {1,...,n—1} mit [al,,-[z], =
[1]n!

Hierzu bestimmt man mittels des Euklidischen Algorithmus zuerst ggT'(a, n).
Nach Aussage 1.68 ist [a],, genau dann invertierbar, wenn dieser ggT gleich 1
ist. Falls dies der Fall ist, bestimmt man wie oben beschrieben x,y € Z mit
za+yn = 1. Dann ist also [z],, - [a],, = [1],. Das gewiinschte z € {1,...,n—1}
ist die kleinste natiirliche Zahl kongruent zu x modulo n. (Da man nur an
mod(z, n) interessiert ist, konnen beim “Riickrechnen” alle Rechnungen “mo-
dulo n” erfolgen.)

Sei nun E(a,b) die Anzahl der Schritte, die man mit dem Euklidischen
Algorithmus bendétigt, um den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b aus-
zurechnen. D.h. es gilt (per Definition): E(a,b) = 1, falls bla und E(a,b) =
E(b,mod(a,b)) + 1, falls b 1 a.

Lemma 1.69 Fira > b gilt E(a,b) < 2|logy(a)]. In jedem Fall gilt E(a,b) <
2|log,(b)| + 1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Aussgage und fithren den Beweis per
Induktion nach a.

Beachten Sie, dass nach Vor. a > 2 ist.

Sei nun a > 2. Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir @’ < a richtig
ist (d.h. fiir alle @’ < a und alle b < o’ gilt E(a’,b) < 2[log,(a’)]). Wir zeigen
die Behauptung fiir a.

Sei a > b. Seien nun pi,r; mit @ = p;b + r; und r; < b gegeben. Wenn
ry =0, ist E(a,b) = 1, und die Behauptung ist richtig. Sei also r; # 0.

Seien nun po, 79 € Ny mit b = por;+19 und ro < 11 gegeben. Wenn r9 = 0,
ist E(a,b) = 2, und die Behauptung ist wiederum richtig. Sei also ry # 0.
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Nun ist E(a,b) = E(b,r1)+1= E(r1,r2) +2, und es ist a > b+r; > 2r1.
(Beachten Sie, dass p; > 0.) Nach LV. ist nun E(ry,re) < 2|logy(r)] <
2|log,(5)] = 2[logy(a) — 1| = 2|log,(a)] — 2. Damit ist E(a,b) < 2|logy(a)].

Die zweite Behauptung folgt nun aus der ersten Behauptung aufgrund
von E(a,b) = E(b,mod(a,b)) + 1 fiir a {b. O

Bemerkung / Frage Im obigen Induktionsbeweis scheint die Indunkti-
onsbasis “a = 2”7 zu fehlen. Der Beweis ist aber richtig, und die Beh. fiir
a = 2 ist insbesondere auch bewiesen. Warum ist das so?

Komplexitit arithmetischer Operationen

Wir kommen zur Frage, wieviel “Zeit” man (auf einem Computer) benotigt,
um elementare Rechenoperationen auszufiithren. Insbesondere geht es um die
Frage, wie schnell man “modulo n” rechnen kann.

Das Wort Zeit im vorherigen Absatz steht in Anfithrungszeichen, da es
nicht um eine konkrete Zeitangabe geht sondern darum, wieviele elementare
Operationen man auf einem idealisierten Modell eines Computers ausfiithren
miiflte.

Um diese Frage rigoros zu beantworten, miifiten wir zuerst so einen ideali-
sierten Computer formal definieren. Das wiirde uns aber zu weit weg fiihren.

Wir setzen voraus, dass unser idealisierter Computer Wérter iiber dem
Alphabet {0, 1} verarbeitet; solche Worter nennen wir Bit-Stings. (Zusétzlich
sollte man noch ein Stoppzeichen haben, das das Ende der Eingabe anzeigt.).
Wenn wir nun eine natiirliche Zahl n gebeben haben, stellen wir diese in “2-
adischer Entwicklung” dar:

n=ne2" +n2t +--- 4 nk_12k_1

mit n; € {0,1} fiir alle i = 0,...,k — 1 und ni_; = 1. Bei den folgenden Re-
chenoperationen benutzen wir dann auch “intern” die 2-adische Darstellung.

Beachten Sie, dass k = |logy(n)] +1.

Die Zahl £ ist die Lange des Bit-Strings, der die Zahl repréasentiert und
wird Bit-Ldnge genannt. Mit einem zusétzlichen Bit kann man auch ganze
Zahlen darstellen vom Absolutbetrag < 2% — 1 darstellen.

Wir legen fest:

Speicherzugriffszeiten werden bei der Laufzeitanalyse vernachldssigt.

Die Laufzeit messen wir in Bit-Operationen. Wie gesagt, gehen wir nicht
vollkommen rigoros vor. Die wesentliche Idee ist, dass es sich bei einer Bit-
Operation um eine Anwendung eines Operators —, V, A auf einzelne Bits han-
delt.
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Wir geben uns zwei natiirliche Zahlen mit hochstens k& Bit vor und wollen
diese addieren, multiplizieren sowie den Rest bei der Division bestimmen.

Nun lassen sich zwei Zahlen mit hochstens k& Bit in O(k) Bit-Operationen
addieren, wobei die hier verwendete “O-Notation” folgendes bedeutet: Kon-
stante Faktoren vernachléssigt, und die Aussagen werden nur fiir gentgend
groffe Eingabewerte getroffen. Z.B. bedeutet die soeben getéitigte Aussage:

Es gibt Konstanten C' > 0 und K > 0 so dass fiir alle k > K zwei Zahlen
mit hochstens k Bit sich mit < C' - k Bit-Operationen addieren lassen.

Die Anwendung der O-Notation ist das iibliche Vorgehen bei der Lauf-
zeitanalyse. In der impliziten Konstante C verstecken sich alle “Feinheiten”
des Rechnermodels.

Mit der “Schulbuchmethode” (Sie erinnern sich?) lassen sich zwei solche
Zahlen multiplizieren, indem man hochstens k£ Additionen von Zahlen mit
héchstens 2k Bit durchfiihrt. Dies fiihrt zu O(k?) Bit-Operationen fiir die
Multiplikation.

Seien nun m,n € Ny. Wir wollen p € Ny und r € {0,1,...,n — 1} mit

m=pn-—+r

bestimmen. Die “Schulbuchmethode” terminiert diesmal nach hochstens k
[terationen, wobei jede Iteration aus einer Subtraktion von natiirlichen Zah-
len mit héchstens &k Bit besteht. Dies fithrt wieder zu O(k?) Bit-Operationen.

Wir geben uns nun eine natiirliche Zahl n vor und wollen “modulo n”
rechnen. Gegeben sind nun a,b € {0,1,...,n — 1}, und die Aufgabe ist, die
Zahlen mod(a + b,n) = a ®, b und mod(a - b,n) = a ®, b zu bestimmen.
Auflerdem wollen wir entscheiden, ob a “modulo n” invertierbar ist und ge-
gebenenfalls ein “Inverses modulo n” bestimmen. D.h. wir wollen iiberpriifen,
ob [a], € Z/nZ invertierbar ist und gegebenfalls ein = € {1,...,n — 1} mit
[z],, - [a], = 1], (d.h. 2 ®, a = 1) bestimmen.

Die Laufzeitangaben wollen wir dabei fiir variables n angeben.

Die Laufzeit fiir die Addition ist dann, wie soeben erlautert, O(log(n)),
und die Laufzeit fiir die Multiplikation ist O(log(n)?) (zuerst multipliziert
man die Zahlen und dann bestimmt man den Rest bei der Division mit n).

Der Test, ob [a], € Z/nZ invertierbar ist, kann mit den Euklidischen
Algorithmus durchgefiihrt werden (Berechnung von ggT(a,n)). Jeder Schritt
im Euklidischen Algorithmus besteht aus einer Division mit Rest, er benotigt
also eine Laufzeit von O(log(n)?). Der Algorithmus terminiert nach O(log(n))
Schritten (siehe Lemma 1.69). Dies fiihrt zu einer Laufzeit von O(log(n)?).

Das Zuriickrechnen besteht auch aus O(log(n)?) Schritten. Es kann “mo-
dulo n” erfolgen. Damit bendtigen wir hierfiir auch nur O(log(n)?) Bit-
Operationen.
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1.10 Polynome

Sei im Folgenden R ein kommutativer Ring.

Intuitiv ist ein Polynom {iber R in der Unbestimmten X ein “formaler
Ausdruck” der Form Z?:o a; X' = agX%+ag 1 X 4a; X +ay mit a; € R.

Solche “formalen Ausdriicke” kann man dann addieren und multiplizieren,
wobei die iiblichen Rechenregeln (Assoziativitéit, Distributivitdt, Kommuta-
tivitét) gelten und X als Unbestimmte aufgefasst wird.

Beispielsweise ist (14+ X + X?)-(1-X)=1— X3

Aber inwiefern kann ein “formaler Ausdruck” der angegeben Form ein
wohldefiniertes mathematisches Objekt sein? Sicher sollte man zwischen den
mathematischen Objekten und seiner symbolischen Darstellung unterschei-
den.

Sie erinnern sich, wie wir bei den ganzen und den rationalen Zahlen vor-
gegangen sind: Wir haben nicht definiert, was eine ganze oder einer rationale
Zahl “ist”, sondern wir haben die Menge der ganzen bzw. der rationalen Zah-
len definiert, und eine ganze bzw. rationale Zahl ist dann ein Element aus
dieser Menge. So gehen wir auch hier vor.

Wir haben die folgende Wunschliste: Wir wollen einen kommutativen
Ring, genannt R[X], definieren, der ein bestimmtes Element X enthilt, so
dass

e R ein Unterring von R[X] ist

e sich jedes Element f € R[X] (f # 0) in eindeutiger Weise in der Form
f= Zj:o a; X" mit a; € R und ag # 0 schreiben 148t.

Wir wollen nun einen solchen Ring definieren.

Beachten Sie, dass die zweite Eigenschaft besagt, dass jedes Polynom
eindeutig durch das Tupel (ao,...,aq) gegeben ist. Da Polynome beliebig
lang werden konnen, liegt es nahe nicht Tupel sondern “Folgen” mit Werten
in R zu betrachten,'® allerdings mit zwei Modifikationen: Erstens sollte das
erste Folgenglied nicht a; sondern ag heiflen. Zweitens sollten wir nur solche
Folgen betrachten, fiir die es nur endlich viele Folgenglieder gibt, die # 0
sind. (Weil Polynome auch nur endliche viele Terme enthalten.)

Definition und einfache Eigenschaften

Wir beginnen mit der Menge R™°. Die Elemente hierin sind die Abbildungen
Ny — R. Diese Abbildungen schreiben wir wie bei Folgen iiblich in der

10Tn Beispiel 1.8 haben wir Folgen als Abbildungen N — R definiert. Mit einer Folge
mit Werten in einem Ring R meinen wir eine Abbildung N — R.
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Form a = (a,)nen,. Dies ist mit der “komponentenweisen Verkniipfung” eine

abelsche Gruppe (siehe den Unterabschnitt iiber Produkte in Abschnitt 1.5).
Ferner definieren wir fiir r € Rund a = (@, )nen, € BY: 70 := (r-apn)nen, -
Fiir 7, 7 € Ny definieren wir das so genannte Kronecker-Delta durch

P 1fallsi=j
W Ofallsi £

und wir definieren e; := (8;)ien, € RY°. Wir betrachten nun die folgende
Teilmenge von RMo:

P :={a = (an)nen, € R"| es gibt nur endlich viele n € Ny mit a,, # 0}

Dies ist eine Untergruppe von RY°. (Warum?) Auf dieser Gruppe P wollen
wir eine Multiplikation definieren und ein Element X € P identifizieren, so
dass P zusammen mit X die gewiinschten Eigenschaften hat.

Beachten Sie: Wenn a = (a,)neny € P, dann gibt es ein d € Ny so dass
a, = 0 fiir n > d. Mit so einem d gilt dann

d
a= Zanen . (1.8)
n=0
Dies schreiben wir auch in der Form

a= Z An€n (1.9)

n€eNyp

wobei zu beachten ist, dass in dieser Summe immer nur endlich viele Terme
# 0 sind.
Wir definieren nun eine Multiplikation auf P durch

n

(@n)nero * (bn)neny = (Z Aibn—i)neny - (1.10)

=0

Beachten Sie, dass das Ergebnis wieder in P liegt, da nur endlich viele a,
und b,, von 0 verschieden sind.
Beachten Sie weiter: Wenn wir (1.8) in (1.10) einsetzen, erhalten wir

(O anen) - (D baen) = YO aibui)en (1.11)

neNg n€ENg neNg =0

= Z Z akbg (&)W (112)

keNg £eNy
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Insbesondere ist
€k - €p = €ty (113)

fiir alle 7,7 € N, und hieraus folgt insbesondere
ey = ey

fiir alle n € N. Auflerdem sieht man, dass e ein neutrales Element beziiglich
der Multiplikation ist. Wie iiblich setzen wir also 1 = 1p := e.
Wir setzen nun X := e;. Dann ist also e,, = X™. Wenn wir dies in (1.9)
einsetzen, erhalten wir
a= Z a, X"

n€Np

fiir alle a € P.
Seien nun a,b € P. Dann ist

a-b=(> a,X")- (> a,X") =

neNp n€Ng
n
E ( E aibn_i)X" = E E akkakM
neNg =0 keNp £eNg

nach (1.11). Man sieht leicht, dass die Distributivgesetze gelten. Damit ist P
ein Ring. Aulerdem ist ¢ : R < P, r > reg ein injektiver Ringhomomorphis-
mus.

Damit ist P zusammen mit X ein Ring wie gewiinscht; wir setzen also

R[X] := P. 0

Sei nun f = f(X) = 3¢ ,a; X" € R[X] ein Polynom. Sei r € R. Dann
kénnen wir 7 in p “einsetzen” bzw. — was das selbe ist — p an r “auswerten”.

Wir erhalten ;

flr) = Zairi S

i=0
Wenn wir nun r variieren, erhalten wir eine Abbildung

d
R—>R,r'—>f(r):Zairi.

=0

Man kann zeigen, dass diese Abbildung ein Ringhomomorphismus ist (Ubungs-
aufgabe). Diese Abbildung heifit die Polynomfunktion zu R. Aus der Schule
kennen Sie die Polynomfunktionen R — R (die wahrscheinlich “Polynome”
genannt wurden).
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Wenn wir nun die Polynome variieren, erhalten wir eine Abbildung
R — Abb(R,R), f(X)— (r— f(r)).

Wenn z.B. R = R (aber auch R = Z), ist diese Abbildung injektiv, d.h. ein
Polynom ist durch die entsprechende Polynomfunktion eindeutig bestimmt
(ohne Beweis). Dies ist aber nicht immer der Fall. Sei z.B. R = Z /27 = Ty,
und sei f1(X) := 0, fo(X) := X? + X. Nun ist sowohl die Polynomfunktion
zu f1(X) als auch die Polynomfunktion zu f5(X) die Null-Abbildung, aber
es ist f1(X) # fo(X).

Begriindung: Es ist klar, dass die Polynomfunktion zu f;(X) durch r + 0
gegeben ist. Zu po(X): Der Korper Fy hat nur zwei Elemente, 0 = [0}, und
1 =[1], und es ist f5(0) =0+0=0und f(1)=1+1=0.

Sei weiterhin f(X) = 3¢ a; X’ € R[X], sei S ein kommutativer Ring,
und sei p : R — S ein Homomorphismus von Ringen und s € S. Wir
definieren f(s) :== 3., ¢(a;)s’ € S. Man kann zeigen:

Aussage 1.70 Die Abbildung ¢ : R[X] — S, : f(X) — f(s) ist ein Ho-
momorphismus von Ringen, und es ist der einzige Homomorphismus v :
R[X] — S fiir den ¢¥(X) = s gilt und das Diagramm

R[X]
TN
kommutativ ist.

(Ubungsaufgabe)

Definition Sei f(X) = Y% a; X’ mit ag # 0. Dann heiBt d der Grad von
f(X), Bezeichnung Grad(f(X)). Der Grad des Nullpolynoms wird mit —oo
definiert.

Ein Polynom f(X) = Z?:o a; X" mit ag = 1 heiit normiert.

Polynome iiber Kérpern
Sei ab nun R = K ein Korper.
Definition Seien a(X),b(X) € K[X]. Dann sagen wir, dass a(X) das Poly-

nom b(X) teilt und schreiben a(X)|b(X), wenn es ein Polynom ¢(X) € K[X]
mit b(X) = a(X) - ¢(X) gibt.



60 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Definition Ein Polynom f(X) € K[X] mit Grad(f(X)) > 1 heifit irreduzi-
bel, wenn es nicht in der Form f(X) = f1(X)- fo(X) mit f1(X), fo(X) € K[X]
und Grad(f(X)) > 1 geschrieben werden kann.

Aus der Schule kennen sie die Polynomdivision, die grée Ahnlichkeit mit
der Division mit Rest von ganzen Zahlen hat. Auf Grundlage der Polynom-
division kann man beweisen:

Aussage 1.71 Seien a(X),b(X) € K[X] zwei Polynome mit b(X) # 0.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome p(X),r(X) € K[X] mit
Grad(r(X)) < Grad(b(X)) und

a(X) =p(X) - b(X)+7r(X).

Mittels dieser Aussage kann man viele Aussagen iiber den Ring Z auf
den Ring K[X]| “iibertragen” (wobei die normierten Polynome die Rolle der
natiirlichen Zahlen und die irreduziblen Polynome die Rolle der Primzahlen
einnehmen).

Wir definieren:

Definition Seien a1(X), az(X),...,ax(X) € K[X], nicht alle = 0. Das nor-
mierte  Polynom mit maximalem Grad g¢(X) mit g¢(X)]ai(X),
g(X)|aa(X),...,9(X)|ar(X) heilt der grifite gemeinsame Teiler von
a1(X),...,ap(X), Bezeichnung: ggT(a;(X),...,ar(X)).

Analog zu den ganzen Zahlen haben wir den Satz:
Satz 1.3 Seien a1(X),a2(X),...,ax(X) € K[X], nicht alle = 0, und sei

b(X) € K[X] mit b(X)|a(X),....b(X)|ax(X). Dann gilt
b(X)| g T(n(X), . (X))

Analog zu Satz 1.1 folgt dieser Satz aus dem folgenden Lemmata:

Lemma 1.72 Sei I ein Ideal in K[X]. Dann gilt entweder I = {0} oder
es gibt ein (eindeutig bestimmtes) normiertes Polynom f(X) € K[X] mit

I'=(f(X)).
Lemma 1.73 Seienai(X),...,ax(X) € K[X], nicht alle= 0, und sei f(X) €
K[X] normiert mit

(a1(X), ... ar(X)) = (f(X)) .

Dann gilt f(X)|a;(X) fir allei=1,... k.
Fir b(X) € K[X] mit bla; fir allei=1,...,k gilt b(X)|f(X).
Insbesondere ist f(X) = ggT(a1(X),...,ar(X)), und Satz 1.3 ist richtig.
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Der Beweis dieser beiden Lemmata ist analog zum Beweis von Lemmata
1.65 und 1.66 (Ubungsaufgaben!).

Analog zur Situation in Z haben wir die folgende Umformulierung dieses
Lemmas: Seien a1(X),...,ax(X) € Z. Dann ist ggT(ai1(X),...,ax(X)) das
eindeutig bestimmte normierte Polynom mit

(a1 (X),...,a1(X)) = (ggT(a1(X),...,ax(X))) .
Insbesondere gibt es also Polynome z1(X), ..., zx(X) € K[X] mit
ggT(ay,...,ar) = 21(X)ay(X) + -+ + zp(X)ar(X) .

Sei nun f(X) = Z?:o a; X" € K[X] mit d > 1 und a4 # 0. Analog
zur Relation “mod n auf Z fiir ein n € Z betrachten wir nun die Relation
“mod f(X)” auf K[X]. D.h. fiir a(X),b(X) € K[X] soll gelten:

a(X) = b(X) mod f(X) = f(X) | (a(X) —b(X)) .
Es sei f(X)) das von f(X) erzeugte Ideal in K[X]. Dann sind quivalent:
e a(X) =b(X)
o a(X) - b(X) € (f(X))
o a(X) ~sx)) b(X)

o [a(X)](rxy = [(X)](rx)) € K[X]/(f(X))

Die Relationen “mod f(X)” und ~((x)) sind also identisch. In der letzten

Aquivalenz ist K[X]/(f(X)) der in Abschnitt 1.6 definierte Faktorring von

K[X] nach (f(X)). Man beachte insgesamt die Analogie zu Beispiel 1.47!
Wir haben den Homomorphismus von Ringen

K — K[X]/(f(X)), ¢ =[xy

der offensichlich injektiv ist. Wir “identifizieren” K mit seinem Bild, d.h. wir
schreiben ¢ statt [c](s(x)). Dann ist also [ 7, ;X ]rx)) = 2imo &l X))
(mit ¢; € K).

Beachten Sie, dass nach Lemma 1.71 die Menge der Polynome in K[X]
vom Grad < d ein Repréisentantensystem beziiglich der Relation ~y(x)) bil-
det. Mit anderen Worten: K[X]|/(f(X)) besteht genau aus den Restklassen
[a(X)](f(xy mit Grad(a(X)) < d, und alle diese Klassen sind verschieden.
Oder wiederum anders ausgedriickt:
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Lemma 1.74 Jedes Element in K[X]/f(X) ldsst sich in eindeutiger Weise
in der Form

mit ¢; € K darstellen.

Aussage 1.68 hat nun das folgende Analogon:

Aussage 1.75 Sei f(X) € K[X] mit Grad(f(X)) > 1, und sei a(X) €
K[X]. Dann ist [a(X)]x)) € K[X]/(f(X)) genau dann invertierbar, wenn

geT(a(X), f(X)) =1.

Wir erhalten den folgenden wichtigen Satz:

Satz 1.4 Sei f(X) € K[X] irreduzibel. Dann ist K[X]/(f(X)) ein Korper.

Dieser Satz hat eine ganz zentrale Bedeutung in der Algebra, und zwar
insbesondere aufgrund des Folgenden:

Sei f(X) =3¢, a; X’ € K[X] irreduzibel. Dann hat f(X) insbesondere
keine Nullstellen in K, d.h. es gibt kein o € K mit f(a) = 0 (sonst wiirde
(X — a)|f(X) gelten (Ubungsaufgabe)).

Wir wollen nun einen grofleren Korper schaffen, in dem so eine Nullstelle
« vorhanden ist. Auflerdem sollen alle Elemente des grofleren Korpers die
Form Y 7 ¢ mit e € N und ¢; € K haben.

Wir haben so einen Korper, ndmlich K[X]/(f(X))!

Sei hierzu « := [X](s(x)). Dann ist

fle) = f([(X]rxy) = Zai[X]Z&ﬂX)) =
[Z a; X]rx) = [f(X]rx) = [0lrx) = 0 € K[X]/(f(X)) .

In der Tat kann man jedes Element in K[X]/(f(X)) in eindeutiger Weise in
der Form Z?:_ol c;a' mit ¢; € K darstellen (siehe Lemma 1.74).

Es folgen einige illustrative Beispiele. Doch zunéchst:

Lemma 1.76 Sei f(X) € K[X] vom Grad 2 oder 3 (diese Voraussetzung ist
wichtig!). Dann ist f(X) genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in
K hat.

Der Beweis ist einfach (Ubungsaufgabe).
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Satz 1.5 Es gibt keine rationale Zahl o mit o = 2.

Kennen Sie einen Beweis dieser Aussage? Hier ist einer (durch Widerspruch

Nehmen wir an, es géibe so ein a. Wir schreiben a in der Form a =
mit z,n € Z, wobei ggT(z,n) = 1. Dann ist also (£)* = 2, also 2* = 2n°.
Damit gilt 2|2%. Somit gilt auch 2|z. (Dies folgt aus Satz 1.2, man kann es
aber auch “elementar” zeigen.) Wir haben also z = 2b fiir ein b € Z. Daraus
folgt 4b* = 2n?. Und hieraus folgt 20* = n?, also 2|n?. Hieraus folgt wiederum

2|n. Also sind z und n nicht teilerfremd. O

):
zZ
n
2

Beispiel 1.77 Sei f(X) := X?—2 € Q[X]. Dann hat f(X) keine Nullstellen
in Q@ nach obigem Lemma, und da es den Grad 2 hat, ist es somit irreduzibel.
Sei wie oben a := [X](s(x)). Dann ist o® —2 = 0, also &® = 2, und jedes
Element von Q[X]/(X? —2) hat eine eindeutige Darstellung der Form ¢+ da
mit ¢, d € Q.
Den Kérper Q[X]/(X? — 2) bezeichnet man mit Q[v/2], man sagt “Q
adjungiert v/2”.

Beispiel 1.78 Sei f(X) := X?+ 1 € R[X]. Dann hat f(X) wiederum keine

Nullstellen (es gibt keine reelle Zahl o mit o* = —1), ist also wiederum
irreduzibel.
Sei nun ¢ := [X](x). Dann ist i* + 1 = 0, also > = —1, und jedes

Element von R[X]/(X?+ 1) hat eine eindeutige Darstellung der Form r + is
mit 7, s € R.

Der Koérper R[X]/(X? + 1) heifit der Korper der komplexen Zahlen und
wird mit C bezeichnet. Das Element i heifit imagindre Finheit.

Sicher haben Sie von den komplexen Zahlen schon gehort, und vielleicht
kennen Sie auch den

Fundamentalsatz der Algebra Jedes nicht-konstante Polynom f(X) €
C[X] hat eine Nullstelle (in C).

Dieser Satz wurde zuerst von Carl Friedrich GauBl (1777-1855) bewiesen.
Ein Beweis dieses Satzes wiirde uns zu weit wegfithren. Wir geben noch das
folgende einfache Korollar des Fundamentalsatzes an:

Korollar 1.79 Jedes nicht-konstante Polynom f(X) € C[X] zerfdllt in Li-
nearfaktoren, d.h. es gibt aq,...,aq € C (mit d = Grad(f(X)) und c € C
mat

fX)=c- (X —aq) (X —ag) .



64 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Beispiel 1.80 Sei f(X) := X?+4+ X + 1 € Fy[X]. Wiederum ist f(X) ir-
reduzibel (warum?). Sei o := [X](f(x)). Dann kann man jedes Element in
Fy[X]/(f(X)) in eindeutiger Weise in der Form ¢ + da mit ¢, d € Fy darstel-
len.

Wir haben also einen Kérper mit 4 Elementen.

Beachten Sie, dass hingegen Z /47 kein Korper ist!

Man kann zeigen, dass fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl d
ein irreduzibles Polynom f(X) € F,[X]| vom Grad d existiert. Der Korper
F,[X]/(f(X)) hat dann p¢ Elemente.

AuBerdem kann man zeigen: Wenn K ein endlicher Korper ist (d.h. #K
ist endlich), dann ist #K eine Potenz einer Primzahl (siehe Aussage 2.50),
und wenn zwei endliche Korper gleich viele Elemente enthalten, dann sind
sie isomorph (das beweisen wir nicht).

Es gibt also zu jeder Primpotenz (=Potenz einer Primzahl) “im wesent-
lichen einen” endlichen Korper, und weitere endliche Korper gibt es nicht.
“Der” endliche Korper mit ¢ Elementen (g eine Primpotenz) wird mit F,
bezeichnet.

Die endlichen Korper, insbesondere die Korper der Form Fya, spielen in
der Informatik eine wichtige Rolle.

Auch den Euklidischen Algorithmus kann man leicht von ganzen Zah-
len auf Polynome iibertragen. Gegeben a(X),b(X) € K[X] kann man also
ggT(a(X),b(X)) sowie zwei Polynome ¢(X ), d(X) mit ¢(X)a(X)+d(X)b(X) =
ggT(a(X),b(X)) ausrechnen. Hierbei setzen wir natiirlich voraus, dass man
in K rechnen kann!

Komplexitidten

Wir iiberlegen uns nun, wie schnell man mit Polynomen rechnen kann. Da
K beliebig ist, ist es natiirlich, die Komplexitiaten (Laufzeiten) in Korper-
operationen (d.h. in der Anzahl der benétigten Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen oder Divisionen in K') anzugeben.

Gegeben seien zwei Polynome vom Grad < d. Die Komplexitédten werden
in Abhéngigkeit von d angegeben.

Nun kann man in O(d) Kérperoperationen die Polynome addieren und in
O(d?) Korperoperationen die Polynome multiplizieren. Auch die Polynomdi-
vision benétigt O(d?) Koérperoperationen.

Der Euklidische Algorithmus terminiert nach hochstens d Schritten, da
bei jedem Schritt der Grad des zweiten Polynoms abnimmt. Jeder dieser
Schritte bendtigt O(d?) Korperoperationen. Also kann man in O(d®) Korper-
operationen den gg'T' der zwei Polynome berechnen.
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Gegeben sei nun ein Polynom f(X) € K[X] vom Grad d. Wir fragen uns,
wie schnell man (in Abhéngigkeit von d) in dem Ring K[X]/(f(X)) rechnen
kann. Beachten Sie, dass diese Frage analog zur Frage ist, wie schnell man
im Ring Z/nZ rechnen kann.

Die Elemente von K[X]/(f(X)) werden hierbei durch Polynome mit Grad
< d dargestellt.

Zum Beispiel bedeutet Addition dann das Folgende: Gegeben zwei Poly-
nome a(X),b(X) € K[X] mit Grad(a(X)),Grad(b(X)) < d, bestimme das
eindeutig bestimmte Polynom ¢(X') vom Grad < d mit (a(X)+b(X)) = ¢(X)
mod f(X), d.h. f(X)|(a(X)+b(X)—c(X)). Analoges gilt fiir die Multipli-
kation.

Zur Addition in K[X]/(f(X)) werden die Polynome addiert. (Es muss
keine weitere Operation ausgefithrt werden, da a(X) + b(X) wieder Grad
< d hat.) Wir erhalten also eine Komplexitét von O(d) Korperoperationen.

Zur Multiplikation kann man so vorgehen: Es werden die beiden Polyno-
me multipliziert, und dann wird die Polynomdivision mit f(X) ausgefiihrt.
Beachten Sie, dass Grad(a(X) - b(X)) < 2d — 2 ist. Damit bendtigt man so-
wohl fiir die Multiplikation als auch fiir die anschliefenden Polynomdivision
O(d?) Korperoperationen.

Besser ist dies: Es sei a(X) = Z?;ol a;X"'. Dann wird der Reihe nach
[X]Z('f(X)) - [6(X)](f(x)) berechnet (d.h. es werden die eindeutigen Représenta-
ten mit Grad < d— 1 berechnet, wobei immer vom schon Berechneten ausge-
gangen wird), und dann wird daraus [a(X) - b(X)](s(x)) als Zf:_ol a; [X]éf(X)) :
[b(X)](s(x)) berechnet.

Analog zu Z/nZ kann man auch den Euklidischen Algorithmus verwen-
den, um zu iiberpriifen, ob Elemente in K[X|/(f(X)) invertierbar sind und
gef. das Inverse berechnen.

Hierzu sei ein a(X) € K[X] vom Grad < d gegeben. Wir wollen wissen,
ob [a(X)]rx) € K[X]/(f(X)) invertierbar ist und ggf. ein Polynom ¢(X) €
K[X] vom Grad < d mit [a(X)]sx)) - [c(X)]rx)) = [1](r(x)) berechnen.

Hierzu gehen wir wie in Z/nZ vor: Zunéchst bestimmen wir mit dem Eu-
klidischen Algorithmus den ggT von a(X) und f(X). Nun ist [a(X)]sx)) €
K[X]/(f(X)) genau dann invertierbar, wenn dieser ggT gleich 1 ist (warum?).
Dann berechnen wir mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus (das ein-
deutig bestimmte) ¢(X) so dass es ein d(X) mit ¢(X)a(X)+d(X)f(X) =1
gibt. (Dieses ¢(X) ist das gesuchte Polynom.) Wihrend dieser Rechnung stel-
len wir sicher, dass nie Polynome vom Grad > 2d vorkommen. (Dies geht,
weil wir “modulo f(X)” rechnen kénnen.) Diese Berechnungen bendtigen
dann O(d®) Kérperoperationen.

Wir {iberlegen uns nun, wie schnell man mit Polynomen iiber Fy rechnen



66 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

kann. Beachten Sie, dass ein Polynom vom Grad d {iber Fy durch einen Bit-
String der Lange d + 1 dargestellt werden kann.

Uber F, ist eine Korperoperation das Gleiche wie eine Bit-Operation.
Deshalb erhalten wir:

Gegeben zwei Polynome vom Grad < d kann man diese in einer Zeit
von O(d) addieren und in einer Zeit von O(d?) multiplizieren. Die Polynom-
division benétigt O(d?) Bit-Operationen. Der ggT kann in O(d®) Schritten
ausgerechnet werden.

Wie schon angedeutet spielen die Koérper Fya in der Informatik eine beson-
dere Rolle, und wir diskutieren deshalb, wie schnell man in diesen Koérpern
rechnen kann. Sei dazu f(X) € F5[X] irreduzibel vom Grad d. Die Aufgabe
besteht genauer darin, in Fo[X]/(f(X)) zu rechnen, wobei man mit Polyno-
men iiber Fy vom Grad < d, die die Klassen in Fo[X]/(f(X)) représentieren,
rechnet.

Nach den obigen Ergebnissen erhalten wir:

Fiir die Addition bendtigen wir O(d) Bit-Operationen. Die Multiplikation
von zwei Polynomen iiber Fy vom Grad < d kann in O(d?) Bit-Operationen
erfolgen. Mit dem Euklidischen Algorithmus kann man in O(d*) Bit-Operationen
das Inverse eines Elements ausrechnen.

Beachten Sie hier, dass wir fiir das Rechnen in Fya und F, (p eine Prim-
zahl) (bis auf Konstanten) die gleichen Laufzeiten erhalten, wenn wir die
Laufzeiten als Funktion der Bit-Lénge betrachten (vgl. Abschnitt 1.9). (Ge-
nauer gesagt: Man wir haben bis auf Konstanten die gleichen oberen Schran-
ken fiir die Laufzeiten erhalten.)



Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Lineare Gleichungssysteme und lineare
Unterraume

Wir legen im Folgenden immer einen festen Korper zugrunde, den wir mit
K bezeichnen. Die Elemente von K werden auch Skalare genannt.

Die Elemente aus K" (die “n-Tupel”) werden von nun ab als “Spalten-
vektoren” geschrieben, beispielsweise so:

Dementsprechend nennen wir die Elemente von K™ auch Vektoren.
Man definiert eine Addition von Vektoren in K™ komponentenweise:

T+ Y1
To + Y2

Tn + Yn
Auflerdem definiert man eine so genannte Skalarmultiplikation.:

axy

aro
K x K" — K", (a,z)

ax,,

67
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0
0
Definition Wir setzen 0 := _|; dies ist der Nullvektor. Auflerdem
0
setzen wir
0
0
e, =11 — 1 — te Zeile ;
0
0

dies ist der i-te Standardvektor.

Bemerkung Die Addition ist also eine Verkniipfung auf K™. Die Skalar-
multiplikation ist hingegen keine Verkniipfung auf K™. Wir wissen bereits,
dass K™ mit der Addition eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 ist
(siche Unterabschnitt iiber Produkte in Abschnitt 1.5).

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) iiber K ist ein Gleichungssystem

der Form
Xy +- ot a X, = b

a1 X1+ Fap, X, = b (2.1)

am,le + -+ am,an = bm
mit a; ; € K und den “Unbestimmten” Xi,..., X,,.
Wir wollen die Losungsmenge so eines Gleichungssystems explizit bestim-
men.
Zunichst eine Definition.

Definition Ein lineares Gleichungssystem der Form

a Xy +-t+a X, = 0

Cl2,1X‘1 + -+ a2,n¥n = 0 (2.2)

am,le + -+ am,an =0

(d.h. mit “trivialer rechter Seite”) heifit homogenes lineares Gleichungssy-
stem. Ein lineares Gleichungssystem wie (2.1) heifit auch inhomogenes linea-
res Gleichungssystem.
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Wenn man ein konkretes inhomogenes System (2.1) zugrundelegt und die
rechte Seite durch Nullen ersetzt, erhélt man das zugehdrige homogene lineare
Gleichungssystem.

Bemerkung FEin “inhomogenes System” kann auch eine “triviale rechte
Seite” haben, d.h. ein “homogenes System” ist ein Spezialfall eines inhomo-
genen Systems.

Notation Gegeben ein LGS, wird die Losungsmenge mit IL bezeichnet. Die
Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS wird mit L;, bezeichnet.

Notation Sei A C K™ eine Teilmenge und x € K". Dann definieren wir

r+A={z+talacA}.

Bemerkung Man kann (insbesondere fiir X' = R und n = 2 oder n = 3)
die Menge x + A als eine Parallelverschiebung von A interpretieren.

Aussage 2.1 Sei ein LGS (2.1) gegeben. Wir nehmen an, dass das LGS
lésbar ist und fizieren eine Losung x,. Dann gilt

Der Beweis ist einfach.

Bemerkung Eine Losung z, wie in der Aussage heifit auch “spezielle
Losung”. Man sagt: Man erhilt alle Losungen eines inhomogenen LGS, indem
man eine spezielle Losung sowie alle Losungen des zugehorigen homogenen
LGS berechnet.

Definition Ein linearer Unterraum von K™ ist eine Teilmenge U von K"
mit den folgenden Eigenschaften.

e 0cU
e Vr,ycU:z+yelU

e VxeUVae K:axeU
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Bemerkung Ein linearer Unterraum ist also insbesondere eine Untergrup-
pe von (K™, +).

Aussage 2.2 Die Liosungsmenge eines homogenen LGS ist ein linearer Un-
terraum.

Der Beweis ist wiederum einfach.

Definition Sei A eine Teilmenge von K. Dann ist A ein affiner Unterraum
von K" falls es ein z, € K™ und einen linearen Unterraum U von K" mit
A =z,+U gibt.

Lemma 2.3 Seien Zy,Y, € K™ und U,V C K" lineare Unterrdume mit

£0+U:Q0+V' DannistU:Vundgo—goéU-

Beweis. Es ist (y, —xy) +V =U.Da0 € Vist y —x, € U (und somit auch
Zo—Y, € U). Analog zeigt man, dass auch z, — y, €V.

Sei nun u € U. Dann ist z, — y,tue V. Somit ist auch u = z, —y,+
u— (zy— go) € V. Wir haben gesehen, dass U C V. Analog zeigt man, dass
vV CU. O

Definition Sei A ein affiner Raum mit A = z;, + U. Dann heiit U der zu
A gehorige lineare Unterraum. Dieser Unterraum wird mit U, bezeichnet.

Beachten Sie, dass nach dem obigen Lemma dieser lineare Unterraum nur
von A abhéngt.

Der Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen ist durch die fol-
gende Aussage gegeben.

Aussage 2.4 Wenn die Losungsmenge L eines inhomogenen LGS nicht-leer
ist, dann ist sie ein affiner Unterraum. In diesem Fuall ist die Ldsungsmen-
ge Ly, des zugehérigen homogenen LGS der zu diesem affinen Unterraum
gehorige lineare Unterraum.

Dies folgt aus Aussage 2.2 und Aussage 2.1. OJ

Definition Ein (endliches) System von Vektoren in K™ ist ein Tupel von
Vektoren in K", einschlielich des leeren Tupels.

Ich erinnere hier an die Definition von Tupel von Elementen einer Menge.
Sei X eine beliebige Menge, und sei » € N. Dann ist ein r-Tupel auf X eine
Abbildung {1,...,r} — X. In diesem Sinne definieren wir das leere Tupel
(0-Tupel) als die eindeutige Abbildung ) — X (dies wurde schon in Fuinote
7 angeschnitten).
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Ein System von Vektoren schreiben wir auch als z;,...,z, anstatt
(1,...,2,). Ich betone, dass dann r = 0 immer zugelassen ist, womit ge-
meint ist, dass keine Vektoren gegeben sind.

Wenn wir alle Elemente eines solchen Systems von Vektoren z,...,z,

(r > 1) aufaddieren, erhalten wir den Vektor Y ; , z;. Wir definieren die
Summe {iber das leere System als 0.

(Dies ist u.a. durch das Folgende gerechtfertigt: Wenn nun z,...,z, ein
System ist und x ein beliebiger Vektor ist, ist immer (auch fir r = 0)
z, + -+ 2z, + x die Summe der Vektoren des Systems z,,...,z,, .
Definition Sei U C K™ ein linearer Unterraum, und seien z,,...,z, € U
(r > 0). Dann bilden z,,...,z, eine Basis von U, wenn gilt: Fiir alle z € U
gibt es eindeutig bestimmte aq,...,a, € K mit

T=mTy + -+ 0T, .

Bemerkung Der lineare Unterraum 0 hat das leere System als Basis.
Die Standardaufgaben zu linearen Gleichungssystemen lauten nun wie
folgt:

e Gegeben ein homogenes lineares Gleichungssystem, finde eine Basis des
Losungsraums L = LLy!

e Gegeben ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, finde eine Basis
von Ly, sowie eine “spezielle Losung” x, € Ly!

Diese Aufgaben kann man mit dem Gauj-Algorithmus l6sen, den wir im
néchsten Abschnitt behandeln.

Doch zunéchst noch weitere Begriffe.

Sei im Folgenden U immer ein linearer Unterraum, und seien z, ..., 2, €
U (r>0).
Definition Die Vektoren z,...,z, bilden ein Erzeugendensystem von U,
wenn gilt: Fiir alle z € U gibt es a4, ...,a, € K sodass z = a;z, +- - - +a,z,.
Man sagt dann auch, dass U von z,,...,x, erzeugt wird.
Definition Der von z4,...,z, erzeugte lineare Unterraum ist

(xy,...,z. )k ={a1z, + - +az, |ay,...,a, € K} .1

Man schreibt auch (z,...,z,). Vorsicht: Hier besteht u.U. Verwechslungsgefahr mit
der von z4,...,z, erzeugten abelschen Untergruppe von K™ (Siehe Beispiel 1.35.)
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Bemerkung Der vom leeren System erzeuge lineare Unterraum ist {0}.

Man sieht leicht, dass dies in der Tat ein linearer Unterraum ist. Ge-
nauer ist dies der kleinste lineare Unterraum von K", der z,,...,z, enthélt.
(Vergleichen Sie dies mit Beispiel 1.35!) Offensichtlich wird er von z,...,z,
erzeugt.

Wir haben das folgende offensichtliche Lemma.

Lemma 2.5 z,,...,2
U= <£1a"'7£r>K-

. 15t genau dann ein Erzeugendensystem von U, wenn

Definition Seien z,...,z, € K", und sei x € K". Dann heifit z linear
abhédngig von x4, ...,x,, wenn es ay,...,a, € K mit

T =a1xy + -+ apT,

gibt. Wenn dies nicht der Fall ist, heift x linear unabhéngig von z,...,z,.

Bemerkung Der Nullvektor ist von jedem System linear abhéngig, auch
vom leeren System.

Lemma 2.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

e z st linear unabhdngig von x4, ...,x,.
oz ¢ (xy,...,2,.)K-
L4 <£17"'7£r>K g_ <£17'”7£r7£>K-

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich dquivalent, und die
zweite impliziert die dritte.

Es ist zu zeigen, dass die dritte Aussage die zweite impliziert bzw. dass das
Gegenteil der zweiten Aussage das Gegenteil der dritten Aussage impliziert.

Es gelte also z € (x,,...,2,)x. Dann ist (z,,...,2,)k ein linearer Un-
terraum, der z,,...,z,,z enthélt, und es ist auch der kleinste solche lineare
Unterraum. Denn: Sei V' ein weiterer Unterraum mit dieser Eigenschaft. Dann
enthélt V' auch z,...,z,, und somit enthélt V auch (z,...,z,)k.

Der kleinste lineare Unterraum, der z,,...,z,,x enthélt, ist jedoch
(xy,...,2,, ). Damit ist (x,,...,2,)x = (xy,...,Z,,T) K. O
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Definition Die Vektoren z,,...,z, heiflen linear unabhdngig, wenn keiner
der Vektoren von den anderen linear abhéingig ist, mit anderen Worten, falls
firallei = 1,...,r gilt: z; ist linear unabhéngig von z,,..., 2, 1, 2; ,...,2,.

Lemma 2.7 Seien z,,...,2, € K". Dann sind diese Vektoren genau dann
linear unabhdngig, wenn gilt:

Vai,...,a, € K taqz;+---+a,2, =0 —a1=---=a,=0.

Beweis. Wir zeigen, dass die Vektoren genau dann linear abhéingig sind, wenn
das Kriterium im Lemma nicht gilt.

Wenn die Vektoren linear abhéngig sind, ist das Kriterium im Lemma
offensichtlich falsch.

Sei nun das Kriterium im Lemma falsch. Dann gibt es a4, ..., a,, nicht
alle = 0, so dass a1z, + - - - + a,z, = 0. Sei a; # 0. Dann ist also

ay a;—1 Q41 Qy

i.:——&l—..._ &_1——£ 1—...—_£
1 a; a; ) a; 1+ a; T
d.h. z; ist linear abhéngig von den anderen Vektoren. U
Bemerkung Man sagt: “Das System z, ..., 2, ist genau dann linear un-

abhéngig, wenn sich der Nullvektor nur auf triviale Weise als Linearkombi-
nation der z; darstellen lasst.”

Bemerkung Man sollte immer versuchen, das Kriterium im obigen Lemma
anzuwenden, wenn man zeigen will, dass ein System von Vektoren linear
unabhéngig ist.

Definition

e ein maximales linear unabhdingiges System ist ein linear unabhéngiges
System so dass fiir alle Vektoren z gilt: Das System z,,...,z,,2 ist
linear abhéingig.

e ein minimales Erzeugendensystem ist ein Erzeugendensystem so dass
firalles =1,...,rgilt: z,,...,2,_y,2;,,..., 2, ist kein Erzeugenden-
system.
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Ubungsaufgabe Es gibt einen Zusammenhang zwischen den obigen Defi-
nitionen und den Begriffen “maximales Element” / “minimales Element” bei
Ordnungsrelationen. Welche Menge und welche Ordnungsrelation sollte man
betrachten, damit sich die obige Definition aus den allgemeinen Definitionen
von Ordnungsrelationen ergeben?

Aussage 2.8 SerU ein linearer Unterraum, und seien x,,...,z, € U. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) xy,...,x, ist eine Basis von U.

T

b) xy,...,x, ist ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem von U.

c) xy,...,x, ist ein maximales linear unabhdngiges System von U.

,
d) x,,...,x, ist ein minimales Erzeugendensystem von U.

Beweis. Wir zeigen, dass alle Aussagen &quivalent zur Aussage b) sind.
Zunéachst zeigen wir, dass jede der Aussagen a), c), d) (fiir sich) die Aus-
sage b) impliziert.

Es gelte a). Dann haben wir insbesondere ein Erzeugendensystem. Es ist
zu zeigen, dass das System auch linear unabhéngig ist. Seien dazu aq,--- ,a, €
K mit a4z, + ...+ a,xz, = 0. Wir haben auch 0z, +--- 4+ 0z, = 0. Hieraus
folgt a1 =0, ..., a, = 0 aufgrund der Eindeutigkeit der “Darstellung von 0”.
Damit gilt b).

Es gelte nun ¢). Dann haben wir also ein linear unabhéngiges System. Es
ist zu zeigen, dass wir auch ein Erzeugendensystem haben. Sei dazu z € U.
Dann ist nach Voraussetzung das System z,...,z,,z linear abhéngig. Es
gibt also ay,...,a,,a € K, nicht alle = 0, mit a1z, + --- + a,z, + az = 0.
Wenn nun a = 0 wire, dann wéren die Vektoren z, ..., z, linear abhingig,
was aber nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Also ist a # 0. Damit gilt
z=—%y — .- — %2y Damit gilt wiederum b).

Es gelte nun d). Dann haben wir also ein Erzeugendensystem. Es ist
zu zeigen, dass wir auch ein linear unabhéngiges System haben. Sei da-
zu i = 1,...,7. Nach Voraussetzung ist (z,,...,2;_, 2,2, )xk C U =
(1,...,2,)k (sieche auch Lemma 2.5). Damit ist nach Lemma 2.6 z; line-
ar unabhingig von den anderen Vektoren.

Es gelte nun b).

Wir zeigen zuerst a). Offensichtlich kénnen wir jeden Vektor in der gewiinsch-
ten Weise darstellen. Wir miissen die Eindeutigkeit der Darstellung zei-
gen. Sei also x € U und seien ay,...,a, € K und a},...,a. € K mit
T =z + - +az, =ajx, +---+a.z,. Dann ist

0= (0 —a)z +- + (0 —a)z, .
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Nach Voraussetzung ist nun ay —a} = --- = a,—a, =0,d.h.a; = d},...,a, =
al.
Nun zu ¢). Da z,, ..., z, ein Erzeugendensystem von U ist, ist jeder Vek-
tor in U linear abhéngig von z,...,z,. Damit gilt c).
Zud). Seii =1,...,r. Nach Voraussetzung ist z, linear unabhéngig von
Liyeo &g, Ly, &y, also gilt z; & (z4,...,2, 1, 2,,4,...,2,) k. Damit ist
insbesondere x,,...,2;, _,Z,,,,...,2, kein Erzeugendensystem von U. [

) =

2.2 Der Gauf3-Algorithmus

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie man lineare Gleichungssysteme ex-
plizit 16st.
Gegeben sei also ein lineares Gleichungssystem

a1 X1+ Fai,X, = b

ag 1 Xy + -+ ae, X, = b (2.3)

am,IXI + -+ am,an - bm

iitber dem Korper K. Die Aufgabe besteht darin, zu entscheiden, ob das
System losbar ist, und gegebenenfalls eine Losung z, (genannt “spezielle
Losung”) sowie eine Basis z4, ..., z, des zugehdrigen homogenen Systems zu
finden. Der Losungsraum des Systems ist dann der affine Raum

Lo + <£17"'7£T>K .

Wir sagen, dass zwei lineare Gleichungssysteme dquivalent sind, wenn ihre
Losungsmengen gleich sind. Der vollstandige Gaufs-Algorithmus (auch Gauf-
Jordan-Algorithmus genannt) besteht nun darin, das System solange mittels
bestimmter (einfacher) Operationen umzuformen, bis man eine “spezielle
Losung” sowie eine Basis des zugehorigen homogenen Systems ablesen kann.

Wir betrachten hierzu die folgenden drei Operationen.

(I) Multiplikation einer Gleichung mit einem Korperelement # 0.

(I) Vertauschen von zwei Gleichungen.

(III) Addition von c-mal Gleichung i zu Gleichung j (wobeii # jund ¢ € K).
Zur Verdeutlichung: Die Operationen (I) und (III) sind konkret wie folgt

gegeben:

(I) Sei ce K —{0} und i = 1,...,m. Dann wird die i-te Gleichung aus (2.3)

durch die Gleichung

CCLZ‘JXl + -+ CCLLan = Cbi



76 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

ersetzt.

(III) Sei ¢ € K (c muss nicht # 0 sein, aber wenn es 0 ist, passiert nichts),
und seien i,5 = 1,...,m mit i # j. Dann wird die j-te Gleichung aus (2.3)
durch die Gleichung

(aj1 +cai) X1+ -+ (ajn + cain) Xy = (b + cby)
ersetzt.

Lemma 2.9 Operationen (1), (II), (111) iberfihren ein lineares Gleichungs-
system in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem.

Beweis. Die Aussage ist offensichtlich fiir Operationen (I) und (II), wie be-
trachten also Operation (III).

Seien hierzu i,j = 1,...,k(i # j) und ¢ € K. Sei nun z eine Losung von
(2.3). Dann gilt insbesondere

;121 + -+ ATy = b
und
;121 + e 4 AjnTn = bj .

Hieraus folgt:
(aj,l + C(IZ’J)CL’l 4+ 4 (ajm + caiﬁn)xn = (b] + Cbz) s

und somit erfiillt  auch das umgeformte System.
Sei nun umgekehrt z eine Losung des umgeformten Systems. Dann gilt

insbesondere

@11+t QGpTy, = b
und

(aj,l + C(li,l)l’l 4+ 4 (aj,n + cai,n)xn = (b] + Cbz) .

Damit gilt auch

aj 1T+ -+ T, = bj .

Auflerdem erfiillt z auch die Gleichungen 1,...,7 — 1,5+ 1,...,m des ur-
spriinglichen Systems, weil diese nicht verdndert werden. 0

Definition Die Operationen (I), (II), (III) heien elementare Umformun-
gen.

Der Gauf-Algorithmus besteht nun darin, mittels der Operationen (I),
(IT), (III) ein System (2.3) in ein System in “Treppenform” umzuformen. Bei
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GauB-Jordan-Algorithmus rechnet man noch ein wenig weiter, bis man ein
System in einer bestimmten, sehr einfachen, “Treppenform” hat. Neben den
elementaren Umformungen ist es noch zweckméfig, Gleichungen der Form
0X; +---+0X, =0 (“Nullzeilen” ) wegzulassen.

Ich verdeutliche die Algorithmen an einem Beispiel.

Beispiel 2.10 Die Losungsmenge des folgenden Systems iiber QQ sei gesucht.

X1 =X +Xy  +X5 =1
-X4 +X3 —2X, —X;s =0
2X, +X3 —Xi +3X;5 =1

—2X; +3X; +X;53 —-3X, =-1

Fiir die Rechnungen ist es zweckméfig, das System in der folgenden symbo-
lischen Form hinzuschreiben.

X1 Xo X3 Xy X5

1 -1 0 1 1| 1
-1 0 1 -2 —-1] 0 (2.4)
0 2 1 -1 3| 1
—2 3 1 =3 0|-1

Die Variablen in der ersten Zeile werden wir im Folgenden auch weglassen.
Wir wenden Operation (III) an: Wir addieren die erste Zeile zur zweiten, und
wir addieren das 2-fache der ersten Zeile zur vierten. Wir erhalten:

1 -1 0 1 1|1
0 -1 1 -1 0|1
0o 21 -1 3|1
0 11 -1 2|1

Wir addieren nun 2x die zweite Zeile zur dritten Zeile sowie die zweite Zeile
zur vierten und erhalten:

1 -1 0 1 1|1
0 -1 1 -1 0|1
0 03 =3 3|3
0 02 =2 2|2

Wir multiplizieren die zweite Zeile mit —1, die dritte mit % und die vierte
mit % und erhalten:

1 -1 0 1 1] 1
0 1 -1 1 0]-1
0O 0 1 -1 1] 1
0O 0 1 -1 1] 1
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Nun steht in der vierten Zeile das Gleiche wie in der dritten, und wir kénnen
die vierte Zeile weglassen. (Mittels der elementaren Umformungen geht das
so: Wir addieren (—1)x die dritte Zeile zur vierten. Dann erhalten wir eine
“Null-Zeile”, und diese kénnen wir weglassen.) Wir erhalten:

1 -1 0 1 1| 1
0 1 -1 1 0]-1
0o o0 1 -1 1} 1

Die ist ein lineares Gleichungssystem in so genannter Treppenform oder
(Zeilen-)Stufenform (siehe unten fiir Definition).

Die Losungsmenge kann nun durch “Auflésen” bestimmt werden. Hierzu
geben wir uns einen belieben Vektor x € Q" vor und setzen A := x4, p := 5.
Dann ist  genau dann eine Losung, wenn gilt:

To=a3—y—1=A—p+1)—A—1=—pu
Ty =X —Ty—a5+1=—p—-—A—p+1=-A—2u+1.

Damit ist die Losungsmenge

—“A—2pu+1
—p
{ A—p+1 A peQ} =
A
o]
1 —1 —2
0 0 ~1
{11 +x| t|+p| -1 1Npeq}
0 1 0
0 0 1

Der soeben durchgefiihrte Algorithmus heifit Gaufs-Algorithmus.

Das “Auflseverfahren” ist jedoch recht uniibersichtlich und fehleranfallig.
Besser ist es, noch ein wenig mit elementaren Umformungen weiterzurech-
nen. Das Ziel ist, dass auf allen “Treppenstufen” eine 1 steht (das sind hier
die Elemente mit Indices (1,1), (2,2), (3,3) und das ist hier schon der Fall),
und dass iiber all diesen “Treppenstufen” nur Nullen stehen. Das bedeutet
hier, dass die Elemente mit Indices (1,2), (1,3) und (2,3) Null sein sollen.

Hierzu addieren wir zuerst die dritte Zeile zur zweiten und erhalten:

1 -1 0 1 1|1
0 10 0 1]0
0 01 -1 1|1
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Jetzt addieren wir die zweite zur ersten und erhalten:

1 0 0 1 2]1
010 010
001 —1 1|1
Dies ist ein System in so genannter reduzierter (Zeilen-)Stufenform oder re-
duzierter Treppenform (siehe unten fiir Definition).
1
0
Hieraus kann man direkt ablesen, dass | 1 | eine “spezielle Losung” ist.
0
0

Gesucht ist nunnoch eine Basis des Losungsraums des zugehorigen homoge-
nen Systems:
1
0
0

o = O
—_ o O

1 2
01
-1 1

o O O

(Die Spalte rechts des Strichs kann man nun weglassen.)

Nun gibt es einen “Ablesetrick”, der wie folgt funktioniert: Man fiigt
neue Zeilen ein, und zwar so: Die Zeilen enthalten nur Nullen und genau
eine -1. Sie werden so eingefiigt, dass man ein System mit gleich viel Spalten
wie Zeilen erhilt, das die folgenden Eigenschaften hat: Unter der Diagonalen
stehen nur Nullen und jeder Eintrag auf der Diagonalen ist entweder eine 1
oder eine -1. In unserem Fall sieht das dann so aus:

1 0 0 1 2
010 0 1
0 01 —1 1
eingefiigt - 0 0 0 —1 0
eingefigt - 0 0 0 0 -1

T

(Wenn wir die Null-Zeile nicht gestrichen héitten, wire diese nun weggefallen.)
Diejenigen Spalten, in denen eine -1 eingefiigt wurde (mit 1 gekennzeich-
net), bilden nun eine Basis von LLj,. In unserem Fall sind dies die Vektoren

1 2
0 1
-1 |, 1
—1 0
0 —1
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Somit ist die Losungsmenge des urspriinglichen Systems gleich

2
1
) 1 >Q'
0
—1

O O = O =
+
—
|
[S—

Vergleichen Sie dies mit der zuerst berechneten Darstellung der Losungsmen-
gel!
Uberlegen Sie sich auch, warum der “Ablesetrick” allgemein funktioniert!
Der gesamte Algorithmus bis zum “Ablesetrick” heifit vollstindiger Gaufs-
Algorithmus oder Gaufs-Jordan-Algorithmus.

Eine grofle Bitte. Der “Ablesetrick” (einfiigen der “—1-Zeilen”) ist eine
grundsétzlich andere Operation als die vorangegangenen elementaren Um-
formungen. Deshalb sollte man das Einfiigen auch entsprechend kenntlich
machen, z.B. in dem man schreibt “Ich wende nun den ’Ablesetrick’ an.”
und / oder indem man die eingefiigten “—1-Zeilen” mit Bleistift schreibt.

Bevor wir das Losen linearer Gleichungssysteme genauer betrachten zunéchst
eine Definition.

Definition Seien m,n € N. Eine m x n-Matriz iiber K ist eine Abbildung
{1,...,TTI,} X {1,,77,} — K, (Z,]) = Qg 5.

So eine Matrix schreibt man oft als rechteckiges Schema mit “Klammern
darum”:

11 Q2 -+ Aip
Q21 Q22 -+ Q2n
Qm,1 G292 - Amn

Eine andere iibliche Schreibweise ist ((a;;))i=1,..m.j=1,..n. Matrizen werden
meist mit groflen Buchstaben bezeichnet. Wir schreiben K™*" fiir
K{Lmpx{L..n} " die Menge der m x n-Matrizen. Andere oft benutzte Schreib-
weisen sind M,,, ,(K) oder M, (K).

Einem homogenen linearen Gleichungssystem (2.2) kann man auf offen-
sichtliche Weise die so genannte Koeffizientenmatriz A = ((a;;))i=1, mj=1,..n €
K™ ™ zuordnen. Einem beliebigen (inhomogenen) linearen Gleichungssystem
(2.3) ordnet man die so genannte erweiterte Koeffizientenmatriz zu. Diese
entsteht, indem man rechts an die Koeffizientenmatrix A des zugehorigen
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homogenen Systems den Vektor b fiir die rechte Seite “anhéingt”. Die entste-
hende m x (n + 1)-Matrix bezeichen wir mit (A|b). (Der Strich dient nur der
Abgrenzung und hat keine Bedeutung.)

Die elementaren Umformungen lassen sich nun als Operationen auf Ma-
trizen auffassen. In diesem Kontext spricht man von elementaren Zeilentrans-
formationen.

Umgekehrt kann man die Begriffe “(reduzierte) (Zeilen-)Stufenform” auch

fiir Gleichungssysteme statt Matrizen anwenden (wie im Beispiel oben gesche-
hen).

Definition Wir definieren die folgende Multiplikation von m x n-Matrizen
iiber K mit Vektoren in K™:

D i1 41,5

N 9T
K™Y K KT (A z) e 27‘1, 207

D i1 O T
Seien a4, ...,a, die Spalten von A, d.h. A= (a,,...,q;). Dann gilt also
A-z=m0+ -+ 200, .

Nun ist z € K" genau dann eine Losung des linearen Gleichungssystems
(2.1), wenn

A-z=b
gilt. Das LGS selbst kénnen wir in der Form
X1
A ):(2 =D
X,

schreiben, wobei wie oben die X; die Unbestimmten sind.

Definition Eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform bzw. in Treppenform ist
eine Matrix der Gestalt

* O +++ O

o O
¥ O O
o O O
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wobei die mit * bezeichneten Eintrége alle # 0 sind, die mit o bezeichneten
Eintréige beliebig sind, und die Eintrdge ohne Bezeichnung (d.h. die Eintrige
unter der “Treppe” 0 sind.

Mit anderen Worten: So eine Matrix hat eine “Treppe”, wobei jede Trep-
penstufe ein Eintrag # 0 ist. Jede Treppenstufe hat Hohe 1, und neben jeder
Stufe diirfen beliebige Eintréage stehen. Unter der Treppe stehen nur Nullen.

Beachten Sie, dass links 0-Spalten und unten 0-Zeilen stehen diirfen (aber
nicht miissen) (diese Spalten bzw. Zeilen sind durch den freien Platz links
und unten angedeutet.)

Definition Eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform bzw. in redu-
zierter Treppenform ist eine Matrix der Gestalt

1 o -+ o0 o -+ o
1 o --- o

0
0
1

O O O
[a)

wobei die o’s wieder beliebige Eintréige repréisentieren und unter der “Treppe”
wiederum nur Nullen stehen. Mit anderen Worten: Eine Matrix in reduzierter
(Zeilen-)Stufenform ist eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform so dass
- die “Treppenstufen” alle gleich 1 sind,
- iiber den “Treppenstufen” nur Nullen stehen.

(Diese Bedingungen beziehen sich wirklich nur auf die Stufen, nicht auf
die Elemente, die rechts daneben stehen!)

Definition Die n x n Einheitsmatriz ist die Matrix
I=1,= . = (&1] - len)

wobei “wie immer” die nicht gekennzeichneten Eintrdge gleich Null sind.
Beachten Sie, dass dies ein Spezialfall einer Matrix in reduzierter (Zeilen-)
Stufenform ist.
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Bemerkung Mittels des “Kronecker-Deltas” (siehe 1.10) kann man auch
I, = ((51',3‘))1',]':1 77777 » schreiben.

Ich beschreibe nun den Gauf-Algorithmus fiir Matrizen zur Transforma-
tion in eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform. Ich wihle eine rekursive Beschrei-
bung. Man wiirde den Algorithmus allerdings eher wohl mit Schleifen imple-
mentieren. In dem folgenden Algorithmus wird die Matrix ohne Kopien anzu-
fertigen fortlaufend transformiert. (D.h. bei den rekursiven Aufrufen werden
keine Kopien der Matrix (oder Teile der Matrix) angefertigt.)

Der Gauf3-Algorithmus

Eingabe. Eine Matrix A € K™*".
Ausgabe. Eine Matrix A, die aus A durch elementare Zeilentransformationen
hervorgeht und in (Zeilen-)Stufenform ist.

Wenn die erste Spalte eine Nullspalte ist,
wenn die Matrix mehr als eine Spalte hat,
wende den Algorithmus auf die Matrix an, die entsteht,
indem man die erste Spalte streicht.
Ansonsten
Wihle ein 7 so dass a;; # 0.
Vertausche die Zeilen i und j (Transformation (ll)).
(Fiir die Matrix gilt nun, dass a;, # 0.)
Multipliziere eventuell die erste Zeile mit einer Konstanten (z.B. mit afj)
(Transformation (1)).
Fire=2,...,m: Addiere jeweils —
(Transformation (l11)).
Wenn die Matrix mehr als eine Zeile und mehr als eine Spalte hat,
Wende den Algorithmus auf die Matrix an, die entsteht,
indem man die erste Zeile und die erste Spalte streicht.

Qi1
a1

-mal die erste Zeile zur i-ten Zeile

Wenn die erste Spalte keine Nullspalte ist, sieht die Matrix nach dem
vorletzten Schritt so aus:

* 0 o
0 o o
. (2.5)
O O +e- le)

(Mit * # 0 und o beliebig.) Im letzten Schritt wird dann der Algorithmus
mit der Matrix aufgerufen, die entsteht, wenn man in dieser Matrix die erste
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Zeile und die erste Spalte weglisst. Das Endergebnis ist das Ergebnis dieser
Berechnung zusammen mit der ersten Zeile und der ersten Spalte der Matrix

(2.5).

Sicher terminiert der Algorithmus, und der Algorithmus ist offensicht-
lich korrekt: Das Ergebnis des Algorithmus ist offensichtlich eine Matrix in
(Zeilen-)Stufenform, die aus der urspriinglichen Matrix durch elementare Zei-
lentransformationen hervorgegangen ist.

Um eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform zu erhalten, geht man
ausgehend von einer Matrix in (Zeilen-)Stufenform wie folgt vor:

Zuerst teilt man alle nicht-Nullzeilen durch ihren ersten Eintrag # 0.
Dann sind also die Eintrdge auf allen Stufen gleich 1.

Dann “rdumt” man mittels Operationen von Typ (III) die Eintrége ober-
halb der Stufen aus (man erzeugt Nullen). Dabei kann man die “Stufenspal-
ten” in beliebiger Reihenfolge behandeln.

Das Ergebnis ist eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform. Der ge-
samte soeben beschriebene Algorithmus heifit vollstindiger Gauf-Algorithmus
oder Gauf-Jordan-Algorithmus.

Sei nun das LGS

gegeben. Um die Losungsmenge zu bestimmen (genauer um eine spezielle
Losung und eine Basis des zugehorigen homogenen Systems zu bestimmen),
kann man nun wie folgt vorgehen:

- Man wendet den GauB-Algorithmus auf die Matrix (A[b) an. Sei (A|b) das
Ergebnis. Dann ist das System genau dann losbar, wenn in der letzten Spalte
keine Treppenstufe ist.

Wenn das System losbar ist,
- erzeugt man eine Matrix in reduzierter (Zeilen-)Stufenform.
- liest man die Losung mittels des “Ablesetricks” ab.

Bemerkung Oftmals wird im Gauf3-Algorithmus noch eine weitere Opera-
tion erlaubt: Man vertauscht die Spalten und merkt sich dabei, wie man die
Variablen gedndert hat. (Die Variablen sollte man dann beim Rechnen “von
Hand” iiber das System schreiben, so wie in (2.4).) Ich empfehle allerdings
dringend, diese Operation nur in Ausnahmefillen anzuwenden, da sie sehr
fehlerbehaftet ist. Dies gilt insbesondere fiir die Klausur!
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Diskussion Das Wort “Algorithmus” besagt, dass zu jedem Zeitpunkt ge-
nau festgelegt sein muss, welche Operation als néchstes ausgefithrt wird. In
dem oben beschriebenen Gauf-Algorithmus sind allerdings wesentliche Un-
bestimmtheiten vorhanden:?

- Es ist nicht festgelegt, welche Zeile man “nach oben holt”. - Es ist nicht fest-
gelegt, unter welchen Bedingungen man eine Transformation (I) durchfiithren
soll, und wenn, mit welcher Konstante.

Somit handelt es sich streng genommen nicht um einen Algorithmus sondern
eher um ein Algorithmenschema.

Man erhélt einen Algorithmus, indem man eine konkrete Regel vorgibt,
welche Zeile ausgewéhlt werden soll und nach dem Vertauschen die erste Zeile
mit af& multipliziert.

Die Auswahl so einer Zeile heifit Pivotwahl, und dasjenige Element so ei-
ner Zeile, dass fiir die Elimination benutzt wird (in der obigen Darstellung
das erste Element), wird Piviotelement genannt. Eine Moglichkeit fiir die Pi-
votwahl (in der obigen Darstellung des Gauf-Algorithmus) ist, das kleinste
¢ mit a;; # 0 zu bestimmen und dann die 1-ste und die i-te Zeile zu ver-
tauschen. (Dies bezieht sich wirklich nur auf die obige rekursive Darstellung
des Algorithmus. Natiirlich wéhlt man keine Zeile derjenigen Zeilen aus, die
man schon behandelt hat.)

Fiir Rechnungen von Hand wird man jedoch eher eine Zeile mit einem
“moglichst einfach aussehenden” ersten Eintrag nach oben holen.

Fiir Berechnungen mit FlieBkommazahlen (die reelle Zahlen darstellen)
mittels eines Computers sollte man darauf achten, dass nur moglichst klei-
ne Rundungsfehler auftreten. Hierzu ist es geschickt, ein Pivotelement mit
moglichst groflem Absolutbetrag zu wihlen. (Dies hat etwas damit zu tun,
dass man durch das Pivotelement teilen muss). Es ist also optimal, das groite
Element der gesamten (restlichen) Matrix zu wihlen und entsprechend Zei-
len und Spalten (!) umzunummerieren (nicht umzukopieren!) (kein Problem
auf dem Computer).

Komplexitit

Die Komplezitit des Gau-Jordan-Algorithmus in Kérperoperationen ist leicht
berechnet.

Sei eine m x n-Matrix iiber K gegeben.

2Immer wenn man einen Algorithmus in Pseudocode angibt, handelt man sich bestimm-
te Unbestimmtheiten ein, oder anders ausgedriickt, man 14t gewisse Freiheiten bei der
Implementierung. Somit ist die Abgrenzung, ob man nun einen Algorithmus oder nur ein
Algorihmenschema hat, etwas ungenau.
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Offensichtlich benétigen wir hochstens m — 1 Operationen vom Typ (II)
und hochstens m Operationen vom Typ (I). Wir benétigen hochstens (m —
D+m—-2)+---+3+2+1= W Operationen vom Typ (III), um
eine Matrix in (Zeilen)-Stufenform zu erzeugen. Danach benotigen wir noch
hochstens w Operationen vom Typ (IIT), um eine Matrix in reduzierter
(Zeilen-)Stufenform zu erzeugen.

Fiir jede dieser Operationen benétigen wir hochstens n Korperoperatio-
nen.

Damit erhalten wir:

Aussage 2.11 Gegeben eine m X n-Matrizx A € K™, kann man in
O(m? - n) Kérperoperationen eine reduzierte (Zeilen-)Stufenform berechnen.
Insbesondere kann man die Lésungsmenge eines lineares Gleichungssystem
mit n Unbestimmten und m Gleichungen in O(m? - n) Kérperoperationen
bestimmen.

Ich erinnere noch einmal daran, dass “Bestimmen der Losungsmenge” bedeu-
tet, eine “spezielle Losung” und eine Basis der Losungsmenge des zugehorigen
homogenen Systems anzugeben.

Bemerkung Durch die Angabe der Komplexitdt in Korperoperationen
wird wenig iiber das Problem ausgesagt, wie man nun moglichst schnell und
moglichst exakt die Losungsmenge eines Gleichungssystems iiber den reellen
Zahlen mit FlieBkommazahlen berechnet. Dieses Problem haben wir oben
kurz angedeutet. Hierzu und zu verwandten Fragen gibt es eine umfangrei-
che Theorie, die in die Numerische Mathematik fallt.

Anwendungen

Ich gebe jetzt noch Anwendungen des GauB-Algorithmus auf die Frage, ob
ein System von Vektoren linear unabhéngig bzw. ein Erzeugendensystem ist.
Es seien aq,...,a, € K" gegeben. Wir betrachten nun die n x r-Matrix
A = (a4|---|a,), die entsteht, wenn man die Vektoren a,,...a, als Spalten
einer Matrix auffasst.
Nun sind die Vektoren a,,...,a, genau dann linear unabhingig, wenn
das System

A =0 (2.6)
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ausschlieBlich die “triviale” Losung 0 (und keine weitere Losung) hat. Ob
dies der Fall ist, kann man nun mit dem Gauf-Algorithmus iiberpriifen.

Sei nun A eine Matrix in (Zeilen-)Stufenform, die aus A mittels elemen-

tarer Zeilenoperationen entsteht. Dann ist also das System (2.6) aquivalent
zum System

I
I
o

(2.7)

Dieses System hat genau dann eine “nicht-triviale” Losung (eine Losung # 0),
wenn es Spalten von A gibt, die (in A) keine “Treppenstufen” sind.

Wenn r > n + 1 ist, gibt es immer eine Spalte von A, die keine “Trep-
penstufe” ist, und folglich gibt es immer eine “nicht-triviale” Losung. Es gilt
also:

Aussage 2.12 n+1 (oder mehr) Vektoren in K™ sind immer linear abhingig.

Mit den obigen Uberlegungen kénnen wir auch auf die folgende Frage eine
algorithmische Antwort geben:

Gebeben ein System aq,...,a, € K", finde ein “Teilsystem”, das eine
Basis von (ay,...,a,)k ist!

(Ein “Teilsystem” ist wie folgt definiert. Gegeben Seien iy < i < ... < iy
fiir ein £ < r. Dann ist g; ,...,q; ein Teilsystem von g, ... ,a,.)

Hierzu definieren wir die Matrix A wie oben und berechnen mittels ele-
mentarer Zeilenumformungen eine Matrix A. Dann bilden diejenigen Spalten

aus A (1), fiir die in A eine Stufe steht, eine Basis von (a;, ..., q,) k-

(Denn: Die “Nichtstufenspalten” von A sind von den “Stufenspalten”
von A linear abhiingig. Und das gilt auch fiir A, weil die Losungsmenge eines
LGS unter elementaren Zeilentransformationen eben nicht verédndert wird.
AuBerdem sind die Stufenspalten von A linear unabhiingig, und das Gleiche
gilt dann auch fiir die Stufenspalten von A.)

Wir kommen nun zu der Frage, wie man entscheiden kann, ob die a,, ..., a,
ein Erzeugendensystem von K™ bilden. Wieder betrachten wir die Matrix A,
die definiert ist wie oben, sowie eine Matrix A in (Zeilen-)Stufenform, die aus

A durch elementare Transformationen hervorgeht.
Offensichtlich ist aq,...,a, genau dann ein Erzeugendensystem von K",
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wenn fiir alle b € K™ das LGS

A =b (2.8)

l6sbar ist. Diese Eigenschaft ist auch invariant unter elementaren Transforma-

tionen (warum?) und folglich dquivalent zu der Bedingung, dass das System

(2.7) fiir alle b € K™ losbar ist. Dies wiederum ist dazu #dquivalent, dass A

keine Nullzeile enthélt. Dies ist jedoch nur dann moglich, wenn n < r.
Damit erhalten wir:

Aussage 2.13 Jedes Erzeugendensystem von K™ besteht aus mindestens n
Vektoren.

Im Prinzip kann man mit dem Obigen auch eine algorithmische Antwort
auf die Aufgabe geben, das System a,,...,a, zu einem Erzeugendensystem
von K" zu ergénzen:

Sei k die letzte Zeile von A, die keine Nullzeile ist. Dann bilden offensicht-

lich die Spalten von A und die Vektoren €ri1r- -+ » €, €in Erzeugendensystem
von K".
Man betrachtet nun die Matrix (Alej, |- - |e,). Wenn man diese Matrix

mittels elementarer Umformungen umformt, bilden die Spalten immer noch
ein Erzeugendensystem (siehe oben).

Wenn wir nun die elementaren Umformungen von A auf A “riickgéingig”
machen (von A nach A “zuriickgehen”), und dabei die neuen Spalten auch
mit umformen, erhalten wir eine Matrix (A|N). Nach dem eben gesagten
bilden die Spalten dieser Matrix ein Erzeugendensystem von K™. Damit ist
die Aufgabe gelost.

Wir erhalten insbesondere:
Satz 2.1 Jede Basis von K™ besteht aus genau n Vektoren.
Genauer haben wir die folgenden Aquivalenzen.
® a,,...,a, ist eine Basis.
e Es gilt r = n und in jeder Spalte von A ist eine Stufe.

Sei nun A eine Matrix, die aus A durch elementare Transformationen her-
vorgeht und in reduzierter Zeilenstufenform ist. Dann haben wir die Aquiva-
lenzen:
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® a,,...,a, ist eine Basis.
o A=1,.
Bemerkung Wir sehen, dass die Matrix A eindeutig ist, wenn a,...,a,

eine Basis ist. Allgemeiner kann man zeigen, dass sich jede Matrix mittels ele-
mentarer Zeilenumformungen zu genau einer Matrix in reduzierter (Zeilen-)
Stufenform umformen lasst. Diese Matrix heifit dann auch die Zeilennormal-
form von A.

2.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition Eine lineare Abbildung von K™ nach K™ ist eine Abbildung
p: K" — K™ so dass

o Vz,y € K" :p(z+y) =¢(z) +¢y)
o Vac KVz € K": p(azx) = ap(z).

Bemerkungen

e Eine lineare Abbildung von K™ nach K™ ist also insbesondere ein Grup-
penhomomorhismus von (K", +) nach (K™, +).

e Wenn ¢ : K" — K™ und ¢ : K™ — K™ lineare Abbildungen sind,
dann ist auch ¥ o ¢ : K" — K™ eine lineare Abbildung.

e Wenn ¢ : K™ — K™ eine bijektive lineare Abbildung ist, dann ist
auch =1 : K™ —s K™ eine lineare Abbildung.3

Beispiel 2.14 Sei A € K™*". Dann ist die Abbildung
Ay: K" — K™ 2+ Az

linear.

Bemerkung Sei A = (] - |a,) € K™ und x € K™. Dann ist As(z) =
Az =377 x;a;. Insbesondere ist Bild(Aa) = (g, ., a,) k.

Wir haben somit jeder m x n-Matrix eine lineare Abbildung von K™ nach
K™ zugeordnet. Umgekehrt ordnen wir wie folgt jeder linearen Abbildung
von K" nach K™ eine Matrix in K™*" zu:

3Wir werden in Satz 2.2 sehen, dass dann auch n = m gilt.
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Definition Sei ¢ : K™ — K™ eine lineare Abbildung. Dann ist die zu ¢
assoziierte Matriz M (p) wie folgt definiert:

M(p) = (p(er)] -+ lo(e,))
Hier ist e; der j-te Standardvektor.

Aussage 2.15 Die Zuordnungen ¢ — M(p) und A — A4 definieren zuein-
ander inverse Bijektionen zwischen der Menge der linearen Abbildungen von
K™ nach K™ und der Menge der m x n-Matrizen K™*™.

Mt anderen Worten: Es gilt
Appy = und M(Ay) = A

fiir alle linearen Abbildungen ¢ : K™ — K™ und alle m x n-Matrizen A.
Beweis. Sei zunéchst A eine m x n-Matrix, und sei A = (a,|---|a,). Dann
ist M(Aa) = (Aa(e))] - [Aa(e,)) = (Aeyl - Ae,) = (] -+ la,) = A, was
7ZU Zeigen war.

Sei nun ¢ : K" — K™ eine lineare Abbildung. Zu zeigen ist, dass fiir
alle x € K™ gilt: Ay (2) = ().

Sei hierfir x € K" beliebig. Dann gilt Ay (z) = M(p) -z =
(ele)l- - lelen) -z =325 wiwle;) = (X1 wj€5) = (). m

Da lineare Abbildungen auch Gruppenhomomorhismen sind, kénnen wir

den Begriffs des Kerns auch auf lineare Abbildungen anwenden. Fiir eine
lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ haben wir also

Kern(p) = {z € K" |¢(z) =0} .
Wir definieren nun fiir jede Matrix A € K™*"
Kern(A) := Kern(A,),

d.h.
Kern(A) = {z € K" | Az =0} .

Beachten Sie, dass mit dieser Definition insbesondere gilt:

X4
Die Losungsmenge des homogenen LGS A - : = 0 ist gleich dem
X
Kern von A, also
L = Kern(A) .
Andererseits ist Bild(A4) gleich der Menge der Vektoren b, fiir die das
X1
inhomogene LGS A - : = b l6sbar ist.

X
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Matrizenaddition und -multiplikation

Wir definieren eine Addition auf der Menge der m x n-Matrizen K™*" “kom-
pontenweise” :

4o KmXnoye grmxXn Km><n7
(((@ij))i=1,..mij=1,.ns ((0ij))iz1,mj=t,m ) > ((@ij +bij))izt,..mj=1,.n

(Diese Definition ist ein Spezialfall der in 1.5, Unterabschnitt {iber Produkte,
definierten Verkniipfung.)

Mit dieser Addition bildet die Menge der m x n-Matrizen eine abelsche
Gruppe.

Beachten Sie, dass man auch die linearen Abbildungen von K™ nach K"
addieren kann (siehe wiederum den erwihnten Unterabschnitt iiber Produkte
oder die Diskussion auf Seite 46): Wenn ¢, 1 : K™ — K" lineare Abbildun-
gen sind, dann ist auch die Abbildung ¢ + ¢ : K™ — K™ (gegeben durch
z — @(x) + ¢¥(x)) linear. Auch die linearen Abbildungenvon von K™ nach
K™ bilden eine abelsche Gruppe.

Wir haben nun

M(p+1¢)=M(p)+ M) und Asrp=As+ Ap (2.9)

fiir alle linearen Abbildungen ¢, : K" — K™ und alle Matrizen A, B €
Kan‘
Mit anderen Worten: Die Zuordungen ¢ +— M(p) und A — A, sind

[somorphismen zwischen der abelschen Gruppe der linearen Abbildungen
von K" nach K™ und der abelschen Gruppe K™*".

Wir wollen nun eine Multiplikation - : K™*™ x K™*" — K™*" definie-
ren, welche der Verkniipfung linearer Abbildungen entspricht. Mit anderen
Worten: Wir wollen, dass fiir alle A € K™*" und alle B € K™*" gilt:

AA-B:AAOAB7 (210)

bzw.

A-B=M(As0Ap). (2.11)

Wir definieren die Multiplikation also mittels (2.11). Wir wollen nun wissen,
wie man explizit zwei Matrizen multipliziert. Seien dazu A € K™ " und
B e K™ mit B = (by|---]b,), und sei C := A- B mit C = (¢/]--]|¢c,) =
((¢ij))i=t,...mj=t1,..r- Dann ist

¢;=Cre;=Nc(g;) = (AaoAp)(e;) = Aa(Ap(e;)) = Aall;) = A-b; .

=J
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Eine Umformulierung hiervon ist:

n

Cij =Y aish,

(=1

Mit anderen Worten:
A“B = (Aby|--|Ab,) . (2.12)

bzw.
((aig))ig - ((0i)ig = (O aiebeg))ij -
=1

Insbesondere sieht man, dass die Multiplikation einer Matrix mit einem Spal-
tenvektor ein Spezialfall der Multiplikation zweier Matrizen ist (setze r = 1
in Formel (2.12)).

Da die Verkniipfung zweier (linearer) Abbildungen assoziativ ist, ist die
Matrizenmultiplikation auch automatisch assoziativ (warum?). Es gilt also
fir alle Ae K™ Be K™, C e K™ : A(BC) = (AB)C.

Wir wissen schon, dass fiir die Addition und Verkniipfung linearer Abbil-
dungen die Distributivgesetze gelten:

po(x+v)=pox+por

fiir alle linearen Abbildungen ¢ : K™ — K™ und y,v¢ : K" — K" sowie

(x+¥)op=xop+ioy

fiir alle linearen Abbildungen y,v : K* — K™ und ¢ : K" — K™
(Weil lineare Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind, siehe S. 46.) Die
analoge Aussage gilt nun auch fiir Matrizen:

AB+C)=AB+AC  (B+C)A=BA+CA,

wenn immer die Multiplikation definiert ist. (Dies kann man direkt nachrech-
nen oder (2.11) anwenden.)

Aussage 2.16 Die Menge der linearen Abbildungen K" — K" bildet mit
der Verkniipfung als Multiplikation einen Ring. Genauso bildet die Menge der
nxn-Matrizen K™™ mit der soeben definiertern Addition und Multiplikation
einen Ring. Die Zuordnungen ¢ — M(p) sowie A — Ay sind zueinander
tnverse Isomorphismen zwischen diesen Ringen.

Hierfiir ist schon so gut wie alles gezeigt. Es fehlt nur noch die Angabe der
neutralen Elemente beziiglich der Multiplikation. Diese sind die identische
Abbildung auf K™ sowie die Einheitsmatrix I,,.
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Bemerkungen

e Die Menge der linearen Abbildungen von K™ nach K™ ist ein Unterring
des Rings der Endomorphismen der abelschen Gruppe (K", +).

e Fiir n > 2 sind die Ringe nicht-kommutativ.

Wenn ¢ : K" — K™ eine lineare Abbildung ist und ¢ € K, dann ist
auch die Abbildung cp : K™ — K™, die per Definition durch z — cp(z)
gegeben ist, linear. Es gilt

(c)op =c(pop)=1o(cp)
fiir alle ¢ € K und alle linearen Abbildungen ¢ : K" — K™ und ¢ : K" —
K™,

In Analogie hierzu definieren wir nun noch eine Skalarmultiplikation:
K x K™ —s KM ,(C, A) — ((C . ai,j))i,j .
Damit gilt
M(cp) =cM(p) und Agqg = cAy .

AuBlerdem gilt
(cA)B = ¢(AB) = A(cB)

firce K;Ae K™ und B € K™*".

2.4 Matrizenmultiplikation und
Gauf3-Algorithmus

Mittels der Matrizenmultiplikation kann man den GauB-Algorithmus reinter-
pretieren:

Sei A € K™, Jede der drei elementaren Zeilentransformationen ange-
wandt auf A entspricht einer Multiplikation mit einer bestimmten invertier-
baren Matrix in K™ von links. Wir betrachten hierzu die drei elementaren
Zeilentransformationen.

(I) Multiplikation der i-ten Zeile mit ¢ € K*. Dies entspricht der Multiplika-
tion mit der Matrix

(QI|'”|§i71|02i|gi+1|"'|Qn)'

(IT) Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile. Sei ¢ < j. Dann entspricht
dies der Multiplikation mit der Matrix

<€1""‘§i—1|§j’Qi+1""’ﬁj—1’€i‘§j+1|"“§n)-
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(IIT) Addition von c-mal Zeile i zu Zeile j (mit ¢ # j). Dies entspricht der
Multiplikation mit der Matrix

(Ql|"'|§i71|§i+C§j|Qi+1|"'|§n)‘

Definition Die obigen Matrizen heiflen Flementarmatrizen.

Bemerkung Gegeben eine elementare Zeilentransformation, erhélt man
die entsprechende Elementarmatrix, indem man die Transformation auf die
Einheitsmatrix anwendet.

Bemerkung Beachten Sie die die unintuitive Rolle der Indices ¢ und 7 in
(IID)!

Bemerkung /Frage Die Elementarmatrizen sind invertierbar, und die in-
versen Matrizen sind auch Elementarmatrizen. Wie lauten die inversen Ma-
trizen?

Mittels des Gaufl-Algorithmus kann man eine Matrix in eine Matrix in
reduzierter (Zeilen-)stufenform transformieren. Dies kann man nun wie folgt
ausdriicken:

Aussage 2.17 Sei A € K™". Dann gibt es FElementarmatrizen
Ey,...,Ex € K™ 50 dass Ey--- E1A eine Matriz in reduzierter (Zeilen-)
stufenform ist.

So eine Matrix FEj--- F; kann man auch leicht algorithmisch ausrechnen.
Beachten Sie, dass

Ey---E((A|l,) = (B E{A| Ey, -+ Ey)

gilt.

Wir kénnen demnach so vorgehen: Wir gehen von der Matrix (A|I,,) aus
und wenden elementare Zeilentransformationen an, bis wir eine Matrix der
Form (A|M) erhalten, wobei A in reduzierter (Zeilen-)stufenform ist. Dann
ist M ein Produkt elementarer Matrizen, und es ist M A = A.

Wir kénnen nun auch die Aussage, dass elementare Operationen die
Losungsmenge eines LGS nicht dndern, neu beweisen:
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Seien A € K™*™ und b € K". Sei M € K™*™ eine Elementarmatrix oder
allgemeiner eine invertierbare Matrix. Dann ist offenbar das LGS

dquivalent zum LGS

MA - = Mb.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des ersten LGS ist (Alb), und die erwei-
terte Koeffizientenmatrix des zweiten LGS ist (M A|Mb) = M(A|b). Man
sieht, dass die Multiplikation der erweiterten Koeffizientenmatrix mit M das
erste LGS in das dquivalente zweite LGS tiberfiihrt.

Lemma 2.18 Sei A € K™*™. Dann sind die dquivalent:
o A4 ist injektiv.
e Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
X1
Xo
e Das homogene LGS A - . = 0 hat nur die “triviale Losung” 0.
Xy
Auflerdem sind dquivalent:
o A, ist surjektiv.
e Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem von K™.
X1
Xo
e Fiir allebe K™ ist das LGS A - . = b losbar.
Xn
Und es sind dquivalent:

o Ay ist bijektiv.
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e Die Spalten von A bilden eine Basis von K™.

X
X
e Firallebe K™ hat das LGS A- . = b eine eindeutige Losung.
Xy
Beweis. A4 ist genau dann injektiv, wenn Kern(A) = {0}, und das bedeutet
gerade, dass das angegebene homogene LGS nur die “triviale Losung” 0 hat.
Und dies bedeutet gerade, dass die Spalten von A linear unabhéngig sind.
(Die Null lasst sich nur auf “triviale Weise” als Linearkombination der Spal-

ten darstellen.) Die zweite Aussage folgt aus der Bemerkung zu Beispiel 2.14,
und die dritte folgt aus der ersten und zweiten. 0

Lemma 2.19 Seien W, XY, Z Mengen, sei f : X — Y eine Abbildung,
und seien g : Y — Z und h : W — X bijektive Abbildungen. Dann ist f
genau dann injektiv (resp. surjektiv, resp. bijektiv), wenn go foh: W — Z
injektiv (resp. surjektiv, resp. bijektiv) ist.

Eine Anwendung hiervon ist:

Lemma 2.20 Sei ¢ : K" — K™ linear, und seien ¢ : K™ — K™ und
X : K™ — K" bijektive lineare Abbildungen. Dann ist ¢ genau dann injektiv
(resp. surjektiv, resp. bijektiv), wenn ¥ o @ o x : K™ — K™ injektiv (resp.
surjektiv, resp. bijektiv) ist.

Wenn man dies mit Lemma 2.18 verbindet, erhédlt man:

Lemma 2.21 Sei A € K™ ", und seien M € K™*™ N € K"™*" invertier-
bar. Dann sind die Spalten von A genau dann linear unabhdngig (resp. ein
Erzeugendensystem von K™, resp. eine Basis von K™ ), wenn die Spalten
von M AN linear unabhingig (resp. ein Erzeugendensystem von K™, resp.
eine Basis von K™) sind.

Hieraus folgt insbesondere:

Aussage 2.22 Sei M € K™ invertierbar, und sei A = MA in (Zeilen-)
Stufenform. Dann gilt:

e Die Spalten von A sind genau dann linear unabhingig, wenn A nur
“Stufenspalten” hat.

e Die Spalten von A bilden genau dann ein Erzeugendensystem, wenn A
keine Nullzeilen hat.



2.4. MATRIZENMULTIPLIKATION UND GAUSS-ALGORITHMUS 97

e Die Spalten von A bilden genau dann eine Basis, wenn m = n und
jeder Eintrag auf der Diagonalen von A # 0 ist. (Wenn A in reduzierter
(Zeilen- )Stufenform ist, ist dies dquivalent zu A = I,,.)

Hieraus folgen dann nochmal Aussageen 2.12, 2.13 und Satz 2.1.
Wenn man dies nun mit Aussage 2.17 verbindet, folgt:

Satz 2.2 Sei A € K™*™. Dann sind dquivalent:

a) Die Spalten von A bilden eine Basis von K™.
b) Ay ist bijektiv.

c) Set M € K™ ™ invertierbar so dass M A in reduzierter (Zeilen-)Stufenform
ist. Dann ist MA = I,,,.

d) m=n und A € K"*" ist invertierbar.
e) Es gibt Elementarmatrizen Ey, ..., Ey so dass Ey, -+~ E1A = I,,,.
f) Es gibt Elementarmatrizen E1, ..., Ey mit A= Ej--- Ej.

Beweis. Aussagen a) und b) sind dquivalent nach Lemma 2.18. Aussagen a)
und c) sind dquivalent nach Aussage 2.22.

Wir zeigen nun, dass sowohl Aussage d) als auch Aussage e) jeweils dquia-
lent zu einer der ersten drei Aussagen sind. Danach zeigen wir, dass Aussagen
e) und f) dquivalent zueinander sind.

Wenn Aussage c) gilt, ist offensichtlich A = M ™!, also gilt Aussage d).

Offensichtlich impliziert Aussage d) Aussage b).

Es gelte nun Aussage a). Nach Aussage 2.17 gibt es Elementarmatrizen
Ey,...,Ey so dass Ej---E1A in reduzierter (Zeilen-)Stufenform ist. Dies
bedeutet nach Aussage 2.22, das Fy - -- E1 A = I,,, gilt, also Aussage e).

Es gelte nun Aussage e). Dann gilt A = E; ' E, ! Da alle E; invertier-
bar ist, ist somit auch A invertierbar, d.h. es gilt d).

Da die Inversen der Elementarmatrizen auch Elementarmatrizen sind,
impliziert e) auch f).

Nach dem selben Prinzip impliziert Aussage f) Aussage e). O

Gegeben eine Matrix A € K™ kann man das Verfahren zu Aussage
2.17 benutzen, um zu entscheiden, ob A invertierbar ist und ggf. die inverse
Matrix bereichnen:

Man formt mittels elementarer Zeilentransformationen die Matrix (A|1,,)
um, bis man eine Matrix (A|M) mit A in reduzierter Treppenform erhiilt.
Wenn nun A = I,,, ist M = A~L. Ansonsten ist A nicht invertierbar. Natiirlich
kann man den Algorithmus abbrechen, falls man wéihrend der Rechnung eine
Nullzeile erhélt. In diesem Fall ist A nicht invertierbar.
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Transponieren

Gegeben eine Matrix A € K™*" definieren wir die transponierte Matriz A
durch

ay a1,n
a'm,l Am,n
ist also
i1 - QAm
A1n ° Qmmn

Beachten Sie, dass
(A+B)!=A"+B" und (A)'=A
fir alle A, B € K™*™,
Lemma 2.23 Fir A€ K™" und B € K™ gilt
(AB)' = B'A" .

(Das Produkt auf der rechten Seite ist definiert, da Bt € K™™ und A" €
Knxm.)

Beweis. Der Eintrag an der Stelle (i, ) von (AB)" ist gleich dem Eintrag an
der Stelle (j,7) von AB, also >, ; a;¢by;.

Andererseits ist der Eintrag an der Stelle (4, ) von B'A" per Definition
gleich >~7 | beia;e.

Damit sind die beiden Eintrége gleich. 0J

Wir erhalten insbesondere:

Aussage 2.24 FEine Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn A’
invertierbar ist. In diesem Fall ist (A")™! = (A71)L

Beweis. Sei A invertierbar. Dann gilt A*(A™1)! = (A7'A)! = I! = I, und
(A7)!At = (AA™Y = It = I,. Damit gilt ist per Definition A invertierbar,
und (A1) ist das Inverse von A'.

Die Riickrichtung folgt auch, da (A")! = A ist. O
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Spaltentransformationen

Analog zu elementaren Zeilentransformationen kann man eine Matrix auch
mittels elementarer Spaltentransformationen umformen.
Diese Umformungen sind:

(I) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar # 0.
(IT) Vertauschen von zwei Spalten.
(III) Addition des c-fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte (fiir ein ¢ € K
und i # j).

Jede dieser drei Umformungen kann man erhalten, indem man die Matrix
von rechts mit einer bestimmten invertierbaren Matrix multipliziert.

Frage Welche Matrizen sind dies genau?

Es gibt einen Zusammenhang zwischen Zeilentransformationen und Spal-
tentransformationen, der sich durch das Transponieren ergibt: Anstatt eine
Spaltentransformation durchzufiihren, kann man auch die Matrix transponie-
ren, die “entsprechende” Zeilentransformation durchfithren und dann wieder
transponieren.

Beispiel 2.25 Sei A := ( le ; 2 ) Wenn wir 2-mal die erste Spalte von
. . . 1 0 3 . )
der zweiten abziehen, erhalten wir 4 -3 6 ) Wenn wir andererseits A

transponieren, dann 2-mal die erste Zeile von der zweiten abziehen und dann
wieder transponieren, erhalten wir der Reihe nach

14 14 Lo 3
2 5 0 -3 L 36 )
3 6 3 6

Beachten Sie auch: Die Spaltentransformation entspricht der Multplikation

mit der Matrix
-2 0

1
M={0 10
0 01

von rechts, die Zeilentransformation entspricht der Multpiplikation mit der

Matrix
1 00

M= -2 1 0
00 1

von links. (Man kann das Beispiel auch durch die Gleichung AM = (M*A*)!
beschreiben; diese folgt aus Lemma 2.23.)
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Analog zur Definition einer Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform de-
finiert man, was eine Matrix in (reduzierter) Spaltenstufenform ist. Wir ma-
chen es uns einfach und definieren:

Definition Eine Matrix A ist in Spaltenstufenform (resp. in reduzierter
Spaltenstufenform), wenn A’ in Zeilenstufenform (resp. in reduzierter Zeilen-
stufenform) ist.

Beachten Sie, dass die Stufen einer Matrix in Spaltenstufenform die Breite
1 haben.

Wir kommen nun zu einer Anwendung.

Seien z,...,z, € K™ Wir wollen eine Basis von (z,...,z,)x bestim-
men. Ein Verfahren hierfiir haben wir bereits in Abschnitt 2.2 kennen gelernt.
Mit dem dort beschriebenen Verfahren kann man eine Basis finden, die ein
Teilsystem von z, ..., z, ist.

Mit dem hier beschriebenen Verfahren findet man hingegen eine besonders
“schone” Basis.

Wir betrachten die Matrix (z,]---|z,). Nehmen wir an, wir haben eine
elementare Spaltentransformation durchgefithrt und haben nun die Matrix
(Z4] - -+ |Z,). Dann liegen (offensichtlich) alle Z, in (z4, ..., z,) k. Umgekert gilt
z;, € (Zy,...,2,) K, da die Transformation (mittels einer anderen elementaren
Spaltentransformation) riickgéngig gemacht werden kann. Damit gilt:

(@1, oz )k = (T, T )k (2.13)

Mit anderen Worten, der von den Spalten aufgespannte lineare Unterraum
ist invariant unter elementaren Spaltentransformationen.

Das Verfahren ist nun wie folgt: Wir transformieren die Matrix (z,|- - |z,)
mittels elementarer Spaltentransformationen in eine Matrix A in Spalten-
stufenform. Die nicht-Nullspalten von A sind dann offensichtlich linear un-
abhéngig und ein Erzeugendensystem des von den Spalten aufgespannten
Raums. Damit bilden diese eine Basis von (z4,...,2,)x.

Eine besonders “schone Basis” erhélt man, indem man bis zu einer Matrix
in reduzierter Spaltenstufenform weiterrechnet.

Bemerkung Aufgrund des Zusammenhangs zwischen Spalten- und Zei-
lentransformationen unter Transponieren kann man auch so vorgehen: Man
transponiert die Vektoren z,,...,z, und schreibt diese als Zeilen in eine
Matrix. Dann fithrt man den GaufB-Algorithmus durch (elementare Zeile-
numformungen). Man betrachtet nun die nicht-Nullzeilen. Wenn man diese
transponiert, erhélt man eine gesuchte Basis von (z4,...,2,) k.
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Bemerkung Die Invarianz (2.13) kann man mittels Matrizenmultiplikation
auch so zeigen: Wie gesagt korrespondiert jede elementare Spaltentransfor-
mation zu einer Multiplikation mit einer bestimmten invertierbaren Matrix
von rechts.

Sei A € K™ die Ausgangsmatrix und M eine beliebige invertierbare
r x r-Matrix. Dann ist

Bild(An) = Bild(A4 0 Ay) = Bild(A4)

da Ay K™ — K" surjektiv (sogar bijektiv) ist. Es ist aber Bild(A 4) der von
den Spalten von A aufgespannte Raum und Bild(A 4,/) der von den Spalten
von AM aufgespannte Raum.

2.5 Vektorriaume

Sei nach wie vor K ein Korper. Das Konzept eines Vektorraums ist eine
Verallgemeinerung des K.

Definition Ein K- Vektorraum (oder ein Vektorraum tiber K) ist eine abel-
sche Gruppe (V,+) zusammen mit einer Abbildung (genannt Skalarmultipli-
kation (von K auf V))

t KxV —V (a,x)—a-¢
so dass
e Vac KVr,peV a(t+1y) =ar+ay
o Va,be KVreV :a(br) = (ab)r
e Va,be KVr eV :(a+b)r=ar+br
e VieV !l -r=1

Hier haben wir (wie iiblich) die Multiplikationspunkte weggelassen und die
Regel (“Mal vor Plus”) angewandst.

Notation Das Nullelement benzeichnen wir mit o.

Sprachgebrauch Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren, und
die Elemente dem Grundkorper Skalare. Beachten Sie, dass der Begriff eines
Vektorraums abstrakt ist; insbesondere sind die Elemente eines Vektorraums
nicht notwendigerweise in irgendeinem anschaulichen Sinn Vektoren.
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Bemerkung / Frage Es gilt immer —r = (—1) - r. Warum?
Einige Beispiele:

e Fiir alle n € N ist K™ mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplika-
tion ein K-Vektorraum.

e Die “triviale Gruppe” {0} ist in offensichtlicher Weise ein K-Vektorraum.
(Man setzt K° := {0}.)

e Der Korper K ist mit seiner Addition und Multiplikation ein K-Vektorraum.
(“Im Wesentlichen” ist K = K, siehe unten.)

e Fiir alle n,m € N ist die Menge der m x n-Matrizen K™*™ mit der
iiblichen Addition und der auf S. 93 definierten Skalarmultiplikation
ein K-Vektorraum.

Und noch zwei wichtige Beispiele:

Beispiel 2.26 Sei L ein Korper und K C L ein Unterkorper. Dann ist L in
“natiirlicher Weise” ein K-Vektorraum, und zwar wie folgt: (L,+) ist eine
abelsche Gruppe, und wenn wir die Multiplikation - : L x L — L auf K x L
einschrénken, erhalten wir eine Skalarmultiplikation von K auf L.

Es ist offensichtlich, dass die vier Vektorraumaxiome gelten.

Beispiel 2.27 Der Polynomring K[X] ist mit der tiblichen Addition und der
Skalarmultiplikation K x K[X] — K[X], (¢, Y 1 a;X") — > ¢ ca; X" ein
K-Vektorraum.

Aus Abschnitt 1.8 wissen Sie, dass man, immer wenn eine neue Art von
mathematischen “Objekten” eingefiihrt wird, fragen sollte: Wie lauten die
zugehorigen Morphismen?

Die Morphismen sind hier die linearen Abbildungen, die genau so definiert
sind wie zuvor:

Definition Seien V und W K-Vektorraume. Eine K-lineare Abbildung (kurz:
eine lineare Abbildung) von V nach W ist eine Abbildung ¢ : V. — W so
dass

o Vr,p eV :p(x+1v) =) +e)

e Vae KVreV:p(ar) = ap(r).
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Bemerkung Seien V,W K-Vektorrdume. Dann ist eine Abbildung ¢ :
V. — W genau dann linear, wenn fiir alle a € K und alle r,yp € V

o(ax +19) = ap(xr) + o(n) gilt.
Lemma 2.28

a) Wenn ¢ : V.— W und ¢b : W — X lineare Abbildungen von K-
Vektordaumen sind, dann auch Y op:V — X.

b) Wenn p,1p : V. — W lineare Abbildungen von K-Vektorriumen sind,
dann auch ¢+ : V. — W r— o(r) + ¢¥(x).

c) Wenna € K und p : V. — W eine lineare Abbildungen von K - Vektorrdaum-
en ist, dann auch ap : V — Wt +— ap(r).

d) Wenn ¢ :V — W eine bijektive lineare Abbildung von K -Vektorrdaumen
ist, dann ist auch =1 : W — V linear.

Die K-linearen Abbildungen nennt man auch von Homomorphismen von
K-Vektorraumen. (Entsprechend der Philosophie von Abschnitt 1.8.

Dementsprechend bezeichnet man die Menge der K-linearen Abbildungen
von V nach W mit Homg(V,W) (oder einfach mit Hom(V, W), wenn es
klar ist, dass man “iiber dem Korper K7 arbeitet). Insbesondere ist also
Homg (K™, K™) die Menge der linearen Abbildungen von K™ nach K™ (die
bisher keine Bezeichnung hatte). Beachten Sie, dass Hom g (V, W) mit der in
Lemma 2.28 b) definierten Addition eine abelsche Gruppe ist.

Ferner ist Homg (V, W) mit dieser Addition und der in Lemma 2.28 c¢)
definierten Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ({iberpriifen Sie dies!).

Wir wenden nun auch die anderen Begriffe aus Abschnitt 1.8 auf lineare
Abbildungen an:

e Ein Isomorphismus von V nach W (beides K-Vektorrdume) ist eine
lineare Abbildung ¢ : V. — W so dass es eine lineare Abbildung
Y W — V mit oy = idy und g ot = idy existiert. (Nach Lemma
2.28 d) ist dies dquivalent dazu, dass ¢ eine bijektive lineare Abbildung
ist.) Wenn es einen Isomorphismus zwischen V' und W gibt, heiflen V'
und W isomorph.

e Ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V' ist eine lineare Abbil-
dung von V nach V.

e Ein Automorphismus eines K-Vektorraums V' ist ein Isomorphismus
von V nach V.
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Die Bezeichnungen fiir die entsprechenden Mengen sind Isox (V, W), Endg (V)
und Autg(V), wobei das K auch weggelassen werden kann. (Beachten Sie,
dass die letzeren beiden Bezeichungen analog zu den Bezeichnungen in Ab-
schnitt 1.8 sind.)

Es ist klar, dass Endg (V) mit der schon diskutierten Addition und der
Verkniipfung als Multiplikation ein Ring ist, und Autg (V') ist mit der Ver-
kniipfung eine Gruppe. Dabei ist Autg (V') gleich der Gruppe der (bez. der
Multiplikation) invertierbaren Elemente von Endg(V), also Endg(V)* =
Autg (V) (vergleiche die letzte Aussage mit Aussage 1.63). Aussage 2.16 be-
sagt, dass die Abbildungen Endg (K™) — K™ ¢ — M(p) und K™" —
Endg(K™) , A — A4 zueinander inverse Isomorphismen von Ringen sind.

Und nun noch einige Beispiele fiir Isomorphismen von K-Vektorraumen:

Beispiel 2.29 Die Abbildung K — K!,z + () (wobei (z) das “1-Tupel”
ist, dass x enthélt) ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. (Wir iden-
tifizieren diese beiden Vektorrdume.)

Beispiel 2.30 Seien m,n € N. Dann ist das Transponieren K™*" —»
K™ ™ A A ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Insbesondere ist
also der Raum der Zeilenvektoren der Linge n isomorph zum Raum der
Spaltenvektoren der Lénge n (iiber K).

Beispiel 2.31 Die lineare Abbildung

-----

firallets=1,...,m,j =1,...,n ist ein [somorphismus von K-Vektorraum-
en.

Beispiel 2.32 Die Abbildungen Homg (K™, K") — K™ ¢ +— M/(p)
und K™*" — Hompg (K™, K"), A +— A4 sind zueinander inverse Isomor-
phismen von K-Vektorrdumen.

Definition Sei V ein K-Vektorraum. Dann heiflen die linearen Abbildun-
gen V. — K Linearformen auf V.

Das obige Beispiel besagt insbesondere, dass der Raum Homg (K", K)
der Linearformen auf K" isomorph zum Raum der Zeilenvektoren der Léinge
n iiber K ist.
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Bemerkung Wir haben gesehen, dass das Transponieren einen Isomorphis-
mus zwischen dem Raum der Zeielenvektoren der Linge n und dem Raum
der Spaltenvektoren der Lénge n definiert. Man kénnte sagen, dass es sowieso
egal ist, ob man einen Vektor als Zeile oder als Spalte schreibt. Man sollte
aber nicht beliebig zwischen Spalten- und Zeilenvektoren hin- und herwech-
seln: Viele Argumente sind viel iibersichtlicher, wenn man die Elemente von
K™ mit Spalten beschreibt und Zeilenvektoren benutzt, um Linearformen
anzugeben.

Bemerkung / Definition Sei V' ein K-Vektorraum, und sei U C V mit
0 € U so dass U abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist
(dh. Va € KV, € U : ¢+ € Uyar € U). Dann ist U mit der indu-
zierten Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum; genannt ein
Untervektorraum von V.

Bemerkung Die Untervektorrdume des K™ sind genau die linearen Un-
terraume.

Lemma 2.33 Seien V,W K-Vektorriume, ¢ : V. — W eine lineare Ab-
bildung. Dann ist Kern(p) ein Untervektorraum von V, und Bild(yp) ist ein
Untervektorraum von W.

Der Beweis ist offensichtlich. O

2.6 Endlich erzeugte Vektorraume

Systeme von Vektoren

Sei V' ein K-Vektorraum. Sei rq, . .., ., ein endliches System von Vektoren aus
V. Dann definiert man in offensichtlicher Verallgemeinerung der Definitionen
in Abschnitt 2.1:

Definition

® Iy,...,x bilden ein Erzeugendensystem von V', wenn gilt: Fiir aller € V'
gibt es ay,...,a, € K mit r = a;x1 + - - - a,x,.

® ry,...,r. bilden eine Basis von V, wenn gilt: Fiir alle r € V gibt es
eindeutig bestimmte ay,...,a, € K mit r = a;x; + - - - a, L.

Beispiel 2.34 Wie wir schon wissen, bilden die Standardvektoren ey, ..., e
eine Basis von K". Man spricht von der Standardbasis des K".

T
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Man definiert den von ri,...,r, erzeugten (oder aufgespannten) Unter-
vektorraum als

<;1a"'7?r>K = {a1;1+"'+arxr|a17"-aar€K}-

Dies ist nun der kleinste Untervektorraum von V' (bez. der Inklusion), der
1, ..., enthélt.

Aussage 2.35 Seibq,...,b,. € V eine Basis. Sei W ein weiterer K - Vektorraum,
und seien ti,...,x € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ :

V — W mit o(b;) = ; fir allei =1,...,r, und diese ist durch p(aib; +
cootaby) =an+Far firag, ..., a, € K gegeben. Dabei gilt Bild(p) =
(X1, )k

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sei r € V. Dann gibt es (ein-
deutig bestimmte) aq,...,a, € K mit ¢t = a1b; 4+ -+ + a,.b,. Nun ist ¢(r) =
olarby + -+ a,b,) = a1p(by) + -+ - + a,p(b,) = arxy + - - - + a,x,.

Nun miissen wir noch nachweisen, dass es tatsichlich so eine lineare Ab-
bildung gibt. Sei dazu wiederum ¢ € V beliebig. Wie schon gesagt gibt es

eindeutig bestimmte aq,...,a, € K mit r = a;by + --- + a,b,. Wir setzen
nun ¢(r) := aix; + - - + a,x,. Dies ist wohldefiniert, da die “Koeffizienten”
ai,...,a, eindeutig sind.

Wir miissen noch die Linearitdt nachweisen.
Seien dazu r,n € V und ¢ € K. Sei t = a1b7 + --- + a,b, und y =
biby + -+ b,b,.

Dann ist ¢(c-r+ 1) = @(carby + -+ + ca,b, + biby + --- + b,b,) =
per_Def.

@((Cal + bl)bl + -+ (Car + br)br) — (Cal + bl);l +---+ (Car + br)xr -

c(arxy +- - +a,x) + (bixy +- - +byxy) Pzt cp(arby+- -+ +arby) +o(biby +
4 bb,) = cp(x) + ().

Die Aussage iiber das Bild folgt sofort aus der Definition von ¢. 0

Als Spezialfall des obigen Aussage erhalten wir: Sei V' ein K-Vektorraum,
und seien ry,...,rx € V. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
¢ : K" — V omit p(g;) =1 fir i = 1,...,r. Explizit ist diese Abbildung
durch

ay
e + PD=an+ - +al
a’T‘

gegeben.
Offensichtlich sind nun die folgenden Aussagen jeweils dquivalent:

® Iy,...,x ist ein Erzeugendensystem von V.
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b <;17"'7x7“>K:V

e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K — V mit ¢(¢;) = 1;
ist surjektiv.

Sowie:

® ry,...,&, ist eine Basis von V.

e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K" — V mit ¢(¢;) = 1;
ist bijektiv (d.h. ein Isomorphismus).

Definition Seir € V. Dann ist ¢ linear abhdngig von gy, ...,x,, wenn es
aiy...,a, € K mit r = a;x; + - -+ + a,x, gibt. Wenn dies nicht der Fall ist,
heifit ¢ linear unabhdingig von gy, ..., ¢,.

Definition Die Vektoren rq,...,r, heilen linear unabhdingig, wenn keiner

der Vektoren von den anderen linear abhéngig ist.

Wir haben die folgende offensichtliche Verallgemeinerung von Lemma 2.7:

Lemma 2.36 Die Vektoren yi,...,x. sind genau dann linear unabhdngig,
wenn qilt:
Vai,...,a, e K:apy1+---4+ax,=0—a;=---=a,=0.

Somit sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

e Die Vektoren ry,...,r, sind linear unabhéngig.
e Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K" — V mit ¢(e;) = 1;

ist injektiv.

Auch die Definitionen von “maximales linear unabhéngiges System” und
“minimales Erzeugendensystem” verallgemeinern sich sofort. Damit haben
wir:

Aussage 2.37 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) ri,...,5 ist eine Basis von V.
b) r1,...,& ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

c) ti,..., L ist ein mazximales linear unabhingiges System.
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d) t1,...,5 ist ein minimales Erzeugendensystem.

e) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : K™ — V mit (e;) = t;
fir allei =1,...,r ist ein Isomorphismus.

Der Beweis der Aquivalenzen von Aussage 2.8 gilt wortlich auch hier. Oben
haben wir bereits gesehen, dass a) und e) dquivalent sind. O

Lemma 2.38 Seien V., W K-Vektorrdume, seien x1,...,%. € V, und sei
¢V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

a) Wenn ri1,...,r. ein Erzeugendensystem wvon V  bilden, dann bilden
o(r1),. .., () ein Erzeugendensystem von Bild(V'). Wenn also zusitz-
lich ¢ surjektiv ist, bilden sie auch ein FErzeugendensystem von W.

b) Wenngy,...,x, linear unabhdingig sind und p injektiv ist, dann sind auch
o(r1), ..., o(x,) linear unabhingig.

c) Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann bilden pi,...,r, genau dann eine
Basis von V', wenn o(x1), ..., o(x,) eine Basis von W bilden.

(Das ist leicht.)

Aussage 2.39 Seixy,..., 5 ein Ereugendensystem von V. Dann gibt es ein
Teilsystem von rq,...,x,, das eine Basis von V 1ist.

Beweisskizze. Sei 1y, ...,x, ein Erzeugendensystem. Dann gibt es zwei Félle:
Entweder x4, ..., r, ist linear unahbéngig, also eine Basis, oder einer der Vek-
toren ist linear abhéngig von den anderen. Dann lassen wir diesen Vektor
weg. Wenn man diese Prozedur iteriert, erhdlt man irgendwann ein minima-
les Erzeugendensystem, also eine Basis.

(In einem formalen Beweis sollte man vollstandige Induktion benutzen.) O

Definition Der Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, wenn er ein Erzeu-
gendensystem rq,...,r, hat.

Wir werden uns im Folgenden fast ausschlieBlich auf endlich erzeugte
Vektorrdume beschréanken.

Nach Aussage 2.39 gilt insbesondere:
Aussage 2.40 Sei V' endlich erzeugt. Dann hat V' eine Basis.

Satz 2.3 Sei V endlich erzeugt, und sei xy,...,xr, eine Basis. Dann gilt:

e Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt mindestens n Vektoren.
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e Jedes linear unabhingige System von V' enthdlt hdchstens n Vektoren.
e Jede Basis von V enthdlt genau n Vektoren.

Beweis. Sei ¢ : K" — V die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

ole;) = 1 fiir alle ¢ = 1,...,n. Da ry,...,1, eine Basis ist, ist dies ein
Isomorphismus.

Seien yy,...,n, € V.

Wenn die Vektoren 1y, ..., 1, ein Erzeugendensystem von V' bilden, dann

bilden ¢~ 1(r1),...,9 1(z,) ein Erzeugendensystem von K™. Damit gilt nach
Aussage 2.13 r > n.

Wenn vy, . . ., , linear unabhiingig sind, dann sind auch o =1(x1), ..., o (x,)

linear unabhéngig. Damit gilt nach Aussage 2.12 r < n.
Aus diesen beiden Aussagen folgt die dritte. (Oder man benutzt Satz
2.1.) O

Definition Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann heifit die Anzahl
der Elemente einer Basis (jeder Basis) die Dimension von V. Bezeichnung:
Dim (V') oder Dimg (V).

Wenn V' nicht endlich erzeugt ist, sagt man auch, dass V wunendliche
Dimension hat, und man schreibt Dim(V') = oo.

Beispiel 2.41 Der Raum K™ hat natiirlich die Dimension n; man spricht
auch vom n-dimensionalen Standardvektorraum iiber K.

Beispiel 2.42 Sei wie immer K ein Korper, und sei f(X) € K[X] mit
Grad(f(X)) = d. Dann ist K mittels der Inklusion K — K[X]/(f(X)),
[c](f(xy) ein Unterring von K[X]/(f(X)), und somit ist K|

natiirlicher Weise ein K-Vektorraum. Lemma 1.74 besagt, dass 1, [X], [X]?, ...

eine Basis dieses Vektorraums ist. Also ist dieser Vektorraum d-dimensional.

Beispielsweise ist der Kérper C := R[X]/(X? + 1) ein R-Vektorraum,
und 1,7 = [X](x241) ist eine Basis dieses Vektorraums. Damit ist C ein 2-
dimensionaler R-Vektorraum.

Aus Lemma 2.38 folgt:

Lemma 2.43 Seien V und W K-Vektorrdume, wobei V' endlich erzeugt ist,
und sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

a) Bild(y) ist auch endlich erzeugt, und es ist Dim(Bild(¢)) < Dim(V).
Wenn ¢ dariber hinaus surjektiv ist, ist auch W endlich erzeugt, und es
ist Dim(W) < Dim(V').
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b) Wenn ¢ injektiv ist, gilt Dim(Bild(V')) = Dim(V'). Wenn ¢ ein Isomor-
phismus ist, gilt Dim(V') = Dim(W).

Satz 2.4 Seien VW zwei endlich erzeugte K-Vektorrdume. Dann gilt: Es
gibt genau dann einen Isomorphismus zwischen V- und W, wenn Dim(V') =

Dim(W).

Beweis. Wir wissen schon, dass Dim(V') = Dim(W), wenn ¢ ein Isomorphis-
mus ist.

Sei also Dim(V) = Dim(W) =: n. Sei 1y,...,, eine Basis von V, und
sei 9y, ...,9, eine Basis von W. Dann haben wir eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(r;) = v; fir alle ¢ = 1,...,n, und
wir haben eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : W — V mit
Y(y;) = fur alle t = 1,...,n. Nun ist p o p : V. — V die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung mit (¢ o v)(x;) = ; fiir alle ¢ = 1,...,n, also
(¢ o ) = idy. Andererseits ist p o) : W — W die eindeutig bestimmte
lineare Abbildung mit (¢ o)(n;) =y, fir allei = 1,...,n, also potp = idy .

Damit ist also ¢ : V. — W ein Isomorphismus. UJ

Aussage 2.44 SeiV endlich erzeugt. Dann kann man jedes linear unabhdngi-

ge System in V' zu einer Basis von V' ergdnzen. D.h.: Seien ty, ..., linear
unabhdingige Vektoren in V. Dann kann man t,.q,...,8s € V finden, so dass
Ii,...,Ls eine Basis von V bilden.

Beweisskizze. Man geht wie folgt vor: Wenn das System eine Basis ist, ist
man fertig. Wenn dies nicht der Fall ist, gibt es einen von ry,...,x, linear
unabhéngigen Vektor. Man fiigt so einem Vektor zu dem System hinzu. Dies
iteriert man. Der Prozess terminiert nach genau Dim(V') — r Schritten. O

Aussage 2.45 Sei V endlich erzeugt, und sei U C V ein Untervektorraum.
Dann hat ist auch U endlich erzeugt, hat also auch eine Basis.

Beweis. Angefangen von leeren System geht man analog zum obigen Beweis
vor: Wenn immer es einen von dem System linear unabhéngigen Vektor in
U gibt, ergénzt man das System mit so einem Vektor. Dieser Prozess muss
terminieren, da jedes linear unabhéngige System in V' hochstens Dim(V)
Vektoren entélt. Dann hat man ein maximales linear unabhéngiges System
von U, also eine Basis von U. [

Definition Sei A eine Matrix {iber K. Die Dimension des von den Spalten
von A erzeugten Vektorraums heifit der Spaltenrang von A. Die Dimension
des von den Zeilen von A erzeugten Vektorraums heifit der Zeilenrang von A.
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Bemerkung Der Zeilenrang von A ist gleich dem Spaltenrang von A* (und
umgekehrt).

Ziel ist nun der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.5 Sei A eine Matriz tiber K. Dann ist der Spaltenrang von A gleich
dem Zeilenrang von A.

Lemma 2.46 Sei A € K™*™ eine beliebige Matriz, und seien M € K™
und N € K™™ invertierbare Matrizen. Dann ist der Spaltenrang von A gleich
dem Spaltenrang von M AN, und der Zeilenrang von A st gleich dem Zei-
lenrang von MAN.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage fiir den Spaltenrang. Der Spal-
tenrang von A (resp. M AN) ist per Definition gleich der Dimension von
Blld(AA) (resp. Blld(AMAN)) Nun ist Blld(AMAN) = Blld(AM o AA e} AN) =
Bild(Ap; 0 Ay), da Ay surjektiv (sogar bijektiv) ist. AuBerdem ist

Dim(Bild(Ay 0 Ax)) = Dim(Bild(A4))

da Anrlgiaca,) injektiv (sogar bijektiv) ist (siehe Lemma 2.43).

Die Aussage iiber den Zeilenrang folgt, indem man zu den transponierten
Matrizen iibergeht und die schon bewiesenen Aussagen iiber den Spaltenrang
anwendet. Genauer ist der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von A?
gleich dem Spaltenrang von N*A'M* = (M AN)!, gleich dem Zeilenrang von
MAN. O

Lemma 2.47 Sei A in Zeilenstufenform, und sei v die Anzahl der Nicht-
Nullzeilen. Dann gilt: Der Zeilenrang von A ist gleich dem Spaltenrang von
A ist gleich r.

Beweis. Die Nicht-Nullzeilen sind offensichtlich linear unabhéngig, d.h. sie
bilden eine Basis fiir die von ihnen aufgespannten Raum.

Andererseits sind die Stufenspalten auch offensichtlich linear unabhéngig,
und die anderen Spalten sind von diesen Spalten linear abhéngig. Damit
bilden die Stufenspalten auch eine Basis in dem von ihnen aufgespannten
Raum.

Beachten Sie, dass die Anzahl der Stufenspalten gleich der Anzahl der
Nicht-Nullzeilen ist. U

Aus diesen beiden Lemmata folgt der Satz. Denn: Sei M € K™*™ inver-
tierbar so dass M A in Zeilenstufenform ist. Dann ist der Spaltenrang von A
gleich dem Spaltenrang von M A gleich dem Zeilenrang von M A gleich dem
Zeilenrang von A. O
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Definition Da der Zeilenrang immer gleich dem Spaltenrang ist, spricht
man einfach vom Rang von A. Bezeichnung: Rang(A).

Faktorriume und Dimensionsformeln

Sei V' ein K-Vektorraum, und sei U C V ein Untervektorraum. Dann ist U

insbesondere eine Untergruppe von V', und wir haben die Faktorgruppe V/U

mit der induzierten Addition (also [ty + [9]y] = [r + y]u fiir alle r,n € V).
Ich behaupte, dass die Skalarmultiplikatition eine Skalarmultiplikation

K x VU — VU (a, [t]y) — [at]y

induziert, und dass V/U mit dieser Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum
ist.

Wir miissen iiberpriifen, dass die Multiplikation auf V/U wohldefiniert
ist.

Seien dazu a € K und r,p € V mit [t]y = [9]y, d.h. ¢ ~y . Dann ist
ax —ay = a(r —y) € U, also ay ~y ay, was zu zeigen war.

Es ist leicht, die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen.

Aussage 2.48 Sei V' endlich erzeugt und U C 'V ein Untervektorraum.
Dann gilt Dim(V') = Dim(V/U) + Dim(U).

Beweis. Sei ri1,...,xr. eine Basis von U. Wir erginzen diese Basis zu ei-
ner Basis p1,...,&s von V (siehe Aussage 2.44). Ich behaupte nun, dass
[tr11]us - -+, [ts]u eine Basis von V/U ist. (Dann ist s = Dim(V'), r = Dim(U)
und s — 7 = Dim(V/U), und hieraus folgt die Behauptung.)

Offensichtlich bilden [r1]y, .. ., [ts]v ein Erzeugendensystem von V/U. Da

aber 1]y = -+ = [r;Ju = oy ist, bilden auch [g,41]v, ..., [ts]y ein Erzeugen-
densystem.
Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit. Seien dazu a,y1,...,as € K

mit a,1[t41]u + -+ + as[ts]y = 0. Dann ist also a, 418,41 + -+ + asts € U,
d.h. es gibt aq,...,a, € K mit a, 418,41 + -+ - + asls = a1x1 + - - - + a,x,, d.h.
—a1X1 — - — Qply F Qpiqlpi1 + - Fasks = 0. Daxy, ..., 1 eine Basis von V
bilden, folgt a; = -+ =a, = 0. O

Sei nun auch W ein K-Vektorraum und ¢ : V' — W eine lineare Abbil-
dung. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus von Vektorrdumen

@ V/Kern(p)—= Bild(¢) , [t]kern(p) — ©(F) - (2.14)

Um zu iiberpriifen, dass die Abbildung wohldefiniert und injektiv ist, nehmen
wir uns zwei beliebige Vektoren g, € V' vor. Dann gilt:

I ~Kem(p) V) <— ¥ — 9 € Kern(p) «— p(r — ) =0 <— ¢©(r) = ¢(n) ,
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was zu zeigen war.
Es ist leicht zu sehen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist, also ist es ein
Isomorphismus.

Satz 2.6 SeiV endlich erzeugt, und seip : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt Dim(V') = Dim(Kern(y)) + Dim(Bild(p)).

Dies folgt aus Aussage 2.48 und dem Isomorphismus (2.14).

Korollar 2.49 Sei A € K™ ". Dann gilt Rang(A) + Dim(Kern(A)) = n.

Definition Seien U;,U, C V Untervektorrdaume. Dann definieren wir die
Summe von U; und U, als

U+ Us:={nn+r|necl ., ecly}.

Dies ist der kleinste Untervektorraum von V, der U enthélt (iiberpriifen!).

Bemerkung Wenn ri,...,r, ein Erzeugendensystem von U; bilden und
D1,...,9s ein Erzeugendensystem von U, bilden, dann bilden py,...,1,,
D1,...,0, ein Erzeugendensystem von U; + Us.

Satz 2.7 Sei V' endlich erzeugt, und seien Uy, Uy C V' Untervektorriume.
Dann gilt Dim(U; + Us) + Dim(U; N Us) = Dim(U;) + Dim(Us).

Beweis. Sei ri1,...,r, eine Basis von U; N Uy. Wir ergénzen diese Basis zu
einer Basis 11, ...,rs von Uy sowie zu einer Basis r1,...,%, 91, .., ¢ von Us.

Ich behaupte, dass dann gq,...,z,91,...,; eine Basis von U; + U, ist.
(Dann ist s+t = Dim(U;+Us), s = Dim(U; ) und ¢ = Dim(Us) —Dim(U;NUs),
und hieraus folgt die Behauptung.)

Es ist offensichtlich, dass es sich um ein Erzeugendensystem handelt.

Seien also aq,...,as,b1,...,b; € K mit ayx1 + -+ + asts + by + -+ +
by, = o. Dann ist also ajr; + -+ + asts = —(biyr + - + byye) € Uy N Us.
Somit gibt es ¢1,...,¢, € K mit c1p1 + -+ + ¢8 = aify + -+ - + asks bzw.
(al - CI)FI +oee (ar - CT‘)FT + Qrp1lr41 + 00+ asks = 0. Hieraus fOIgt

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von ry,...,xs: ¢1 = ay,...,¢. = a, und
Q41 = -+ =ags = 0. Wir haben also aix1 + -+ a,x- + 0191 + - - - + bty = 0.
Hieraus folgt nun a; = --- = a, = by = --- = by = 0 aufgrund der linearen

Unabhéngigkeit von rq, ..., 5, 91,..., ;. O
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Abbildungsmatrizen und Basiswechsel

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und sei 8 := (by,...,b,) eine
Basis von V.

Wir haben den Isomorphismus cg : V' — K", der eindeutig durch b; —
e; gegeben ist. Dieser I[somorphismus heifit die Koordinatenabbildung zu 8.
Fiir ¢ € V, heifit der Vektor x := ¢y (r) der Koordinatenvektor von ¢ beziiglich
by,...,b,.

Wir wéhlen nun eine zweite Basis B’ = (b, ...,b],) von V. Dann konnen
wir b} = 3> %, s;;b; mit eindeutig bestimmten s;; schreiben. Die Matrix
S = ((si;))i; nennen wir Ubergangsmatriz von 9B nach %',

SLj
Beachten Sie, dass der Vektor : (die j-te Spalte von S) genau der
Sn,j
Koordinatenvektor von b;- bez. by, ..., b, ist.

Wir wollen nun die Koordinatenvektoren von Vektoren von V' bez. by, ..., b,
in Koordinatenvektoren bez. b, ..., b) umrechnen. D.h. gegeben z € K" wol-
len wir ¢/ © 6%1 (x) berechnen. Beachten Sie, dass ¢y OC%I : K" — K™ eine
lineare Abbildung ist.

Wie muss die Matrix 7 lauten, damit das Diagramm kommutativ ist?

Bevor wir hierzu kommen, betrachten wir ein einfacheres Problem: Wir rech-
nen die Koordinatenvektoren von r € V' bez. b},...,b] in Koordinatenvek-
toren bez. by, ..., b, um.

Dies bedeutet: Wir bestimmen die Matrix zur linearen Abbildung cg oc%,1 ;

81,5
K" — K™ Wir wissen, dass ¢ o cgy (e;) = cn(b}) = : . Und das
Sm,j
bedeutet: Die gesuchte Matrix ist S.
Mit anderen Worten: Wenn x der Koordinatenvektor von ¢ bez. b7, ..., b/,
ist, dann ist Sz der Koordinatenvektor von ¢ bez. by, ..., b,.

Nun koénnen wir auch die urspriingliche Frage beantworten: Die Abbil-
dung ¢y o c%l : K" — K™ ist durch z — S~ !z gegeben. Also: Wenn z der
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Koordinatenvektor von ¢ bez. 9B ist, dann ist S~'z der Koordinatenvektor
von ¢ bez. B’.

K’n
N

K’n

Sei nun W ein zweiter endlich erzeugter K-Vektorraum, sei € := (¢q,...,¢p)
eine Basis von W, und sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.

Wir wissen bereits, dass ¢ durch ¢(by),...¢(b,) eindeutig bestimmt ist.
Wir definieren die Abbildungsmatriz von ¢ beziiglich der Basen by, ..., b,
und ¢y, ..., ¢, wie folgt:

Die j-te Spalte der Abbildungsmatrix ist der Koordinatenvektor von ¢(b;)
beziiglich der Basis ¢y, ..., ¢,.

Somit ist die Abbildungsmatrix also eine m x n-Matrix. Die Abbildungs-
matrix von ¢ beziiglich der Basen by,...,b, und ¢y,...,¢, bezeichnen wir
mit Mg (o).

Wir haben das kommutative Diagramm:

1% ‘ 1%
K zME (p)z K

Die Abbildungsmatrix Mg (¢) ist endeutig durch die Forderung, dass das
Diagramm komutativ sei, bestimmt.

Beachten Sie: Mit den obigen Notationen ist die Abbildungsmatrix von
idy beziiglich B’ und 9B gleich S, der Ubergangsmatrix von 9B auf %’ (und
die Abbildungsmatrix von idy beziiglich B und B’ ist gleich S~1).

ME (dy) =S5  Mg(dy) =51 (2.15)

Sei nun X noch ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis ® :=
(01,...,0¢), und sei ¢ : W — X eine lineare Abbildung. Dann haben sind
das rechte und das linke “Késtchen” sowie der untere Teil des folgenden
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Diagramms kommutativ:

1% 4 164 X
Ccy Ce D
z—MP (p)z z—>MS (Y)-z I

2= MS (D) ME (p)-z

Dies bedeutet, dass das gesamte Diagramm kommutativ ist. Insbesondere
sieht man, dass die Abbildungsmatrix von ¢pop : V — X bez. 8 und €
gleich M§ () Mg () ist. Also

Mg (o ) = Mg() Mg () . (2.16)

Eselsbriicke: Man kann “€ kiirzen”.

Wir betrachten nun, wie sich Abbildungsmatrizen unter Basiswechsel
verandern.

Seien dazu 98,8’ Basen von V und €, ¢ Basen von W. Sei S die Uber-
gangsmatrix von B auf B’ und 7T die Ubergangsmatrix von ¢ auf ¢’. Dann
ist nach (2.16) und (2.15)

Mg (p) = Mg (idw) Mg (9) My (idv) = T~ M (¢)S . (2.17)

Wir betrachten noch zwei Spezialfalle:

Sei ¢ : V. — V ein Endomorphismus. Die Abbildungsmatrix Mg (o)
heifit dann die Abbildungsmatriz von ¢ beziiglich der Basis B. Wenn nun 8’
eine weitere Basis ist und S (wie oben) die Ubergangsmatrix von B zu %’
ist, dann ist

M (p) = STME()S (2.18)

Wir geben uns eine Matrix A € K™*" vor und betrachten die Abbil-
dung A4 : K™ — K™. Die Abbildungsmatrix dieser Abbildung bez. den
Standardbasen von K™ und K™ ist natiirlich A.

Seien nun B := (b;,...,b,) und € := (¢,...,¢,,) Basen von K" bzw.
K™, und seien B und C' die Matrizen, die man erhélt, wenn man die Basis-
vektoren jeweils als Spalten einer Matrix auffasst. Die Ubergangsmatrix von
der Standardbasis von K" zur Basis B ist demnach B, und die Ubergangs-
matrix von der Standardbasis von K™ zur Basis € ist C. Demnach ist die
Abbildungsmatrix von A4 bez. B und € gleich C~*AB. (Uberlegen Sie sich

anhand der Definition der Abbildungsmatrix, warum dies richtig ist!)
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Charakteristik und endliche Korper

Sei K ein Korper. Dann haben wir den Ringhomomorphismus ¢ : Z —
K |z z-1x. Wir wissen, dass es ein n € Ny mit Kern(¢) = (n) = {an, |a €
Z} gibt. Beachten Sie: Entweder ist n = 0 oder n ist die kleinste Zahl in N
mit n-1x = 0.

Sei nun n > 0. Dann ist n eine Primzahl. Denn: Angenommen n ist keine
Primzahl. Dann gibt es a,b € N, beide < n, so dass ab = n. Damit ist dann
a-1lg #0und b- 1x # 0 aber ablx = (alg) - (blx) = Ok, ein Widerspruch.

Definition Die Zahl n heiit die Charakteristik von K und wird mit char(K)
bezeichnet.

Wenn char(K) = 0, haben wir eine Inklusion Z — K ,z — z - 1g.
Man erhélt dann auch eine Inklusion Q < K von Koérpern (warum?). Man
“identifiziert” nun Q mit seinem Bild in K (in Verallgemeinerung des Falls
K =R). Dann ist Q (bez. der Inklusion) der kleinste Unterkérper von K.

Sei nun char(K) = p > 0. Wir haben einen injektiven Homomorphismus
F, = Z/pZ — K von Kérpern. Das Bild von F, ist ein Unterkorper von K;
dieser Korper ist nun (bez. der Inklusion) der kleinste Unterkérper von K.
Nach Beispiel 2.26 ist K insbesondere ein F,-Vektorraum.

Sei nun K ein endlicher Kérper. Dann gibt es ein m € N mit m - 1 =0,
also gilt char(K) > 0. Sei wiederum p := char(K'). Da K nur endliche viele
Elemente enthilt, ist K insbesondere endlich erzeugt als F)-Vekorraum. Sei
ai,...,aq € K eine Basis von K iiber F,. Dann ist K als F,-Vektorraum
isomorph zu K?. Insbesondere gilt #K = p®.

Wir haben gezeigt:

Aussage 2.50 Die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers ist immer
eine Primpotenz (d.h. eine Potenz einer Primzahl).

Wie schon in Abschnitt 1.10, S. 64 erwéhnt kann man auch zeigen: Zu
jeder Primpotenz q gibt es einen endlichen Koérper mit ¢ Elementen, und zwei
endliche Korper mit ¢ Elementen sind isomorph.

2.7 Determinanten

Zur Motivation der Definition der Determinante nehmen wir uns die folgende
Aufgabe vor:
Gegeben z,,...,z, € R" wollen wir definieren, was das Volumen des
Spats
{aizy+ - +cuz,|0<¢; <1firalej=1,...,n}
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ist. Mit anderen Worten: Wir suchen eine Abbildung Vol : (R")"* — R, so

dass fiir alle z,,...,z, € R” Vol(z,,...,z,) € R unserer intuitiven Vorstel-
lung des Volumen des entsprechenden physikalischen Spats entsricht.
Wir stellen die folgenden naheliegenden Forderungen (wobei z,,...,x,

beliebige Vektoren aus R" sind, ¢ € R und 7,7 = 1,...,n mit ¢ # j ist).

Voll = Vol(zy,...,z; y,¢x;, 24, ,2,) = || - Vol(zy,...,2;,2;4,...,2,)

Vol2  Vol(zy,...,z; y,2; +2;,2;,q,...,2,) = Vol(zy,...,z,)

Vol3  Vol(ey,...,e,) =1

Man kann zeigen, dass es genau eine solche Abbildung Vol : R" — R
gibt.

Eine andere Motivation der Determinante kann man iiber beliebigen Kérpern
formulieren: Wir suchen eine Abbildung, die jeder Matriz ein Skalar zuordnet,
so dass die Matriz genau dann invertierbar ist, wenn dieses Skalar # 0 ist.
Auflerdem soll die Abbildung noch einige weitere “angenehme Eigenschaften”
bez. elementaren Spaltentransformationen haben.

Sei also K ein Korper und n € N. Wir suchen eine Abbildung Det :
K™ — K, die die folgenden Eigenschaften hat:

Detl Sei A € K™ und sei A’ eine Matrix, die aus A durch Multiplika-
tion einer Spalte mit einem Skalar ¢ hervorgeht. Dann gilt d(A’) =
¢ Det(A).

Det2 Sei A € K™ und sei A" die Matrix, die aus A durch Addition des
c-fachen von Spalte i zu Spalte j (mit i # j) hervorgeht. Dann gilt
Det(A) = Det(A’).

Det3 Det(I,) = 1.

(Beachten Sie, dass aber fiir ¢ = 0 die Transformation in Detl keine
elementare Spaltentransformation ist.)

So eine Abbildung K™*" — K heifit eine Determinanteabbildung. Wir
werden sogleich sehen, dass es genau eine Determinantenabbildung K™*" —
K gibt. Wir werden auch sehen, dass diese Determinantenabbildung die Ei-
genschaft hat, dass Det(A) = 0 genau dann wenn Rang(A) < n, was die
urspriingliche Motivation war.
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Notation Wenn eine Abbildung f : K™*" — K gegeben ist, erhélt man
mittels (zy,...,z,) — f(zy| - |z,) eine Abbildung (K™)* — K. Wir

r=n

bezeichnen diese Abbildung wieder mit f, d.h. wir setzen f(z,,...,z,) =

f(zy]...|z,). Umgekehrt identifizieren wir Abbildungen (K™)" — K mit
Abbildungen K™*" — K.

Bemerkung Wenn wir eine Determinantenabbildung Det : R™" — R
haben, dann erfillt die Abbildung Vol : (R")* — R | (z4,...,2,) —

’r=n

| Det(zy,...,z,)| die obigen Forderungen Voll, Vol2, Vol3. Die Zahl

’=n

Det(zy,...,xz,) selbst kann man als gerichtetes Volumen auffassen.

E20)

Eindeutigkeit und Existenz einer Determinantenabbildung

Wir fixieren nun eine Determinantenabbildung d : K™*" — K und leiten
einige Eigenschaften her. Mittels dieser Eigenschaften werden wir dann ins-
besondere zeigen, dass es hochstens eine Determintenabbildung K™*" — K
gibt. Danach werden wir eine dieser Eigenschaften als Ansatz fiir eine De-
finition benutzen und zeigen, dass die so definierte Abbildung wirklich eine
Determinatenabbildung ist.

Es ist leicht zu beschreiben, wie sich d(A) (mit A € K™*™) unter elemen-
taren Spaltentransformationen angewandt auf A &ndert. Wir kennen schon
das Transformationsverhalten unter Multiplikation einer Spalte mit einem

Skalar ¢ # 0. Aulerdem haben wir:

Lemma 2.51 Sei A € K™" und sei A" eine Matriz, die aus A durch An-
wendung einer elementaren Spaltentransformation hervorgeht. Dann gilt:

a) Wenn A" aus A durch Vertauschen von zwei Spalten hervorgeht, gilt d(A’) =
—d(A).

b) Wenn A’ aus A durch Addition des c-fachen einer Spalte zu einer anderen

Spalte hervorgeht, gilt d(A") = d(A).

Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Aussage. Sei A’ die Matrix, die man aus
A durch Addition des c-fachen von Spalte i zu Spalte j erhélt. Fiir ¢ = 0 ist
nichts zu zeigen, sei also ¢ # 0. Wir haben

cd(A) = dlay,. - Q1,€0;Qpyqs -, 05 )
Detl
= dlay,..-, 8, Cjy Qg5 v+ Ay, A5 + CQz‘an_HaQn)
— cd(A),

und hieraus folgt die Behauptung. (Wir haben hier implizit angenommen,
dass i < j, aber das hat nur notationelle Griinde.)
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Die erste Behauptung folgt, da das Vertauschen von zwei Spalten durch
wiederholte Addition und Subtraktion einer Spalte, gefolgt mit Multiplikati-
on einer Spalte mit —1, dargestellt werden kann (Mit anderen Worten: Man
braucht Umformung (II) im Gauf-Algorithmus eigentlich gar nicht.)

In der Tat, die Vertauschung von Spalten ¢ und j kann man so realisieren:
- Man addiert Spalte i zu Spalte j. (Dann steht in Spalte j a; + a;.)

- Man subtahiert Spalte j von Spalte i. (Dann steht in Spalte i a,—(a;+a;) =
—a;.)

- Nfan addiert Spalte ¢ zu Spalte j. (Dann steht in Spalte j @,.)

- Man multipliziert Spalte ¢ mit —1. O

Bemerkung Zusammen mit der Eigenschaft d(7,,) = 1 folgt aus dem obi-
gen Lemma insbesondere, dass d(E) fiir eine Elementarmatrix £ durch Axio-
me Detl, Det2, Det3 eindeutig festgelegt ist und dass immer d(E) # 0 gilt.

Wenn man beachtet, dass eine elementare Spaltentransformationen zur
Multiplikation mit einer Elementarmatrix von rechts korrespondiert, erhélt
man aus dem obigen Lemma sofort:

Lemma 2.52 Sei A € K™ eine beliebige Matrixz, und sei E € K™ eine
Elementarmatriz. Dann gilt d(AE) = d(A) - d(E).

Per Induktion nach k folgt:

Lemma 2.53 Sei A € K™*" beliebig, und seien E, ..., B, nxn-Elementar-
matrizen. Dann gilt d(AE; - - Ey) = d(A) - d(Ey) - --d(Ey).

Aussage 2.54 Es gibt hiochstens eine Determinantenabbildung d : K™ —
K, und diese erfillt d(A) = 0 genau dann wenn Rang(A) < n.

Beweis. Sei nach wie vor d : K™"™ — K eine Determinantenabbildung, und
sei A e K™,

Sei zunéchst Rang(A) = n, also A invertierbar. Dann gibt es Element-
armatrizen Ej,..., Ey mit A = E,--- E} (siche Satz 2.2). Dann gilt nach
dem obigen Lemma d(A) = d(E}) - - - d(E)). Nun ist die Determinante einer
Elementarmatrix eindeutig festgelegt (s.o0.). Damit ist auch die Determinante
von A eindeutig festgelegt.

Sei nun Rang(A) < n. Dann gibt es also eine Matrix A, die eine Nullspalte
enthélt (z.B. eine Matrix in Spaltenstufenform) sowie Elementarmatrixen
Ei,...,Eysodass A= AE; --- Ey. Damit ist d(A) = d(A)-d(F,) - --d(Ey) =
0. O

Die Beweismethode hat einige recht einfache Konsequenzen:
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Aussage 2.55 Fir A e K™" gilt d(A) = d(A").

Beweis. Offensichtlich ist fiir eine Elementarmatrix F d(E) = d(E"). Wenn
Rang(A) = n, gibt es Elementarmatrizen Fi,..., E, mit A = E;--- Ej.
Damit gilt d(A") = d(EL--- BY) = d(EL) - - d(E!) = d(E)) - -- d(Ey) = d(A).

Wenn Rang(A) < n, ist auch Rang(A') = Rang(A4) < n. Damit gilt
d(AY) =0=d(A). O

Bemerkung Sei wiederum A € K™*". Aufgrund der obigen Aussage hat
die Determinantenfunktion d die folgenden Eigenschaften beziiglich Trans-
formation von A mittels elementarer Zeilenoperationen:

e Sei A’ eine Matrix, die aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem
Skalar ¢ hervorgeht. Dann gilt d(A") = cd(A).

e Sei A’ eine Matrix, die aus A durch Vertauschen von zwei Zeilen her-

vorgeht. Dann gilt d(A") = —d(A).

e Sei A’ die Matrix, die aus A durch Addition des c-fachen einer Zeile zu
einer anderen Zeile hervorgeht. Dann gilt d(A’) = d(A).

Aussage 2.56 Fir A,B € K™" gilt d(AB) = d(A)d(B).

Beweis. Sei zunéchst Rang(A) = Rang(B) = n. Dann gibt es Elementarma-
trizen Ey,...,Ey und Eyq,...,E, mit A=FE;---Fyund B = Ejyq--- Ep.
Damit ist d(AB) = d(E; - -- Ey) = d(E,) - - - d(E;) = d(A) d(B).

Sei nun der Rang (mindestes) einer der beiden Matrizen < n. Wie das
folgende Lemma zeigt, ist dann auch Rang(AB) < n. Damit gilt d(AB) =
0=d(A)d(B). O

Lemma 2.57 Sei A € K™" und B € K"™". Dann ist Rang(AB) <
min{Rang(A), Rang(B)}.

Beweis. Wir benutzen die Definition des Rangs als Spaltenrang. Nach Defini-
tion der Matrizenmultiplikation sind alle Spalten von AB im “Spaltenraum
von A” (d.h. im von den Spalten aufgespannten Raum) enthalten. Damit ist
der Spaltenraum von AB im Spaltenraum von A enthalten. Dies impliziert
Rang(AB) < Rang(A).

AuBlerdem ist der Spaltenraum von AB gleich Bild(Aap) = Aap(K") =
Aa(Ap(K7")). Nach Lemma 243 a) ist die Dimension dieses Raumes
< Dim(Ap(K")) = Rang(B). O

Eine Aussage von Aussage 2.56 ist wiederum:
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Aussage 2.58 Die Determinantenabbildung d ist ein Homomorphismus von
Monoiden von (K™ ™, -) nach (K,-). Insbesondere ist (K™ ™)* — K* ein
Homomorphismus von Gruppen.

Beweis. Die erste Aussage ist eine Zusammenfassung der obigen Aussage und
des Axioms Det3: d(I,,) = 1. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten.[

Aussage 2.59 FEs gilt firallej=1,...,nundallexy,...,z; 1,Z;4,...,Z,
K": Die Abbildung
d: K" — K,z —dxy, ..., Z; 1,2, ,L,)

ist linear.
Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass stets d(z, . . . L1, Z+Y, Ljprs- - ,L,) =
d<£17 tee 7&]'717&7 £j+17 te 7£n> + d<£17 e 7&]'717%7 £j+17 cee 7@77,) gllt

Wir wissen, dass n + 1 Vektoren in K™ immer linear abhéngig sind. Wir
haben also ¢,d € K und ¢i,...,¢j_1,¢j+1,. .., ¢, € K, nicht alle = 0, mit

cg+dg+chgk:0.
poy

Wenn ¢ = d = 0 ist, sind die Vektoren z, (k # j) linear abhéngig. Damit
haben alle drei Matrizen, die hier betrachtet werden, Rang < n. Somit gilt
die Behauptung.

Sei also ¢ # 0 oder d # 0. Wie kénnen o.E. (ohne Einschrankung) anneh-
men, dass d # 0 und sogar d = —1. Dann ist also y=cz+ Zk# crxy, und
wir haben nun

ATy, Ty Y Ty Ty,) =

ATy Tj1y CT A D s ChTgy Ty - -5 Ty) =
d(zy, . Ty, CT Ty, Ty,) =

cod(zy, T T, T,)

Nach dem selben Argument ist

d(&l) s 7&]‘717& +Q7£j+17 e 7@77,) -
d(&l? s 7£j—17 (1 + C)£+ Zk?ﬁ] Ck£k7£j+17 s 7£n> =
(1 _'_ C) ’ d(@l? e 7&]’—17&7&]‘-&-17 e 7£n) .
Aus der Verbindung dieser beiden Identitéten folgt die Behauptung. U

Bemerkung Die Aussage in der obige Aussage heifit Multilinearitdt von d.

Sei nunn > 2.
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Notation Seifir A€ K™"undi,j=1,...n A, diejenige n—1xn—1-
Matrix, die entsteht, wenn man in A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

Betrachten wir die Abbildung K™~ D*=1) 5 K A s d( L A ).

Man sieht leicht, dass dies eine Determinantenabbildung auf K (=D*(=1) jgt.
Wir bezeichnen diese Abbildung mit d,,_;, und die wir setzen d,, := d.

Aussage 2.60 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A € K"*". Dann
gilt fiir alle j =1,...,n:
d,(A) = Z(—l)”jai,j dn—1(Ai ;) (Entwicklung nach Spalte j)
i=1
Analog gilt fiir allei=1,...,n:

dn.(A) = Z(—l)”j aijdn1(A;;) (Entwicklung nach Zeile i)

Jj=1

Beweis. Die beiden Aussagen sind dquivalent da d,,(A) = d,(A") und d,,_1(A") =
d,,—1(A"). Wir zeigen die Entwicklung nach Spalte j.
Aufgrund der Multilinearitat ist

n
d(A) = d(a,... y dj_15 Zizl Qi Eis QAjyqs--- Q)
_ n
- Zi:lai,j (Qlu"'7@j—17§i7@j+17"'7@n) .
Wir miissen also zeigen, dass

dn(ay,...,a e.a cea,) = (—1)i+jdn(Ai,j) )

y Zg—1 =90 =541

Sei zunéachst

1 iz -+ Q1p
0 Qg2 -+ QA2p
A= (eaf--a,) =
0 Qp1 = Qpn
1 0 -~ 0
. 0 g2 -+ QA2n
Dann ist d,(A) = dn(| . . . ) aufgrund von Spaltentrans-
0 Qp1 - App

formationen, und letzteres ist per Definition gleich d,,_1(A;1). Somit ist die
Formel fiir solche Matrizen richtig.
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Seinun A = (g;|as] - - - |a,,) eine Matrix wie oben, nur das die Eins in in der
i-ten Zeile steht. Wieder “rdumen wir zunéchst die Eintrége rechts der 1 aus
(Addition von Vielfachen der ersten Spalte zu anderen Spalten). Wir fiithren
hintereinander die Zeilentransformationen “Vertauschen der Zeile ¢ mit Zeile
1—1, “Vertauschen der Zeile i —1 mit Zeile 1 —27, ..., “Vertauschen der Zeile
2 mit Zeile 17 durch und nennen das Ergebnis A’. Dann ist A}, = A;; und
2=, AQI ) Damit st do(A) = (—1)~Ldn(A") = (—1)* dy_1(Asy).
Die Formel ist also wiederum richtig.

Sei nun A = (ay|---|a;_,le;|a; 4] |a,). Wir gehen analog vor und
“rdumen zuerst die Eintrége rechts und links vom Eintrag mit Index (i, 7)
aus”. Dann vertauschen wir der Reihe nach die Spalte 7 mit der Spalte 7 —1,

..., die Spalte 2 mit der Spalte 1. Dann vertauschen wir noch die Zeilen

wie oben. Wir erhalten die Matrix (1) AO > Wir haben nun d,(A) =
1]

(=1)1d, (A ;) = (1) d,_1(A; ), abermals die richtige Formel. OJ

Wir kommen nun zum Hauptresultat iiber Determinantenabildungen.

Satz 2.8 Sei K ein Korper und n € N. Dann gibt es genau eine Determi-
nantenabbildung K™" — K.

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir schon gezeigt.
Motiviert durch die obige Entwicklung nach Zeilen (die ja fiir jede Deter-
minantenabbildung gelten muss) definieren wir rekursiv fiir jeden Korper K:

Deti(a) :==a  Det,(A):=Y (~1)"a,;Det,_1(A;;)

Jj=1

fir n € Nund A € K™". Ich behaupte, dass fiir alle n € N Det,, eine
Determinantenabbildung ist.

Wir zeigen dies nach Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 1 ist
trivial. Wir setzen also voraus, dass die Behauptung fiir n richtig ist und
zeigen die Behauptung fiir n + 1.

Beachten Sie, dass wir dann insbesondere alle oben bewiesenen KEigen-
schaften fiir Determinantenabildungen fiir Det,, benutzen diirfen.

Offensichtlich ist Det,,11(l,4+1) = 1 - Det(l;) = 1.

Sei A € Ktx(+h) 5 — 1 'n+ 1 und A’ diejenige Matrix, die
aus A durch Multiplikation der j-ten Spalte mit ¢ € K hervorgeht. Dann
ist Det,(A],) = c Det,(A},) fiir alle & # j. Damit gilt Det,,(A") =
S (=)' cay; Det,(4; ;) = Detyiq(A).

Jj=1
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Sei nun A € K+)x+h) yund seien 4,5 = 1,...,n 4+ 1 mit i # j. Sei
A’ diejenige Matrix, die aus A durch Addition der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte hervorgeht. Fiir k # 4, j entsteht dann A} ; auch aus A;;, indem eine
Spalte zu einer anderen addiert wird. Wenn wir nun anwenden, dass Det,,
eine Determinantenabbildung ist, erhalten wir, dass Det(A} ;) = Det(A; )
fiir alle k& # 7, j. Auflerdem ist dies offensichtlich auch fiir £ = j richtig, denn
diese Spalte wird ja gerade gestrichen.

Wir untersuchen nun Det,, (A7} ;). Esist Det,, (A} ;) = Det,, (A ;)+Det,(B),
wobei B aus A hervorgeht, indem man zuerst die Spalten ¢ und j vertauscht
und dann die Spalte ¢ streicht. Also hat B bis auf Reihenfolge die selben
Spalten wie die Matrix A; ;. Genauer geht B aus A;; durch |j —i| — 1
Spaltenvertauschungen hervor. Damit ist also Det,(A];) = Det,(A1;) +
(=1)==1 Det,,(A; ;) = Det,, (A1) + (1)~ Det,, (Ay ;).

Es folgt:

Dety;1(A') — Detpyi(A)

= (—=1)"ay; Det,_1 (A} ;) + (—1)"*a) ; Det, (A )
—( 1)1+1a11Det (A11> ( 1)1+Ja1]Det (Alj)

= ( 1)1+la11 Detn 1(A1 z) + ( 1)1 ( )J l+1a1 Det (Alj)
+( 1)1+Ja1 J Det (A ) ( )H]al i Det (Al ])
—(—1)14_2@171' Detn(Au) — (—1)1”@1,]- Det n(ALj)

g

Notation Im Folgenden schreiben wir Det statt Det,,. Eine andere {ibliche
ari - Qip a1 - Qip

Schreibweise fiir Det( : : c]) ist
Un1 ° Gnn Un1 G

Man kann die Spalten- / Zeilnentwicklungen der Determinante verwen-
den, um eine nicht-rekursive Formel herzuleiten. Es ergibt sich:

n = 2. Es ist Det(A) = a1,1022 — A12022.

Q29 (23 Q12 013 Q12 A12
+(13

azgo Aas;3 a3z2 433 Q29 0G23

1,102,203 3 + Q12023031 + A1,3021032 — (31022013 — 41,103,202 3 — A2,101,203 3.

Dies ist die so genannte Regel von Sarrus.

n = 3. Esist Det(A) = a1,

) )
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Ich gebe noch ohne Beweis das Ergebnis fiir beliebies n an.
Zunichst einige Definitionen und einfache Bemerkungen.

Definition / Bemerkung Wir ordnen jeder Permutation w € S,, die ent-
sprechende Permutationsmatriz My = (€r(1),- -+, €x(ny) € K" zu. Man
sieht leicht, dass diese Matrix immer invertierbar ist, und dass die Abbil-
dung S, — K™*" ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir betrachten nun
Permutationsmatrizen iiber Q und definieren nun das Signum von @ € S,
wie folgt: sign(m) := Det(M,) € Q*. Da auch Det : (Q™")* — Q* ein
Gruppenhomomorphismus ist, ist also sign : S,, — Q* ein Gruppenhomo-
morphismus.

Eine Transposition ist per Definition eine Permutation, die genau zwei
Elemente vertauscht und die anderen Elemente fest ldsst. Man sieht leicht,
dass jede Permutation ein Produkt von Transpositionen ist (= aus Transpo-
sitionen durch Verkniipfung hervorgeht). (Beweisen Sie dies per Induktion!)

Wenn 7 eine Transposition ist, ist Det(7) = —1 per Definition. Damit
gilt: Sei m = 7y - - - m, wobei die 7; Transpositionen sind. Dann ist sign(7) =
(—1)*. Insbesondere ist also sign(m) = #1.

Man sieht auch: Wenn 7 - - - 1, = 01 - - - 0, mit Transpositionen m; und o;,
dann sind entweder k£ und ¢ beide gerade oder beide sind ungerade.

Wir haben nun (ohne Beweis):

Aussage 2.61 (Formel von Leibniz) Sei A € K"*". Dann ist

Det(A) = Z SIgN(7) a1 r(1) * * * Gne(n) -

TESR

Bemerkung Diese Formel hat ihren Wert in theoretischen Betrachtun-
gen. Fiir die algorithmische Berechnung der Determinante ist sie aber ka-
tastrophal: Mittels dieser Formel benétigt man (n — 1) - n! Kérpermulti-
plikationen. Wenn man mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen
rechnet, benétigt man nur O(n?) Kérperoperationen, genau wie beim Gauf-
Algorithmus.

Die adjunkte Matrix und die Cramersche Regel
Definition Fiir A € K™*" definieren wir die adjunkte Matriz als
A* = ((=1)" (Det(Aj3)))ij=1,..n -

(Beachten Sie die Rolle der Indices!)
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Sei nun A € K™ und b € K", und sei ¢ := A7b. Dann ist
G = Z<_1)i+j Det(A;;) bj = Det(ay, ..., a;1,0,a;41, - ,a,) . (2.19)
=1

aufgrund der Formel fiir die Entwicklung nach Spalten. Also: Man erhélt ¢;,
indem man die i-te Spalte von A durch b ersetzt und die Determinante dieser
Matriz bildet. (Beachten Sie wieder die unkonventionelle Rolle des Index i!)
Somit ist insbesondere A% a; = Det(A)e;. (Wenn man die i-te Spalte von
A durch g; ersetzt und dann die Determinante bildet, erhélt man Det(A) d; ;.)
Damit gilt
A#A =Det(A) I, . (2.20)
Da A beliebig war, gilt auch (A")# A" = Det(A") I, = Det(A) I,,. Nun ist
(A7 = ((=1)"7 (Det(Ai )))ij=1,.n = (AT)".
Damit folgt:
(AA#) = (A#) A" = (AN # A" = Det(A) I,
Wenn man nochmal transponiert, erhilt man
A A% = Det(A) I, .

Wenn A invertierbar ist, kann man dies natiirlich auch durch

A7 L at

- Det(A)
ausdriicken.
Wir geben uns nun eine invertierbare Matrix A € K™*" und einen Vektor
Xi
b € K" vor. Dann wissen wir, dass das LGS A - : = b genau eine
X

Losung hat; sei diese . Wenn wir beide Seiten von (2.20) von rechts mit x
multiplizieren erhalten wir A% b = Det(A) z, also

1
= A% ).
L7 Det(A) 7
Wenn wir (2.19) beachten, erhalten wir:
Det(a'a Gy, ba Qii1," 4 )
;= — —= = — 2.21
v Det(A) (221)

Dies ist die so genannte Cramersche Regel.
Algorithmisch ist diese Formel aber kein Fortschritt gegeniiber dem Gauf3-
Algorithmus.
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Die Determinante eines Endomorphismus

Wir geben uns jetzt einen endlichen erzeugten K-Vektorraum V' und einen
Endomorphismus ¢ : V. — V vor. Wir wollen die Determinante von ¢
definieren.

Hierzu wéhlen wir uns (irgendwie) eine Basis by,...,b, von V und be-
trachten die Determinante der Abbildungsmatrix Mg (¢) von ¢ bez. 8.

Ich behaupte, dass diese Determinante nicht von der Wahl der Basis
abhéngt.

Sei hierzu B’ eine andere Basis von V, und sei S die Ubergangsmatrix
von B nach B’. Dann gilt nach (2.18) und Aussage 2.58:

Det(Mg () = Det(S™' Mg () S) =
Det(S™") Det(Mg(¢)) Det(S) = Det(Mg (¢))

Damit konnen wir definieren: Die Determinante von ¢ ist die Determinante
der Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich irgendeiner Basis von V. Bezeichnung;:

Det(¢p).

Langrange-Interpolation und die Vandermondesche Matrix

Ich schliefe mit der expliziten Berechnung der Determinante einer bestimm-
ten Art von Matrizen und einer Anwendung.

Sei wie immer K ein Kérper, und seien (21, 1), ..., (Tn, yn) € K?, wobei
die z; paarweise verschieden sind. Wir wollen diese Punkte mittels eines
Polynoms interpolieren. Dies heifit, wir wollen ein Polynom f(X) € K[X]
mit p(x;) = y; fur alle i = 1,...,n finden. Wir stellen uns die Aufgabe, ein
solches Polynom mit moglichst kleinem Grad zu finden.

Nun hat diese Aufgabe die folgende eindeutige Losung: Es gibt ein eindeu-
tig bestimmtes Interpolationspolynom f(X) € K[X] mit Grad(f(X)) < n—1.

Das Auffinden dieses Polynoms heift Lagrange Interpolation.

Dies wollen nun die Behauptung beweisen. Dabei werden wir auch eine

Methode kennen lernen, die es erlaubt, dieses Polynom explizit zu berechnen.
Sei zunéchst f(X) = Zj:o a; X7 irgendein Polynom. Dann gilt: p(z;) =

Qo
Y ijoajxg =y (1 z - )| = y;. Mit ande-

aq
ren Worten: Das Polynom f(X) interpoliert die vorgegebenen Punkte genau
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agp
aq .
dann, wenn i eine Losung des LGS
Qq
1 oz - af Ao (7
Ao
ist, wobei : der Vektor der Unbestimmten ist.
Ag
1z )t
Ich behaupte nun, dass die quadratische Matrix :
]_ Ty - xn_l

n
invertierbar ist. Hieraus folgt die Behauptung, dass es ein eindeutig bestimm-

tes Interpolationspolynom vom Grad < n — 1 gibt. Auflerdem ergibt dies
sofort eine Methode, dies zu berechnen: Man 16se das LGS! (Es gibt aber
noch andere Methoden hierfiir.)

1 X1 e x?_l
Die Matrix Do . : heifit Vandermondesche Matrixz. Ich
1 Ty - xn_l

n
berechne nun die Determinante dieser Matrix und zeige, dass diese # 0 ist.
Beachten Sie, dass wir vorausgesetzt haben, dass die z; paarweise verschieden
sind. Wenn zwei gleich sind, ist die Determinante offensichtlich = 0.

Wenn wir der Reihe nach das x,-fache der Spalte n — 1 von der Spalte
n abziehen, das x,-fache der Spalte n — 2 von der Spalte n abziehen, ...,
das x,-fache der Spalte 2 von der Spalte 1 abziehen (in dieser Reihenfolge),
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erhalten wir:

n—1 n—2
12y - x’f’l 1 zy—2, - 2] —a,a]
Det | : . : = Det - s | =
1 ¢ a1 I xpq — Tp—1— TnTp_1
" " 1 0 0
T1 — Tn xy} - xnxqf_z
(=1 . Det =
n—1 n—2
Tp—1 T, Ty 1 TnZy 1
n—2
1 = Ty
(x9g —x1) -+ (zp, — 1) - Det : :
n—2
1 Tp-1 - Tp_q

Die Matrix, von der die Determinante genommen wird, ist nun eine (n—1) x
(n — 1)-Vandermondesche Matrix.

Per Induktion nach n sieht man nun, dass

n—1
1 Ty o Ty

Det | : : . = [l —=) .

]_ T P xn_]- i>7
n

Insbesondere sieht man, dass die Determinante # 0 ist, also ist die Matrix
invertierbar.



