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Un peu d’histoire

Le probleme du logarithme discret classique

On consideére le probleme du logarithme discret dans les groupes
Fy5, p premier.

Avec I'algorithme « Baby-Step-Giant-Step > on peut le résoudre
en temps

O(\/p) -

Théoreme (Pomerance, 1987) Ce probleme peut étre résolu en
temps
£O((log(p)-log log(p))'/?)

avec un algorithme randomisé.

On utilise la méthode de < calcul d'index >.
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Un peu d’histoire

1985

Victor Miller et Neal Koblitz proposent de considérer le probleme
du logarithme discret dans les courbes elliptiques sur les corps finis
pour des applications cryptographiques.

Victor Miller argumente que cela devrait étre plus efficace que
I'utilisation du probleme du logarithme discret classique ...

... parce qu'il devrait étre difficile d'appliquer la méthode du calcul
d'index a ces groupes.
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Mes résultats

Considérons le probleme du logarithme discret dans les courbes
elliptiques sur les corps finis Fgn. Alors :

» Soient n € N, n > 2 fixé. Alors restreint a ces instances on
peut résoudre le probleme en temps

O(¢* 7

avec un algorithme randomisé.



Un algorithme préliminaire

Soit un instance E/Fgn, A, B € E(Fgn), B € (A) donné,
E en forme de WeierstraB3.

Supposons pour simplifier que #E(Fgn) est premier.

Soit k :=1TF, et K :=Fgn et soit x : E — ]P’}< comme d'habitude.
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Un algorithme préliminaire

Calculer N := #E(K).
Déterminer m< net ¢ < n.

Choisir un sous-espace vectoriel U de K sur k de dimension c.

N

Définir la base de facteurs

F:={P e E(K)|x(P)e U}.

Soit F = {Fl, ceey Fk}.



Un algorithme préliminaire

5. Pouri=1,...,k+1:
Répéter
Choisir «j, B; € Z/NZ uniformément randomisés et
essayer de trouver une relation

QA+ BiB=P + -+ Py

Jusqu’a en trouver une.

Réécrire la relation comme

k
oz,-A+ﬁiB = Zl’;,ij .
j=1



Un algorithme préliminaire

6. Déterminer un vy € (Z/NZ)k*! : yR =0, y # 0.

[Nous avons

(Z viai)A+ (Z ViBi)B =0 ]

Z,’W/iai
Z,”Yiﬁi

7. Si ) vifi # 0, sortir —



Génération des relations

Etant donné C(= aA+ B) € E(K), nous voulons trouver une
relation / < décomposition >

C=Pi+--+Pp
avec Py,...,Pp e F.

Pour cela nous essayons de résoudre des systemes d'équations
polynomiales sur k.
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Génération de relations / décompositions

Idée. Pour Ps,..., Py, C € E(K), la condition C =Py + -+ Pp,
peut étre exprimée algébriquement sur K.

Nous essayons de trouver des relations en résolvant des systemes
d’'équations polynomiales sur k.

Considérations heuristiques :

> L'espace des tuples (Py,...,Pn) € F™ a mc
< degrés de liberté > sur k.

» L'espace des points C € E(K) a n < degrés de liberté > sur k.

? . y . .

= Soit § := mc — n. Alors pour C fixé les relations / solutions

(P1,...,Pm) € F™avec C = Py + -+ - + Py, varient dans un
espace d-dimensionnel sur k.

Nous voulons que 6 =0 ...



Un algorithme nouveau

1. Calculer N := #E(K).

2. Déterminer un m < n, soit ¢ := [ ] et § :== mc — n.
[Nous avons donc n=mc -6 =(m—95)-c+3d-(c—1)]

3. Choisir un sous-espace vectoriel U de K sur k de dimension ¢
et un sous-espace vectoriel U’ de U de dimension ¢ — 1.

4. Définir la base de facteurs

F :={P e E(K)|x(P)e U}

et de plus
F:={PeEK)|x(P)eU}.

Soit F = {Fl, F,..., Fk}.



Un algorithme nouveau

5 Pouri=1,...,k+1:
Répéter
Choisir «j, f; € Z/NZ uniformément randomisés et
essayer de déterminer une relation

aiA+BiB=P+---+ Pp
avec Py...,Pse F',Psi1,...,Pn € F.

Jusqu'a en trouver une.

Réécrire la relation comme

K
aA+BiB=> rijfj.
j=1



Un algorithme préliminaire

6. Déterminer un vy € (Z/NZ)k*! : yR =0, y # 0.

[Nous avons

(Z viai)A+ (Z ViBi)B =0 ]

Z,’W/iai
Z,”Yiﬁi

7. Si ) vifi # 0, sortir —



Décomposition

Nous avons besoin d'un procédure pour calculer des relations /
décompositions.

Entrée. C € E(K).
Sortie. Une relation / décomposition
C=Pi+---+Pp

avec
Pl,...,P5G.F/,P(;Jrl,...,PmE,F,

x(P1),...,x(Ps) € U,x(Psy1),...,x(Pm) € U.

Ou « rien >.
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Soient P1,...,Pm € E(K).



Décomposition

Soient Py,..., Py € E(K). Soient Pi,..., Py, C, O différents.
Conditions équivalentes :

» C=P1+ -+ Py

» (P)+-+(Pm)+(-C)~(m+1)-(0)
» Af e K(E)" : (Ff)=(P1)+---+(Pm)+(—C)—(m+1)-(0).
» Ifel((m+1)-0—(-C)):Vi=1,...,m: f(P;)=0.



Décomposition

Soient Py,..., Py € E(K). Soient Pi,..., Py, C, O différents.
Conditions équivalentes :

» C=P1+ -+ Py
(P1)+---+(Pm)+(=C) ~ (m+1)-(0)
f e K(E)*: (f)=(P1)+--+(Pm)+(—C)—(m+1)-(0).
Ffel((m+1)-0—-(-C)):Vi=1,....m: f(P;)=0.

Maintenant : Choisir une base de L((m+1)- O — (—C)), I'étendre
sur k, restreindre x(P;) a U ou a U'.

v

v

v



Décomposition

Soient C, Py,..., Py € E(K). Soient P1,..., Py, C, O différents.
Soit by, ..., by une base de L((m+1)- 0 — (—=C)).

Conditions équivalentes :

» P+ + Py =C.

» dog,...,ame K:Vi=1,...,m: (>, auby)(P;) =0
Pour P4, ..., P, variables nous avons

» 2m variables pour les P; et m équations de degré 3

» m — 1 variables pour les aq,...,a,_1 et m équations de bas
degré.



Résoudre les systemes

Sur k, nous avons

» nm+ n variables et n m équations pour les P;

» nm — n variables et n m équations de plus.

En total : 2nm variables et 2nm équations de bas degré sur k.

= Nous nous attendons a ce que |'espace de solutions du systeme
soit 0-dimensionnel.



Résoudre les systemes

Sur k, nous avons

» nm+ n variables et n m équations pour les P;

» nm — n variables et n m équations de plus.
En total : 2nm variables et 2nm équations de bas degré sur k.
= Nous nous attendons a ce que |'espace de solutions du systeme
soit 0-dimensionnel.

Ou peut-étre pas?



Résoudre les systemes

Théoreme (Canny, 1987) Il y a un algorithme randomisé avec les
propriétés suivantes :

Entrée. fi,...,fn € Fg[x1,. .., xn].
Sortie. Toutes les solutions k-rationnelles isolées.

Temps de calcul. (deg(f1) - - - deg(f,) - log(g))°™).

Un point d'un ensemble algébrique / d'un schéma est appelé isolé
s'il est égal a sa composante connexe.



Résoudre les systemes

Pour nous, le temps de calcul est e9("™) . log(q)°™) avec une
variante de cet algorithme pour des systemes creux. (Nous utilisons
un algorithme de Maurice Rojas reposant sur les résultants
toriques.)

Supposons que pour C € E(K) variable < la plupart > des
solutions sont isolées.

—> Le temps pour la génération des relations est

m! - eO(nm) . qc



Résoudre les systemes

Pour nous, le temps de calcul est e9("™) . log(q)°™) avec une
variante de cet algorithme pour des systemes creux. (Nous utilisons
un algorithme de Maurice Rojas reposant sur les résultants
toriques.)

Supposons que pour C € E(K) variable < la plupart > des
solutions sont isolées.

—> Le temps pour la génération des relations est

m! - eO(nm) . qc

alors

eO(nm+1-log(q))
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Le temps de calcul heuristique

Nous avons :
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Le temps de calcul heuristique

Nous avons :

n . .
» O(mm+7-108(9)) Kour la génération des relations

et

» e9(n18() pour I'algebre linéaire.

Avec m = min([+/log(q)], n) nous avons
eO(max(n~ \Y4 IOg(q) ’ lOg(q))) .
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Applications

Supposons un temps de calcul de

O(max(n-\/I0g(q) . lo&(a))) |

Alors :
» Avec n< b- \/m nous avons qo(l).
Pour
ay/log(q) < n < by/log(q)
nous avons



Applications

Supposons un temps de calcul de

(max(n-4/log(q),log(q)))

Alors :
» Avec n< b- \/m nous avons qo(l).
Pour
ay/log(q) < n < by/log(q)
nous avons

q = e'°8(a) — (log(q) 9)*2)?® _ o(1/log(q) log(q))*/?

< el3nlog(a)*?



Applications

Supposons un temps de calcul de

O(max(n-my log(q))) .

Alors :

» Pour

IN
=]
IN

alog(q) blog(q)

nous avons
£O((log(qM)*/*)



Géométrie

Soit Resy|x(E) la restriction de Weil de E relative a K|k.
C'est une variété abélienne de dimension n sur k avec :
Pour tout k-schéma S,

Resk«(E)(S) ~ E(S x«x K) .



Géométrie

Soit Resy|x(E) la restriction de Weil de E relative a K|k.
C'est une variété abélienne de dimension n sur k avec :
Pour tout k-schéma S,

Resk«(E)(S) ~ E(S x«x K) .

En particulier,
ResK‘k(E)(k) ~ E(K) .



Géométrie

A chaque espace vectoriel de dimension finie W sur k on peut
associer fonctoriellement un espace affine dans la catégorie de
groupes algébriques sur k

A[W]

Ar[W](k) = (W, +)

et
To(Ax[W]) =W



Géométrie

A chaque espace vectoriel de dimension finie W sur k on peut
associer fonctoriellement un espace affine dans la catégorie de
groupes algébriques sur k

Ar[W]
A[W](k) = (W, +)
et
To(Ax[W]) =W
On a
Resy ik (AR)(K) = (K, +)
et

Reskk(Ak) = Ax[K] -



Géométrie
Soit E, := x 1(A}), la < partie affine > de E.

Le revétement x : E; — A}( induit un revétement

Res(x) : Resk«(Ea) — ResK|k(A}<) = A¢[K]
de degré 2".
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Géométrie

Soit E, := x 1(A}), la < partie affine > de E.

Le revétement x : E; — A}( induit un revétement
Res(x) : Resk«(Ea) — ResK|k(A}() = A¢[K]

de degré 2".

L'inclusion U < K induit une immersion fermée

Ak[U] — Ak[K] s

de méme
Ak[Ul] — Ak[K] .



Géométrie

Soit V' défini par le diagramme cartésien

Ve Resy(Ea)

l i Res(x)

A U] Ak[K] = Resyi(Ak) -

Nous avons F =~ V/(k).

Soit V'’ défini similairement. Alors on a aussi F' ~ V'(k).



Géométrie

L'application d'addition (F')? x F™~% — E(K) correspond 3
I"application d'addition

V/(k)° x V(k)™ (k) — Reskx(E)(K) .

Soit
am 1 (V')? x V™% — Reskx(E)

le morphisme d’addition.
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Géométrie

L'application d'addition (F')? x F™~% — E(K) correspond 3
I"application d'addition

V/(k)° x V(k)™ (k) — Reskx(E)(K) .

Soit
am 1 (V')? x V™% — Reskx(E)

le morphisme d’addition.

Pour C € E(K) =~ Resk«(E)(k) nous voulons étudier I'image
réciproque de C dans (V)% x V™9

Autrement dit : nous voulons étudier la fibre sur C.



Géométrie

Soit encore
am : (V')° x V™0 — Resy i (E) .
But principal. Pour C € E(K) =~ Resk«(E)(k) distribué

uniformément, donner une borne inférieure sur la probabilité que la
fibre sur C contient un point k-rationnel isolé !
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But principal. Pour C € E(K) =~ Resk«(E)(k) distribué
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fibre sur C contient un point k-rationnel isolé !
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Géométrie

Soit encore
am : (V)° x V™0 — Resyi(E) .

But principal. Pour C € E(K) distribué uniformément, donner une
borne inférieur sur la probabilité que la fibre de C contient un
point k-rationnel isolé!

Remarquons : Resy | (E)(k) et (V)9 x V™=9 sont de la
dimension n.

Question. A-t-on ap, : (V)0 x Vm=9 Resk|«(E) surjective sur
toutes les composantes irréductibles de (V) x Vm=97?

Difficile !



Géométrie

Soit encore

am : (V')° x V0 — Resy(E) .

Observation. Soit (Py, ..., Pm) € ((V')° x V™) (k),
C=Pit ot Pm

Conditions équivalentes :

> (P1,...,Pm) est isolé et réduit dans la fibre de C.

> ap, est non-ramifié a (P1,..., Pp).

> (am)s  Tpy,.. Py (V)2 x VM=0) — Te(Reskk(E)) est
injective.

De plus, < étre non-ramifié > est une propriété ouverte ...



Algorithme final

» Garantir que 0 € A'(K) est non-ramifié et décomposé par
rapport a x : E; — A}(.
» Choisir une décomposition

Soient
Fi:={P € E(K) | x(P) € Uj}
et
m
F = U]—", .
i=1

» Chercher des relations de la forme

C=Py+---+P,, avec P; € F;.



Analyse d'algorithme

Comme avant soit V; défini par le diagramme cartésien

Vi Resy«(Ea)

l i Res(x)

Ak[U,']C—> Ak[K] = ResK|k(A}<) .

Nous avons Fj ~ Vi(k).



Analyse d'algorithme

Soit Py € E(K) un antécédent de 0 € AL(K).

Maintenant Res(x) : Resyx(Ea) — Resk|x(Ak) est non-ramifié
en Py € Resk (E)(k).



Analyse d'algorithme

Soit Py € E(K) un antécédent de 0 € AL(K).

Maintenant Res(x) : Resyx(Ea) — Resk|x(Ak) est non-ramifié
en Py € Resk (E)(k).

Nous voulons étudier les fibres du morphisme
am Vi X - xV,— ResK|k(E) .

Proposition Ce morphisme est non-ramifié en
(Po,...,Po) S (\/1 X oo X Vm)(k)

— Si les V; sont irréductibles, le morphisme et
génériquement non-ramifié est alors génériquement fini.



Analyse d'algorithme

Preuve de la proposition

Nous avons

am V1 X - X Vip — Resy(E)
Ce morphisme est non-ramifié a (Po, ..., Py) si et seulement si
I'application

(@am)« = Tpy,...p) (V1 X -+ - X Vin) — Tppy(Resk(E))

est injective.



Analyse d'algorithme

Nous avons
T(po,...Po) (V1 X -+ x Vi) (4m)- Tmpy(Resk |k (E))
T(T((m—lwo))*
Try (V1) % - x Tpy(Vim) —=—> Try(Resy(E))

J{ lRes(x)*

To(ArlUr]) % - % To(A[Un]) = To(Reskx(Ak))

Up - x Uy 2 K.




Analyse d'algorithme

Soit maintenant (P1,...,Pm) € Vi(k) X -+ x Viu(k). Alors le
morphisme
am Vi x - xV, — ResK‘k(E)

est non-ramifié a (P1,..., Ppm) si et seulement si

m

Try(Reskk(E)) = D (rpy—p))« (T (V) -

i=1

Cette condition peut étre étudiée explicitement.



Analyse d'algorithme

Soit maintenant (P1,...,Pm) € Vi(k) X -+ x Viu(k). Alors le
morphisme

am Vi x - xV, — ResK‘k(E)
est non-ramifié a (P1,..., Ppm) si et seulement si

m

Try(Reskk(E)) = D (rpy—p))« (T (V) -

i=1
Cette condition peut étre étudiée explicitement.

» Si char(k) est impair, nous avons le différentiel holomorphe %
et le champ tangentiel holomorphe yt,.
. . . o dx
» Si char(k) est pair et E non-supersinguliere, nous avons ¢
et xty.

» Si char(k) est pair et E supersinguliére, nous avons dx et t.



Et quelques conditions de plus ...

> #V;(k) devrait avoir au moins 3 - qdim(Vi) éléments.

» En caractéristique impaire, les espaces V; doivent étre
irréductibles.



Le résultat principal

Théoreme Le probleme du logarithme discret dans les groupes
rationnels des courbes elliptiques sur les corps [Fgn peut étre résolu
en temps

£ O(max(log(q),n-log(q)!/?,n*/?))

avec un algorithme randomisé.

Sur la condition que g est pair, il peut étre résolu en temps

eO(max(log(q),n'bg(CI)l/z7”'|0g(”)1/2))

avec un algorithme randomisé.
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