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Einleitung

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist Inverse Galoissche Theorie in positi-
ver Charakteristik. Allgemein ist es das Ziel der Inversen Galoisschen Theorie,
die endlichen Quotienten der absoluten Galoisgruppe eines Korpers k zu be-
stimmen. D.h. man fragt sich, welche endlichen Gruppen als Galoisgruppen von
galoisschen Korpererweiterungen A|k vorkommen.

Sei nun k ein globaler Korper, d.h. eine endliche Erweiterung von Q oder
F,(z). Dann gilt der Hilbertsche Irreduzibilitdtssatz: Jede galoissche Erweite-
rung des rationalen Funktionenkorpers k(t) kann unter Erhalt der Galoisgruppe
auf eine galoissche Erweiterung von k spezialisiert werden.

Aus diesem Grund ist das sogenannte regulire Inverse Galoissche Problem
zentral: Man realisiere alle endlichen Gruppen als Galoisgruppen einer tiber Q
bzw. Fp(z) reguliren, galoisschen Erweiterung N von Q(t) bzw. von Fy(z)(t)!
(Reguldr bedeutet in diesem Fall, dass Q bzw. F,,(z) algebraisch abgeschlossen
in N ist.) Falls eine Gruppe Galoisgruppe einer solchen regulidren Erweiterung
ist, und k ein Zahlkorper respektive globaler Funktionenkorper ist, so ist G
automatisch Galoisgruppe einer iiber k reguldren, galoisschen Erweiterung von
k(t) und damit auch Galoisgruppe einer galoisschen Erweiterung von k.

Der einfache bzw der starke Starrheitssatz [MM, Theorem 1.4.8, Theorem
1.4.11] gibt Kriterien an, unter denen eine endliche Gruppe Galoisgruppe einer
iiber k reguldren galoisschen Erweiterung von N|k(t) ist. Dabei ist k eine gewisse
endliche abelsche Erweiterung von Q, die unter weiteren Voraussetzungen gleich
Q ist.

Diese Sétze gehen auf Belyi zuriick. In [Belyi] wird gezeigt, dass die klassi-
schen endlichen einfachen Gruppen vom Lie Typ als Galoisgruppen einer iiber
Q?’ reguliren, galoisschen Erweiterung iiber Q®*(¢) auftreten. Eine gute Uber-
sicht iiber den Stand der Bemiihungen, alle endlichen einfachen Gruppen als
Galoisgruppen einer iiber Q reguldren, galoisschen Erweiterung von Q(t) zu
realisieren, bietet [MM, Kapitel 1,2,3].

Das Ziel dieser Arbeit ist, die Starrheitsséitze von Zahlkorpern auf globale
Korper positiver Charakteristik zu iibertragen. Dabei wird grundsétzlich vor-
ausgesetzt, dass die Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt.
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Zum einfachen Starrheitssatz

. in Charakteristik Null

Aufgrund der kontravarianten Aquivalenz der Kategorien der Funktionenkdrper
von Transzendenzgrad 1 iiber einem festen Grundkoérper und der normalen, ei-
gentlichen, irreduziblen Kurven (d.h. reduzierten, separierten Schemata von Di-
mension 1 tiber einem Korper) tiber demselben Grundkérper kann man Metho-
den der algebraischen Geometrie benutzen, um das regulire Inverse Galoissche
Problem anzugehen.

Sei P! die (algebraische) projektive Gerade. Sei Q der Kérper der rationalen
Zahlen, Q ein algebraischer Abschluss von Q und C der Kérper der komplexen
Zahlen. Sei S eine s-elementige Menge von rationalen Punkten aus P}Q. Sei
U="Uq := P%Q — 5. Sei fiir einen beliebigen Korper k in Charakteristik Null
Uy :=U xq k. Sei U die Analytifizierung von Uc.

Ein erster Schritt zur Losung des regulédren Inversen Galoisschen Problems
besteht im Riemannschen Existenzsatz. Dieser besagt insbesondere, dass die
Kategorie der topologischen Uberlagerungen von U dquivalent zur Kategorie der
étalen Uberlagerungen von Ug ist. Dariiberhinaus ist bekannt, dass jede étale
Uberlagerung von Uc auch iiber Q definiert werden kann. Daraus folgt, dass
die étale Fundamentalgruppe von Ugs kanonisch insomorph zur proendlichen
Komplettierung der topologischen Fundamentalgruppe von U ist.

7T1(U6) =< AL, e YY1 s = 1>

Sei nun G eine endliche Gruppe und o = (o1, ...,05) ein s-elementiges Erzeu-
gendensystem von G mit o7 ---0s = 1. Dann definiert der surjektive stetige
Homomorphismus 7T1(U6) — G, ; — 0; eine galoissche Uberlagerung von UQ
mit Galoisgruppe G.

Die Frage ist nun, iiber welchen algebraischen Erweiterungen k|Q diese Uber-
lagerung mit allen ihren Automorphismen definiert werden kann. Dazu betrach-
tet man die exakte Sequenz

1 ——>mUg) —>m(Uq) —=Tq —=1 (1)

Dabei ist I'q := Gal(Q|Q) die absolute Galoisgruppe von Q. Die durch
771(U§) — G definierte galoissche Uberlagerung ist genau dann mit allen Au-
tomorphismen iiber k definiert, wenn folgendes kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen existiert:

1*>7T1(U6)H7T1(Uk)*>rkﬂl (2)
1 G GxTy——Tp——=1

Falls dies der Fall ist, definiert der Quotient 7m1(Ux) — G eine geometrisch irre-
duzible galoissche Uberlagerung von Uy, mit Galoisgruppe G. Durch Basiswech-
sel von k nach Q erhélt man die durch 7r1(U6) — G definierte Uberlagerung
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und alle ihre Automorphismen. Die entsprechende Erweiterung von Funktio-
nenkorpern ist dann die gesuchte regulire galoissche Erweiterung von k(t) mit
Galoisgruppe G.

Sequenz 1 spaltet, da Uqg rationale Punkte enthélt. Sei ein Schnitt fixiert.
Dann operiert I'q auf der freien proendlichen Gruppe auf s — 1 Erzeugenden
7T1(U6). Die Operation kann zur Zeit nicht effektiv angegeben werden. Bekannt
ist allerdings: I'q operiert auf den Konjugationsklassen der topologischen Er-
zeugenden -y; mittels des cyklotomischen Charakters.

Die Idee des einfachen Starrheitssatzes besteht nun darin, diese Informati-
on auszunutzen und an die Gruppe G und das Erzeugendensystem o gewisse
Forderungungen zu stellen, so dass Diagramm 2 existiert.

Die Aussage des einfachen Starrheitssatzes lautet:

Sei G eine endliche Gruppe in der das Zentrum ein Komplement hat, und sei
C = (C4,...,Cy) ein Vektor von Konjugationsklassen von G, welcher starr ist.
Dies heifit: Es gibt genau eine Konjugationsklasse [o] von Erzeugendensystemen
mit o1---0s = 1 und o; € C;. Dabei verstehen wir unter einer Konjugations-
klasse von ¢ die Menge [c] := ¢ = {(go1g7!,...,90,97 )| g € G}.

Sei Qc = Q{x(Cy)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in Q,
i=1,..,5}).

Dann existiert eine iber Qg requlire, galoissche Erweiterung N|Qgc(t) mit
Galoisgruppe G.

Insbesondere, wenn fiir alle natirlichen Zahlen n mit |G|tn C™ = C gilt, so
gibt es eine iber Q requlire, galoissche Erweiterung N|Q(t) mit Galoisgruppe
G.

. in positiver Charakteristik

Die Ergebnisse aus Charakteristik Null kann man auf positive Charakteristik
iibertragen, wenn man fordert, dass die Charakteristik die Gruppenordnung
nicht teilt.

Der einfache Starrheitssatz hat zwei Versionen, je nachdem ob der Grund-
korper ein endlicher Korper oder ein globaler Funktionenkorper ist. Der einfache
Starrheitssatz fiir globale Funktionenkorper (siehe Satz 5.8) lautet:

Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung,
in der das Zentrum ein Komplement hat. G besitze einen starren Klassenvektor
C der Linge s.

Sei (Fp)c = Fp({x(Cy)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in F,,
i=1,..,s}).

Dann existiert eine dber (Fp)c(x) reguldre, galoissche Erweiterung
N|(Fp)c(x)(t) mit Galoisgruppe G.

Insbesondere, falls C? = C ist mit q := p®,e > 1, so gibt es eine iber F,(z)
reguldre, galoissche Erweiterung N|F,(z)(t) mit Galoisgruppe G.
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Fiir endliche Kérper muss man nicht fordern, dass das Zentrum von G ein
Komplement hat. Es gilt (siche Satz 5.6):

Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung

und einem C' starren Klassenvektor der Linge s. Seie > 1 und q :=p® > s—1.

Sei (Fy)c = F,({x(C:)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in F,,
i=1,..,8}).

Dann  existiert eine dber (Fg)c reguldre, galoissche Erweiterung
N|(Fy)c(t) mit Galoisgruppe G.

Insbesondere, falls C? = C ist, so gibt es eine uber F, reguldre, galoissche
Erweiterung N|F4(t) mit Galoisgruppe G.

Fiir den Beweis sind folgende Punkte entscheidend:

e Der maximale p-primen Quotient der geometrischen Fundamentalgruppe
einer Kurve iiber einem Korper in positiver Charakteristik ist bekannt.

e Sei k ein beliebiger Korper, k ein algebraischer Abschluss und k%P ein
separabler Abschluss von k, und sei Uy ein offener Teil der projektiven
Geraden iiber k. Dann sind die étalen Fundamentalgruppen von Uy und
Ugser isomorph.

e Die maximale quasi-p-Untergruppe einer proendlichen Gruppe ist charak-
teristisch.

Diese Arbeit

Da die Kenntnis einiger Begriffe iiber Korper notwendig ist, um zu verstehen,
was es heifit, eine Galoisgruppe sei iiber einem Teilkoérper definiert, beginne ich
mit einem Kapitel iiber diese Begriffe und einfache Eigenschaften.

Das zweite Kapitel hat endlich erzeugte Korpererweiterungen vom Transzen-
denzgrad 1, kurz Funktionenkorper, zum Inhalt. Insbesondere zeige ich dort,
dass fiir einen reguldren Funktionenktrper die Galoisgruppen der maximalen
auBerhalb S unverzeigten Erweiterungen von kK und von k*P K isomorph sind.

Im dritten Kapitel befasse ich mich mit algebraischen Kurven. Nach der
Dedekind-Weber Aquivalenz ist die Kategorie der normalen, zusammenhiingen-
den, eigentlichen k-Kurven isomporph zur Kategorie der Funktionenkérper (von
Trandszendenzgrad 1) von k. Somit kann man mit Methoden aus der algebrai-
schen Geometrie Einsichten tiber Funktionenkorper erlangen.

Im vierten Kapitel befindet sich der Beweis, dass die absolute Galoisgruppe
I'y auf den Konjugationsklassen der Erzeugenden des p-primen Teils der alge-
braischen Fundamentalgruppe mittels des cyklotomischen Charakters operiert.
Das Resultat lehnt sich stark an das entsprechende Resultat in Charakteristik
Null an.
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Im letzten Kapitel beweise ich den einfachen und den starken Starrheitssatz
in positiver Charakteristik. Uber endlichen Kérpern kann der einfache Starr-
heitssatz insofern verbessert werden, als man nicht fordern muss, dass in der zu
realisieren Gruppe das Zentrum ein Komplement besitzt.

In einem Anhang werden die in dieser Arbeit benutzten Begriffe und Tatsa-
chen aus der Theorie der proendlichen Gruppen zusammengestellt.

Bezeichnungen und Definitionen

Sei k ein Korper. Dann vereinbaren wir die folgenden Bezeichnungen:

k5P ist ein separabler Abschluss von k

k™S ist ein rein inseparabler Abschluss von k

k ist ein algebraischer Abschluss von k

[y ist die absolute Galoisgruppe von k, d.h. I'y, =Gal(k*P|k)

Sei K|k eine endlich erzeugte Kérpererweiterung. Dann nennen wir K|k
einen Funktionenkdorper, wenn der Transzendenzgrad von K |k gleich 1 ist.

Sei K|k ein Funktionenkérper, S eine endliche Menge von Primstellen von
K|k. Ms = Mg(K) ist eine maximale auflerhalb S unverzweigte Erweite-
rung von K.

Fiir die algebraische Geometrie legen wir Folgendes fest:

Alle Schemata seien noethersch und alle Morphismen seien von endlichem
Typ

Sei k ein beliebiger (nicht notwendig abgeschlossener Korper) Korper. Eine
k-Varietdt ist ein reduziertes, separiertes Schema iiber &k (wie immer von
endlichem Typ). Eine k-Kurve ist eine k-Varietit von Dimension 1.

Ein Schema ist ganz, wenn es reduziert und irreduzibel ist

Sei U ein normales, ganzes Schema.

Sei X ein normales, ganzes Schema und f : X — U ein endlicher, do-
minanter (und damit surjektiver) Morphismus. Dann nennen wir f eine
endliche, normale, ganze Uberlagerung von U. (Wir sagen dann auch, dass
X eine normale, ganze Uberlagerung von U ist.)

Sei X ein normales Schema (nicht notwendiger Weise ganz). Dann nennen
wir einen Morphismus f : X — U eine endliche, normale Uberlagerung,
wenn f endlich und auf jeder Zusammenhangskomponente von X domi-
nant (surjektiv) ist.
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Auflerdem vereinbaren wir:
e Vektoren werden stets unterstrichen.

e Die Konjugationsklasse eines Elementes z in einer Gruppe wird mit [z]
bezeichnet.

e Wenn wir iiber proendliche Gruppen reden, so meinen wir mit einem Mor-
phismus stets einen stetigen Gruppenhomomorphismus, d.h. einen Mor-
phismus in der Kategorie der proendlichen Gruppen.



Kapitel 1

Komposita von Korpern

1.1 Lineare Disjunktheit

Definition Sei F' ein Korper. Seien K|F und L|F Koérpererweiterungen. Ein
F-Kompositum von K und L ist ein F-Algebrenmorphismus K @p L — M,
wobei M das Koérpererzeugnis des Bildes von « ist.

Ein Morphismus von F-Komposita von K und L K @p L — M; und

K®pr L i> My ist ein Kérpermorphismus M i> Ms>, so dass das Diagramm

K®pL-2—> M

RN

M,

kommutiert. Jeder Morphismus von Komposita ist ein Isomorphismus, denn
er ist nach Definition des Kompositums surjektiv und als Koérpermorphismus
injektiv.

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine Bijekti-
on zwischen F-Komposita einerseits und Paaren von Morphismen K «— M,
L — M, welche auf F' die Identitét sind, so dass M als Korper von Elementen
aus K und L erzeugt wird, andererseits.

Definition Wenn die F-Erweiterungen K und L beide in einem Korper €
eingebettet sind, so bezeichne K L das Korpererzeugnis von K und L in 2. Das
Kompositum (K & KL, L & KL,KL), wobei tx und ¢, die Einbettungen von
K und L nach € sind, ist dann das Kompositum von K und L in ).

Wenn K @ p L — M ein F-Kompositum ist, so ist M das Kompositum von
K und L in M, wir schreiben deshalb auch M = K L. Dies bedeutet aber nicht,
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dass ein F-Kompositum von K und L durch M bis auf Isomorphie eindeutig
definiert ist. Man betrachte dazu folgendes Beispiel:

Beispiel Der Korper C besitzt mit sich selbst als R-Erweiterung genau zwei
nichtisomorphe Komposita, die als Kérper beide isomorph zu C sind. Das erste
ist durch id : C — C und id : C — C gegeben. Das zweite hingegen durch
die Identitdt id : C — C und die Konjugation — : C — C.

Definition Ein Kompositum K ®p L — KL ist linear disjunkt, falls der
Morphismus injektiv ist.

Lineare Disjunktheit ist dquivalent zur folgenden, scheinbar unsymetrischen
Bedingung:

Proposition 1.1 Seia: K ®p L — KL ein Kompositum. Dann ist o genau
dann linear disjunkt, wenn jede Teilmenge von K, die iiber F' linear unabhdngig
ist, auch iber L linear unabhdingig ist.

Beweis. Sei «a injektiv. Seien k1, ...k, iiber F' linear unabhéngige Elemente aus
K. Dann sind k1 ® 1,....,k, ® 1 € K ®p L linear unabhéngig iiber L. Da die
Abbildung K ® g L — KL injektiv und K-linear ist, sind kq,...,k, linear
unabhéngig iiber L.

Sei andererseits jede Teilmenge aus K, die in KL iiber F' linear unabhéingig
ist, auch iiber L linear unabhéngig. Sei x € K ®p L. Dann gibt es K-linear
unabhéngige Elemente k;...,k, € K und Elemente l1,...,l, € L mit x = k1 ®
lhi+---+k,®1l,. Wenn nun kily+---k,l, =0in KL ist,soistl; =...=1, =0
nach Voraussetzung, also x = 0. O

Damit sieht man sofort: Wenn M eine Korpererweiterung von K ist und M
und L linear disjunkt {iber F' sind, so sind auch K und L linear disjunkt iiber
F.

Lineare Disjunktheit wird in dieser Arbeit durch folgendes Diagramm sym-

bolisiert:
KL
K L
F

Das Bild eines Kompositums K ® p L — KL ist gleich

K[L] = LIK] = {)_kililk; € K,1; € L}
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Wir werden uns nur mit linear disjunkten Koérpererweiterungen beschéftigen,
falls eine der beiden Erweiterungen algebraisch ist. In diesem Fall ist KL =
L[K] = K|[L], und ein Kompositum K ® p L — KL ist stets surjektiv.

Proposition 1.2 Sei K|F algebraisch und L|F beliebig. Dann sind dquivalent:

1. K®p L — KL ist injektiv (und damit ein Isomorphismus), d.h. K und
L sind tiber F linear disjunkt

2. K®r L — KL ist ein Isomosphismus
3. K ®p L ist ein Korper

4. K ®p L ist ein Integrititsbereich

.

Jede tiber F' linear unabhingige Teilmenge von K ist linear unabhdingig
tber L

6. Jede Basis von K|F ist eine Basis von KL|L

Beweis. 1. — 2., 2. — 3., 3. — 4. sind klar

4. — 1.: Sei Q =Quot(K ®p L) der Quotientenkérper. @ enthilt durch
K—K®@rL—Qund L — K®pL — @ die Kérper K und L. Das Bild
der Abbildung K ® p L — Q ist gleich L[K] = K L. Somit ist KL = @Q und die
Abbildung K ® p L — KL ist ein Isomorphismus, da K ® p L — @ injektiv
ist. Also sind K und L iiber F linear disjunkt.

1. — 5., 5. — 1. siehe Proposition 1.1

5. — 6.: Jede Basis von K|F ist linear unabhéngig in K L|L nach Voraus-
setzung. Sie ist aber auch ein Erzeugendensystem des L-Vektorraumes K ®p L
und somit auch von KL|L.

6. — 5.: ist klar O

Dies wird falsch, wenn weder K noch L algebraisch iiber F' sind. Sei beispiels-
weise F'(X,Y) der rationale Funktionenkdrper in zwei Variabeln dann sind F(X)
und F(Y) linear disjunkt iiber F' in F'(X,Y"). Sie sind aber nicht iiber F' linear
disjunkt beziiglich F(X) — F(X),X —» X, F(Y) — F(X),Y — X.

Allerdings gilt aufgrund der universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers:
Wenn K ®p L ein Integritéitsbereich ist, so ist K ® p L —Quot(K ®p L) das
eindeutige linear disjunkte Kompositum von K und L iiber F.

Deshalb definieren wir:

Definition Sei K|F eine algebraische, L|F eine beliebige Korpererweiterung.
Dann sind K und L linear disjunkt dber F', falls die F-Algebra K ®p L ein
Korper ist. Falls dies der Fall ist, so ist die Identitit K @ p L — K ®p L das
Kompositum von K und L iiber F'.

Seien K|F und L|F beliebige Korpererweiterungen. Dann sind K und L
linear disjunkt iber I, falls die F'-Algebra K ® g L ein Integritéitsbereich ist. Falls
dies der Fall ist, so ist der Morphismus von K ®p L auf den Quotientenkorper
das linear disjunkte Kompositum von K und L iiber F'.
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Seien K und L iiber F linear disjunkt, KL das Kompositum von K und L
iiber F'. Sei L in einen Korper € eingebettet. Dann kénnen F-Homomorphismen
von K nach Q zu L-Homomorphismen von KL nach € 'hochgehoben’ wer-
den: Sei dazu o € Homp(K, Q) beliebig. Dann definiert k ® g | — o(k)l einen
F-Algebrenmorphismus von K ® p L nach Q. Nach Definition der linearen Dis-
junktheit ist die Abbildung o: K[L] — Q, 3" kil = ", o(ki)l; (ki € K, 1; € L)
wohldefiniert. Dies definiert dann einen eindeutigen Koérperhomomorphismus
von KL nach €.

Umgekehrt kann man L-Homomorphismen von K L nach €2 auf K einschrin-
ken. Wir erhalten dann einen F-Homomorphismus von K nach . Die Abbil-
dungen 'Hochheben’ und ’Einschrinken’ sind invers zueinander. Daraus folgt:

Proposition 1.3 Seien K und L dber F linear disjunkt und sei L in §) einge-
bettet. Dann definiert ’Hochheben’ und ’Einschrinken’ eine Bijektion zwischen
Homp (K, Q) und Homy(KL,Q).

Wenn K und L iiber F' linear disjunkt sind, so ist sicherlich KN L = F. Es
ist interessant, Kriterien anzugeben, unter denen die Bedingung K N L = F
dquivalent zur linearen Disjunktheit ist.

Proposition 1.4 Sei Q|K eine Erweiterung. Sei K|F' ein galoisscher und L|F'
ein algebraischer Teilkorper von QK. Dann sind K und L genau dann iber F
linear disjunkt, wenn K N L = F ist.

Beweis. Sei KN L =F.

1. Schritt Beweis fiir endliche Erweiterungen. Seien K und L endlich iiber
F. Mit K|F = K|K N L ist auch KL|L galoissch (normal und separabel sind
klar). Die Restriktion res: Gal(K L|L) — Gal(K|K N L) definiert einen Isomor-
phismus. Die Injektivitit ist klar. Die Surjektivitit folgt aus folgender Uber-
legung: Sei E|F der Korper mit Bild(res) = Gal(K|E). Man zeigt leicht, dass
E=F=KnNList. Somit ist [KL: L] = [K : K N L]. Damit ist

dlmFK®FL:dlmFK dimFL:
[K:F|[L:F]=[K:KNL|[L:F]=[KL:L|[L:F]=[KL:F]

Somit ist der Homomorphismus K ® p L —> K L injektiv.

2. Schritt Beweis im allgemeinen Fall. Seien k, ..., k, € K linear unabhéingig
iiber F. Seinen ly,...,l, € L mit l1k1 4+ -+ + l,k, = 0. Dann sind die k; in
einer endlichen galoisschen Teilerweiterung von K und die /; in einer endlichen
algebraischen Teilerweiterung von L|F enthalten. Diese sind nach Schritt 1 linear
disjunkt. Also ist [y = --- =1, = 0. Also sind K und L linear disjunkt iiber F'.
O

Separable algebraische und rein inseparable algebraische Erweiterungen sind
immer linear disjunkt:
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Proposition 1.5 Sei K|F separabel algebraisch und L|F rein inseparabel. Dann
sind K und L linear disjunkt tiber F'.

Beweis. Bette K und L in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper €2 ein. Sei
K™ die normale Hiille von K. Dann ist K"|F galoissch. AuBerdem ist K" NL =
F'. Somit sind K™ und L linear disjunkt tiber F. Also sind auch K und L linear
disjunkt iiber F. O

1.2 Definitionskorper

Definition

e Sei M|K eine beliebige Korpererweiterung. Ein Teilkérper F von K ist ein
Definitionskdrper von M|K, falls eine zu K iiber F' linear disjunkte Teiler-
weiterung L von M |F existiert mit M = K L. L ist dann ein Komplement
von M|K iiber F.

e Sei G =Aut(M|K). Ein Definitionskérper von M|K beziglich der Auto-
morphismengruppe G ist ein Definitionskérper F', so dass G den Korper
L invariant lasst, d.h. G(L) C L.

Falls F ein Definitionskorper zu M| K ist, so sagen wir auch, M|K sei diber F
definiert. Wenn G die Automorphismengruppe von M|K ist und F ein Defini-
tionskorper beziiglich der Automorphismengruppe ist, so sagen wir auch, M|K
sei beziiglich G tber F definiert.

Bemerkungen

e Falls F ein Definitionskérper von M |K mit Komplement L ist, so ist M|K
genau dann algebraisch, wenn L|F algebraisch ist. Dies sieht man mit Hilfe
von endlichen Teilerweiterungen.

e Sei nun F ein Definitionskérper von M|K mit Komplement L.

- Wie oben definiert kénnen alle Elemente aus Aut(L|F') zu Elementen aus
Aut(M|K) ’hochgehoben’ werden. "Hochheben’ ist immer injektiv und ge-
nau dann ein Isomorphismus, wenn L ein Komplement von M |K beziiglich
G ist. Falls dies der Fall ist, ist die 'Einschrinkung’ Aut(M|K) —
Aut(L|F) die Umkehrabbildung.

- Falls L|F' algebraisch und normal ist, so ist F' ein Definitionskorper
beziiglich G.

- Sei M|K galoissch. Dann ist nach Proposition 1.3 (mit 2 = M, Rollen
von K und L vertauscht) F' genau dann ein Definitionskérper beziiglich
G, wenn L|F galoissch ist.

Proposition 1.6 Sei F' ein Definitionskorper zur galoisschen FErweiterung
M|K. Sei auflerdem K|F galoissch. Dann ist auch M|F galoissch.
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Beweis. Sei L ein Komplement zu M|K iiber F. Sei « € M fix unter
Aut(M|F). Dann ist = fix unter Gal(M|K) und unter Aut(M|L). Ersteres be-
deutet, dass x € K ist. Da K|F galoissch ist, definiert Einschrinken und Hoch-
heben einen Isomorphismus von Aut(M|L) und Gal(K|F). Zweiteres besagt
nun, dass x fix unter Gal(K|F) ist. D.h. x € F. O

Sehr iibersichtlich ist die Frage, ob F ein Definitionskérper von M|K oder
gar ein Definitionskorper von M|K beziiglich G ist, wenn M|F und K|F als
galoissch vorausgesetzt wird.

Proposition 1.7 Sei M|F galoissch, K|F eine galoissche Teilerweiterung mit
Gal(M|K) = G. Dann gilt:

e [ ist genau dann ein Definitionskérper von M|K, wenn die Sequenz
1 —— Gal(M|K) —— Gal(M|F) —— Gal(K|F) ——1
spaltet.

e F genau dann ein Definitionskirper von M|K beziiglich G, wenn die Se-
quenz

| —— Gal(M|K) — Gal(M|F) — Gal(K|F) — 1

spaltet und ein Schnitt gewdhlt werden kann, so dass die Operation von
Gal(K|F) auf Gal(M|K) trivial ist.

Beweis. Sei F ein Definitionskérper von M|K und L ein Komplement. Sei H :=
Gal(M|L). Die Aussagen KL = M und K N L = F sind dquivalent zu H N
G = 1,Gal(M|F) = GH. D.h. H ist ein abgeschlossenes Komplement zu G
in Gal(M|F). Sei umgekehrt H ein abgeschlossenes Komplement zu G. Setze
dann L = M*H. Nun gilt wieder KL = M und K N L = F, also ist F ein
Definitionskorper von M |K.

Sei F' ein Definitionskérper von M|K mit Komplement L. Dann gilt: F' ein
Definitionskorper beziiglich G mit Komplement L <— L|F ist normal «—
H = Gal(M]|L) ist normal in Gal(M|F) <— H definiert einen Schnitt, so dass
die Operation von Gal(K|F') auf Gal(M|K) trivial ist. O

Die folgenden drei Propositionen sind direkte Anwendungen von Aussagen
iiber semidirekte Produkte proendlicher Gruppen. Die entsprechenden grup-
pentheoretischen Aussagen werden im Anhang bewiesen. Dort werden auch die
verwendeten Begriffe erldutert.

Falls Gal(K|F) eine projektive proendliche Gruppe ist, erhalten wir das
folgende optimale Resultat. [MM, I, Theorem 3.4]

Proposition 1.8 Sei K|F galoissch mit projektiver Galoisgruppe. Sei M|K ga-
loissch mit Gal(M|K) = G. Dann gilt:



KAPITEL 1. KOMPOSITA VON KORPERN 7

e F st genau dann ein Definitionskorper von M|K, wenn M|F galoissch
15t.

e I ist genau dann ein Definitionskorper von M|K beziglich G, wenn
dariberhinaus Gal(K|F) auf G durch innere Automorphismen aus G ope-
riert.

Beweis. Wenn F ein Definitionskérper von M|K ist, dann ist M|F galoissch
nach Proposition 1.6. Wenn andererseits M|F galoissch ist, dann spaltet die
exakte Sequenz

1 — Gal(M|K) — Gal(M|F) — Gal(K|F) —=1,

weil Gal(K|F) als projektiv vorausgesetzt wurde. Der zweite Teil folgt aus Pro-
position 2 im Anhang. O

Bemerkung Die Voraussetzungen dieser Proposition sind insbesondere dann
erfiillt, wenn Gal(K |F') isomorph zu der Galoisgruppe eines endlichen Korpers
ist. (z.B. F=F,(t), K =F,(t).)

Das folgende Resultat gibt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass F' ein
Definitionskérper von M |K beziiglich G ist, wenn man schon wei}, dass M|K
iiber F' definiert ist.

Proposition 1.9 Sei M|K eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G, in
der das Zentrum ein (abgeschlossenes) Komplement hat. Sei K|F galoissch und
sei F' ein Definitionskérper von M|K. Gal(K|F) operiere auf G durch innere
Automorphismen aus G. Dann ist F' ein Definitionskérper von M|K beziiglich

G.

Beweis. Dies folgt sofort aus Proposition 4 im Anhang. O

Dieses Resultat lasst sich noch verschirfen:

Proposition 1.10 Sei M|K eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G
und Zentrum Z(G). Sei K|F galoissch und sei F' ein Definitionskirper von
M|K. Sei H eine Untergruppe von G, in der H N Z(G) ein (abgeschlossenes)
Komplement hat. Es gebe ein (abgeschlossenes) Komplement von Gal(K|F) in
Gal(M|F), so dass Gal(K|F) auf G durch innere Automorphismen, die durch
Elemente aus H gebenen sind, operiert. Dann ist F ein Definitionskérper von
M|K beziglich G.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 5 im Anhang. O

Wir kommen nun zur Frage, wann eine Teilerweiterung einer iiber F' definier-
ten Erweiterung selbst tiber F' definiert ist.
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Proposition 1.11 Sei M|F galoissch, K|F eine galoissche Teilerweiterung von
MI|F, so dass F' ein Definitionskirper zu M|K ist. Sei N|K eine galoissche Tei-
lerweiterung von M|K. Dann ist F' genau dann ein Definitionskorper zu N|K,
wenn N|F galoissch ist.

Beweis. Falls F ein Definitionskérper von N|K ist, so ist N|F galoissch nach
Proposition 1.6. Ist andererseits N|F' galoissch, so erhalten wir folgendes Dia-
gramm mit exakten Zeilen:

1 —— Gal(M|K) — Gal(M|F) — Gal(K|F) — 1

i ! |

1 — Gal(N|K) — Gal(N|F) — Gal(K|F) —= 1

Weil die obere Sequenz spaltet, spaltet auch die untere. Deshalb ist F' ein Defi-
nitionskérper zu N|K. O

Sei F ein Definitionskorper zu M| K, und sei M|F galoissch. Die Frage, ob
N|F galoissch ist, ist &quivalent zu der Frage, ob Gal(M|N) normal in Gal(M |F')
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Gal(M|N) invariant unter der Operation
von Gal(K|F) auf Gal(M|K) ist. Eine Umformulierung hiervon ist:

Sei F' ein Definitionskorper der galoisschen Erweiterung M| K, 7 =Gal(M |K).
Sei v : 1 — G ein surjektiver Morphismus. ) definiert eine galoissche Zwischen-
erweiterung N := MXem¥ yon M|K mit Galoisgruppe G. Dann ist F genau
dann ein Definitionskérper von N|K, wenn Kern(¢)) invariant unter der Ope-
ration von Gal(K|F) auf Gal(M|K) ist. Dies ist insbesondere immer dann der
Fall, wenn Kern() in G charakteristisch ist.

1.3 Tensorprodukte von Koérpern

Sei K| F endlich algebraisch, L|F beliebig. Dann ist K’ = F[X7, ..., X,,]/m, wobei
m ein maximales Ideal in F[Xi, ..., X,] ist. Mit dem Chinesischen Restsatz
erhalten wir einen F-Algebrenmorphismus

K®p L= (F[Xy,..,X,]/m)®p L =L[Xq, ..., X,]/(m) = @)
LIX1, .. X,]/P1® - ® LIXy, ..., X,)] /P ’ '

wobei die P; die Primérideale zu (m) sind. Sei jeweils m; = rad(P;) das assozi-
ierte Primideal. Sei p; die Projektion von K ® g L auf L[X}, ..., X,]/m;. Dieser
Integritatsbereich enthélt die Korper K und L. Sei @ der Quotientenkorper von
L[X3,..., X,;]/m;. Dann ist das Bild von L[ X1, ..., X,,]/m; in KL C @Q enthalten.
Somit ist L[X1, ..., X,]/m; = KL = Q. Es ist also

(K®p L) = (KL, ®---® (KL),,

wobei jeder Koérper (KL); mit der Abbildung p; : K ® L — (KL); ein
Kompositum von K und L ist.
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Wir zeigen nun, dass jedes Kompositum von K und L isomorph zu einem
(KL);ist. Sei K®p L — KL ein Kompositum. Wir erhalten einen surjektiven
Ringmorphismus (K L); @@ (KL), = (K®p L)** — K L. Dabei werden die

idempotenten Elemente der Form e; := (0, ...,0,1,0,...,0) entweder auf 0 oder
auf 1 abgebildet. Aus den Gleichungen e;e; = 0 (i # j) folgt, dass hochstens
eines dieser Elemente auf 1 abgebildet wird. Da aber das 1-Element (1, ....,1) auf

1 abgebildet wird, wird genau ein Element (0, ...,0,1,0,...,0) auf 1 abgebildet.
Damit erhalten wir ein kommutatives Diagramm von F-Morphismen

K@pL—— (K®p L)"*—=(KL);®---®(KL),
ipi
KL = (KL);

Jedes Kompositum ist zu einem Faktor (KL); (genauer gesagt zu genau einer
Projektion p; : K ® p L — (K L);) isomorph. Es ist aber auch zu genau einer
Projektion isomorph, da ansonsten die Faktoren untereinander isomorph wéren,
was angesichts der Gleichung p;(e;) = ¢;; unméglich ist.

Daraus folgt:

Proposition 1.12 Sei K|F endlich und L|F beliebig. Seien p; : L @ p K —
(KL); (i =1,...,r) Reprisentanten aus den (endlich vielen) Isomorphieklassen
der F-Komposita von K und L. Dann induziert der Homomorphismus

P& @p: K@p L— (KL & & (KL),
einen Isomorphismus von F-Algebren
(K@p L) = (KL); @ -+ @ (KL),.
Falls K|F endlich separabel ist, so ist
K@pr L= (KL)1® - ®(KL),

und die Kérper (KL); sind endliche separable Erweiterungen von L.

Beispiel Wir wissen bereits, dass der Korper C mit sich selbst als R-Korperer-
weiterung genau zwei nichtisomorphe Komposita besitzt. Es ist Cegr C = CaC.
Der Isomorphismus wird durch (id,id) : C — C®C und (id,—) : C — C®C
induziert.

Somit entspricht dem ersten Kompositum die Projektion auf den ersten Fak-
tor, wihrend dem zweiten Kompositum die Projektion auf den zweiten Faktor
entspricht.

Wir beschéftigen uns nun wieder mit einer nicht notwendigerweise endlichen
algebraischen Erweiterung K| F.
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Proposition 1.13 Sei K|F algebraisch. Dann sind die unter 1. bis 3. angege-
benen Punkte jeweils dquivalent

o K|F ist separabel
K ®p F ist reduziert, d.h. das Nilradikal ist Null

K ®p L ist fir alle Erweiterungen L|K reduziert

Lo =~

[
~

K|F ist rein inseparabel
2. K ®p F ist irreduzibel, d.h. das Nilradikal ist ein Primideal
3. K ®p L ist fiir alle Erweiterungen L|K irreduzibel

Beweis. Im Fall, dass K|F eine einfache Erweiterung ist, folgen alle Aquivalenzen
sofort aus Gleichung 1.1.

Wir zeigen 1. — 3. Sei K|F eine beliebige algebraische, L| K eine beliebige
Erweiterung. Dann ist K induktiver Limes von gewissen einfachen Erweiterun-
gen F(«;). Da das Tensorprodukt mit induktivem Limes vertauscht, ist

—
1

Da auch das Radikalbilden mit induktivem Limes vertauscht, ist

rad(K ®p L) = lim rad(F(«;) ®F L).
—
?

Falls K|F separabel bzw. rein inseparabel ist, so sind alle F(«;) @ p L reduziert
bzw. irreduzibel und K ® L ist reduziert bzw. irreduzibel.

3. — 2. ist klar.

2. —> 1. Sei nun K ® F reduziert bzw. irreduzibel. Sei F'(«;) eine einfache
Teilereiterung von K|F. Da Korpererweiterungen flach sind, ist der Morphismus
F(a;)®@rF — K®pF injektiv. Somit sind alle einfachen Teilerweiterungen von
K|F reduziert bzw. irreduzibel. Es folgt, dass K|F separabel bzw. irreduzibel
ist. O

1.4 Separable, primére und reguliare
Erweiterungen
Die letzte Proposition legt es nahe, die Begriffe separabel bzw. rein inseparabel

auf beliebige Erweiterungen auszudehnen. Anstatt von rein inseparablen Erwei-
terungen spricht man allerdings von priméren Erweiterungen.
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Definition Sei K|F eine beliebige Korpererweiterung. Dann ist
o K|F separabel, falls K @ L fiir alle Erweiterungen L|F reduziert ist
o K|F primir, falls K ®p L fiir alle Erweiterungen L|F irreduzibel ist

o K|F regulir, falls K®p L fiir alle Erweiterungen L|F ein Integritétsbereich
ist, d.h. K und L sind {iber F' linear disjunkt

Eine Korpererweiterung ist also genau dann reguldr, wenn sie separabel und
primér ist. Erinnerung: Wenn K |F reguliir ist und L|F eine beliebige Kérperer-
weiterung ist, dann ist Quot(K ®p L) das linear disjunkte Kompositum von K
und L iiber F'.

Proposition 1.14 Sei K|F endlich erzeugt. Dann sind dquivalent

e 1. K|F ist separabel
2. K @ F™™ st reduziert

3. K|F ist separabel erzeugt, d.h. es existeriert eine Transzendenzbasis
T C K, so dass K|F(7T) algebraisch separabel ist

Desweiteren sind dquivalent

o 1. K|F ist primdr
2. K ®@p F5°P ist irreduzibel

3. F ist separabel abgeschlossen in K, d.h. alle Elemente aus K, die
algebraisch separabel iiber F sind, sind schon in F enthalten

und es sind dquivalent

o 1. K|F ist regulir
2. K ®p F ist ein Integrititsbereich
3. K und F sind linear disjunkt iber F
4. K|F ist separabel erzeugt und F ist separabel abgeschlossen in K
5. K|F ist separabel erzeugt und F ist algebraisch abgeschlossen in K

Beweis. siehe [Bo, 7.3. Sdtze 7,12,13] O

Insbesondere sieht man, dass eine Erweiterung K|F genau dann separabel
ist, wenn sie zu F'™ linear disjunkt ist, withrend sie genau dann primir ist,
wenn sie zu F®°P linear disjunkt ist. In diesen Féllen sind nach Proposition 1.2
die Tensorprodukte K ®@p F'™ bzw. K ®@p F*P sogar Korper.

Proposition 1.15 Sei K|F regulir und sei L|K eine Erweiterung. Dann ist
L|F genau dann regulir, wenn L linear disjunkt zu FK dber K ist.
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Beweis. Dies ist ein Spezialfall von [La, VIII,3,Proposition 3.1.]. Mit den hier
verwendeten Notationen lautet dieser Satz: Seien E|F, K|F und L|K Erweite-
rungen. Dann gilt: ' und L sind genau dann linear disjunkt iiber F', wenn F
und K linear disjunkt iiber F' und FK und L linear disjunkt tiber K sind. Setze
nun E:=F. O

Definition Sei K|F regulir. Eine Erweiterung L|K ist reguldr iber F, wenn
L iiber F regular ist.

Nach obiger Proposition ist eine Erweiterung L|K genau dann regulér iiber
F, wenn L und FK iiber K linear disjunkt sind.

Definition Sei K|F eine regulire Korpererweiterung und M|FK eine alge-
braische Korpererweiterung. Dann ist M|FK tber F definiert, wenn es eine
iiber F regulire Teilerweiterung L von M|FK mit M = FL gibt.

In diesem Fall haben wir folgendes kommutatives Diagramm von linear dis-
junkten Erweiterungen:

M=FL

L \FK \

K \

Eine Erweiterung M|FK ist also genau dann iiber F' definiert ist, wenn sie
iiber K definiert ist.

N

Definition Sei mit obigen Bezeichnungen die algebraische Erweiterung MiFK
iiber F' definiert. Wenn dann der Morphismus Aut(L|K) — Aut(M|FK),
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a — a Qp idf ein Isomorphismus ist, so ist M |FK beziglich der Automor-
phismengruppe tiber F definiert.

Nun ist a ®p id = o @ idg, und somit ist die Erweiterung M |FK genau
dann beziiglich der Automorphismengruppe iiber F' definiert, wenn sie beziiglich
der Automorphismengruppe iiber K definiert ist.



Kapitel 2

FunktionenkOrper

2.1 Zerlegungstheorie

In diesem Kapitel fixieren wir einen Grundkérper k. Sei K|k eine beliebige
Korpererweiterung. Alle folgenden Erweiterungen seien in einen festen algebra-
isch abgeschlossenen Oberkorper €2 eingebettet.

In diesem Abschnitt werden kurz die Grundbegriffe der Zerlegungstheorie
dargestellt und insbesondere auf Funktionenkorper (immer von Transzendenz-
grad 1) angewendet.

Bewertungsringe und Bewertungen

Ein Bewertungsring von K|k ist ein Ring O, der k enthilt und folgende Ei-
genschaft hat: Vo € K : o ¢ O — 27! € O. Ein Bewertungsring ist ganz
abgeschlossen, lokal mit maximalem Ideal p = {z € K*|z=! ¢ O} U {0} und
Einheitengruppe O* = O — p, wie man leicht sieht. Die kommutative Gruppe
' := K*/O* heifit Wertegruppe. Die Operation auf I' wird stets additiv ge-
schrieben. Auf T ist durch T < 2/ :<= 2'z~! € O* eine Totalordnung definiert.
Dadurch wird T eine geordnete Gruppe. Falls I' 22 Z ist, nennen wir I einen dis-
kreten Bewertungsring. Dies ist dquivalent dazu, dass das maximale Ideal p ein
Hauptideal ist und der Bewertungsring Hohe 1 hat. Die kanonischen Projektion
K* — T ist eine (nicht-archimedische) Bewertung von K |k. Darunter verste-
hen wir eine Abbildung K* — T" in eine geordnete Gruppe mit den folgenden
Eigenschaften:

e v(z) =0 fir alle x € k*
e v(zy) =v(x) +v(y) fir alle z,y € K*
e v(z) > min{v(z),v(y)} fiir alle z,y € K*

Wenn v : K* — I eine Bewertung ist, so wihlen wir ein Element oo ¢ I' und
erweitern I' mit « + oo := 00, 00 + 00 = 0o zu einem Monoid I' U co. Wir setzen

14
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v(0) := 00, & < oo fiir alle x € T".
Wenn v eine Bewertung zu einem Bewertungsring ist, konnen O und p aus
v zuriickgewonnen werden. Es ist

0= {z e Kl(z) >0} (2.1)

und aulerdem

p={z € Klv(z) > 0}. (2.2)

Andererseits kann durch Gleichung 2.1 jeder Bewertung von K|k ein Bewer-
tungsring zugeordnet werden. Das Primideal ist dann durch Gleichung 2.2 ge-
geben.

Zwei Bewertungen v : K* — I' und w : K* — T heiflen dquivalent, falls
es einen ordnungstreuen Isomorphismus vy : v(K*) — w(K*) zwischen den
Bildern der Bewertungen gibt mit yv = w.

Aquivalente Bewertungen definieren den gleichen Bewertungsring. Dies mo-
tiviert folgende Definition:

Primstellen

Eine Primstelle einer Korpererweiterung K|k ist eine Klasse von #quivalenten
Bewertungen von K |k. Wir nennen eine Primstelle diskret, wenn die enthaltenen
Bewertungen diskret sind. Zu jeder diskreten Primstelle p gibt es eine eindeutig
bestimmte surjektive Bewertung v, : K — Z, welche die normierte Bewertung
zu p genannt wird.

Jeder Primstelle p ist eineindeutig ein Bewertungsring

Op = {z € K|v(z) > 0 fiir ein (und damit alle) v € p}

von K|k zugeordnet. Das maximale Ideal in O, bezeichnen wir wieder mit p.
Also
p ={z € Klv(z) > 0 fiir ein (und damit alle) v € p}.

Definitionsgeméf ist eine Primstelle genau dann diskret, wenn der zugehorige
Bewertungsring diskret ist. Der Korper k = k(p) := O,/p heifit der Restklas-
senkorper zu p. Wir bezeichnen die Charakteristik des Restklassenkorpers stets
mit p.

Erweiterungen

Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung. Falls B eine Primstelle von L ist,
deren Bewertungen beim Einschrénken auf K in p liegen, so sagen wir, B sei eine
Primstelle in L dber p oder eine Erweiterung von p und schreiben JB|p. Analog
sagen wir, ein Bewertungsring Oy von L liege dber Op, wenn Op N K = O, ist.
Man sieht, dass P genau dann iiber p liegt, wenn Osgz {iber O, liegt.
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Wenn A eine nullteilerfreie k-Algebra mit Quotientenkérper K und L|K eine
algebraische Erweiterung ist, so bezeichnen wir die Normalisierung von A in L
mit N4 (L), also

Na(L) = {x € L|z ganz iiber A}.

Der Korper L ist dann der Quotientenkérper von N4 (L).

Sei im Folgenden K|k stets eine endlich erzeugte Kdorpererweiterung von
Transzendenzgrad 1, kurz ein Funktionenkorper.

Endliche Erweiterungen

Wir iiberlegen uns zuerst, dass alle Primstellen eines Funktionenkorpers diskret
sind. Fir k(¢)|k ist das klar. Jeder Funktionenkorper K|k ist endliche Erweite-
rung des rationalen Funktionenkorpers k(t)|k. Somit liegt jede Primstelle von
K|k iiber einer von k(t)|k.

Wir studieren allgemeiner Erweiterungen von diskreten Primstellen in end-
lichen Erweiterungen von Funktionenkérpern und zeigen dabei, dass Erweite-
rungen von diskreten Primstellen diskret sind. Sei L|K eine endliche Erweite-
rung von Funktionenkérpern. Diskrete Bewertungsringe sind Spezialfille von
Dedekindringen, also noetherschen, ganz abgeschlossenen Ringen von Hohe 1.
Die Normalisierung No, (L) eines diskreten Bewertungsringes O, in L ist ein
Dedekindring. [Ne, I, Satz (8.1)] Ein entscheidender Beweisschritt ist, dass im
Falle von Funktionenkorpern Ny, (L) ein endlicher Oy,-Modul ist. [ZS, vol I,V 4,
Theorem 9] (Es ist sogar die Normalisierung eines Dedekindringes in einer belie-
bigen endlichen Kérpererweiterung ein Dedekindring (Satz von Krull-Akizuki)
[Ne, I,Satz (12.8)])

Eine diskrete Primstelle p von K|k besitzt Erweiterungen in L. Alle diese
erhilt man folgendenmafen: Das Ideal p zerfillt im Dedekindring No, (L) in
Primideale. [Ne, I, Korollar (3.9)]

(p) =7 -7 (Pi # P, fiir i £ j)

Die Lokalisierung von N, (L) an jedem dieser Primideale *B; ist ein Bewertungs-
ring, der {iber O, liegt. So erhélt man auch alle Bewertungsringe iiber O, da
diese als normale Ringe N, (L) enthalten und lokal sind. Da die Normalisierung
No, (L) ein Dedekindring ist, ist jeder Bewertungsring von L|k als Lokalisierung
der Normalisierung ein Dedekindring [Ne, I, Satz (11.4)] und somit diskret. Dies
zeigt insbesondere, dass alle Primstellen von Funktionenkoérpern diskret sind,
da alle Funktionenkorper iiber k endliche Erweiterungen von k(t) sind.

Seien k, A die Restklassenkorper von p und 9B. Die Koérpererweiterung A|x
ist endlich, da die Erweiterung der Dedekindringe O, < No, (L) endlich ist.
Wir setzen f = fyp := [X : 6] und nennen diese Zahl den Trdgheitsgrad von
B|p. Die Zahl eq|, mit vp(a) = eqpvp(a) fiir a € K* heilt Verzweigungsindex.
Wenn P = B; aus obiger Zerlegung von p in N, (L) ist, so ist eq)p, = €.
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Wir vereinbaren die folgenden Begriffe: So ist p unzerlegt in L|K, wenn iiber
p genau eine Primstelle liegt und wvoll zerlegt, wenn die Anzahl der Erweiterun-
gen von p gleich dem Grad der Erweiterung L|K ist. Eine Erweiterung Blp ist
unverzeigt, wenn ey, = 1 ist und die Restklassenkorpererweiterung separabel
ist. Andererseits ist Plp rein verzeigt, wenn die Restklassenkorpererweiterung
rein inseparabel ist und rein wild verzweigt, wenn zusétzlich e, eine p-Potenz
(p Charakteristik des Restklassenkorpers) ist.

Fiir endliche Erweiterungen von Funktionenkoérpern gilt die fundamentale
Gleichung

Ze%\pfmlp =[L: K]
Blp

Denn: Die Normalisierung des Ringes O in der endlichen K-Erweiterung L ist
ein endlicher O,-Modul. [ZS, vol I,V,4, Theorem 9] Nach [En, Theorem 18.6] gilt
die fundamentale Gleichung. Falls dariiberhinaus die Erweiterung L|K normal
ist, so operiert die Automorphismengruppe von L|K transitiv auf der Menge
der Primstellen {iber p und alle Tragheitsgrade und alle Verzeigungsindices von
Primstellen tiber p sind gleich.

Beliebige algebraische Erweiterungen

Sei L|K nun eine beliebige algebraische Erweiterung, p eine Primstelle von K |k.
Dann besitzt die Bewertung v, Erweiterungen auf jede endliche Zwischener-
weiterung. Die Erweiterungen sind beziiglich (L' w’) < (L",w") <= L' C
L" w"|, = w' partiell geordnet. Offensichtlich existieren obere Schranken fiir
jede total geordnete Teilmenge. Nach dem Zornschen Lemma gibt es Erweite-
rungen ‘B von p auf L. Diese sind jedoch im Allgemeinen nicht diskret. Es gibt
insbesondere keine normierte Bewertung vy.

Sei Plp eine solche Erweiterung. Wir sagen dann, P|p sei unverzweigt / rein
verzweigt / rein wild verzweigt in L, wenn die Einschrinkung von JB|p auf jede
endliche Teilerweiterung von L|K diese Eigenschaft hat. Analog sei p unzerlegt
/ voll zerlegt in L, wenn p diese Eigenschaft in jeder endlichen Teilerweiterung
von L|K hat. Insbesondere ist eine Primstelle p in L genau dann unzerlegt, wenn
iiber ihr in L genau eine Primstelle liegt.

Hilbertsche Zerlegungstheorie

Sei L|K eine beliebige galoissche Erweiterung. Die Galoisgruppe von L|K hat
fiir alle B[p die abgeschlossenen Untergruppen G, (L|K) - Zerlegungsgruppe,
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I o (LK) - Tragheitsgruppe, Rop),(L|K) - Verzeigungsgruppe, wobei

Gypp(LIK) = {o€Gal(LIK)| oP) =%}
Iy (LK) = {0 € Gyp(L|K)| Vo€ No,(L):ox=xmod P}
Ryp(LIK) = {0 € Goyp(LIK)| Vo€ L*: %2 = 1 mod P} .

Durch &(%) := o(z) wird ein stetiger Homomorphismus Gy, (LK) — Gal(\|x)
definiert. Nach Definition ist die Trégheitsgruppe der Kern dieses Homomorphis-
mus. Man zeigt, dass die Verzweigungsgruppe die (einzige) p-Sylowgruppe in der
Trégheitsgruppe ist. [Ne, II,Satz (9.12)]

Durch diese Gruppen (und die htheren Verzweigungsgruppen) kann das Ver-
zweigungsverhalten von PB|p bestimmt werden. Dies ist die soganannte Hilbert-
sche Verzweigungstheorie. So ist p genau dann unzerlegt in L| K, wenn fiir eine
Primstelle B[p Gpp (L|K) = Gal(L|K) ist, und voll zerlegt, wenn Gy, (L|K) =
1 ist. Weiterhin ist ‘B|p genau dann unverzweigt, wenn Iy, (L|K) = 1 ist,
rein verzeigt, wenn Gy (LK) = Iy (LK) ist und rein wild verzweigt, wenn
Gypp (LK) = Repjp(L|K) ist.

Henselisierungen

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung des Verzweigungsverhaltens einer
Primstelle in einer Korpererweiterung sind Hensilisierungen. Sei p eine Prim-
stelle von K. Diese erweitert sich zu einer Primstelle 8 in einem separablen
Abschluss K*°P von K. Wir bezeichnen den Zerlegungskorper dieser Erweite-
rung mit K, und nennen diesen Korper eine Henselisierung von K an p. Aus
der Hilbertschen Zerlegungstheorie folgt, dass zwei Henselisierungen zu dersel-
ben Primstelle p isomorph sind. Die Einschrankung von 8 auf K, bezeichnen
wir wieder mit p. Nach Konstruktion ist die Primstelle p in jeder algebraischen
Erweiterung von K, unzerlegt.

Der Korper K, erfiillt das Henselsche Lemma [Ne, II, 6]: Sei f € Op[z] ein
primitives Polynom, dass iiber dem Restklassenkorper O, /p eine Zerlegung in
teilerfremde Polynome g,h € k[x] besitzt. Dann besitzt f eine Zerlegung in
Polynome g, h € O,[z], wobei die Polynome g, h auf G, h reduziert werden.

Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung, J|p eine Erweiterung von
Primstellen und p diskret. Dann ist LK, eine Hensilisierung von L an ‘§3, Be-
zeichnung Lsg. Da p und P in den Erweiterungen K,|K und Ly|L voll zerlegt
sind, ist der Verzeigungsindex und der Trigheitsgrad von Blp in L|K und in
der Erweiterung der Henselisierungen Ly |K, gleich.

Sei nun L|K galoissch. Dann ist auch die Erweiterung der Henselisierun-
gen Ly|K, galoissch. Die Einbettung 7 : L < Lg definiert eine Restriktion
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Gal(Lyp|Kp) — Gal(L|K). Es gilt [Ne, II, Satz (9.6)]
Goplp(LIK) = Gal(Lo | Ky)
Ipp (L|K) = I(Lep| K)
R p (LK) = R(Lyp | Kp) -

Dabei ist I(Lg|Kp) und R(Lyp|Kp) die Tréigheitsgruppe bzw. die Verzweigungs-
gruppe von p in Ly|K,.

2.2 Rein inseparable Erweiterungen

Mit der Hilbertsche Zerlegungstheorie kénnen nur separable Korpererweiterun-
gen untersucht werden. Deshalb beschéftigen wir uns nun mit rein inseparablen
Erweiterungen. Weiterhin sei K|k ein Funktionenkérper (von Transzendenzgrad
1).

Proposition 2.1 Sei L|K eine rein inseparable Erweiterung, p eine Primstelle
von Kl|k. Dann ist p in L|K unzerlegt und rein wild verzeigt.

Beweis. Da diese Aussagen genau dann gelten, wenn sie fiir alle endlichen
Zwischenerweiterungen gelten, kénnen wir uns auf endliche Erweiterungen be-
schrinken.

Die Primstelle p ist in L|K unzerlegt: Sei w eine Fortsetzung von v, in L.
Sei € L beliebig. Dann gibt es ein ¢ € N mit 2P" = a € K. Dementsprechend
ist plw(z) = w(@P') = w(a) = vy(a), also w(xr) = p~*vy(a). Damit ist w durch
vp eindeutig bestimmt.

Auflerdem ist die Restklassenkorpererweiterung A|k rein inseparabel. Denn
da alle Elemente z € L eine Gleichung der Form 2P —a =0 mit a € K erfiillen,
gilt fiir 7 € A: " —@ = 0 mit @ € . Die fundamentale Gleichung lautet n = ef.
Da der Grad von L|K eine Potenz von p ist, ist auch der Verzweigungsindex
eine Potenz von p. O

Proposition 2.2 Sei L|K eine algebraische Erweiterung, p eine Primstelle von
K|k, die eine Fortsetzung B auf L besitzt, welche unverzweigt ist. Dann ist L| K
separabel.

Beweis. Wieder kénnen wir uns auf endliche Erweiterungen beschrianken.

Sei K’ die maximale separable Teilerweiterung von L|K, p’ die Fortsetzung
von p auf K’. Dann ist B|p’ nach Voraussetzung unverzweigt, d.h. der Ver-
zweigungsindex ist gleich 1 und die Restklassenkorpererweiterung ist separabel.
Nach der vorigen Proposition ist p’ in L aber auch unzerlegt und die Restklas-
senkorpererweiterung ist rein inseparabel. Aus der fundamentalen Gleichung
folgt L =K'. O



KAPITEL 2. FUNKTIONENKORPER 20

Sei L|K galoissch und sei K’|K rein inseparabel. Dann sind nach Proposi-
tion 1.5 L und K’ linear disjunkt iiber K. Sei L' das Kompositum. Dann ist
L'|K normal, L ist die maximale separable, K’ die maximale rein inseparable
Teilerweiterung und L'| K’ ist galoissch.

Wir wollen zeigen, dass die Verzweigungsgruppen und die Tréagheitsgruppen
der galoisschen Erweiterungen L'| K’ und L|K kanonisch isomorph sind.

Sei p eine Primstelle von K, B eine Erweiterung in L, p’ die eindeutige
Erweiterung von p nach K’ 3’ die Erweiterung von 8 nach L'. Seien k, \, &/, X’
die entsprechenden Restklassenkorper.

Die Restriktion definiert einen Isomorphismus auf den Zerlegungsgruppen,
da die Fortsetzungen der Bewertungen und der Automorphismen eindeutig sind.

qulpl (L/‘Kl) — Gq}‘p (L|K)
Dieser setzt sich fort zu einem kommutativen Diagramm

1 —_— Im/‘pl(L/|K/) —_— Gm/lp/ (L/‘K/) —_— Aut()\'|lil) — 1

i ) l

1 — Ip|p(L|K) ——— Gp)p (L|K) —— Aut(A\[r) —— 1

mit exakten Zeilen. Die Kommutativitit folgt aus der Kommutativitéit des rech-
ten Vierecks. Auflerdem ist Aut(N|k’) = Aut(\|k), da die Erweiterungen X |A
und k’|k rein inseparabel sind. Also sind auch die Triagheitsgruppen isomorph.

Proposition 2.3 Jede algebraisch separable Erweiterung M|k™S K ist mit ihrer
Automorphismengruppe iber K definiert. Die mazimale separable Teilerweite-
rung L|K ist das eindeutige Komplement. Eine Primstelle p von K|k ist genau
dann unzerlegt/ rein zerlegt in L| K, wenn die eindeutige Fortsetzung unzerlegt/
voll zerlegt in M|k K ist. Eine Erweiterung B|p ist genau dann unverzweigt
in L|K, wenn die eindeutige Fortsetzung auf M|k™ K unverzeigt ist.

Falls M|k™ K galoissch ist, definiert die Restriktion einen Isomorphismus
auf den Zerlegungsgruppen und den Trigheitsgruppen.

Beweis. Es ist noch zu zeigen: Eine Erweiterung J|p ist genau dann unverzweigt
in L|K, wenn die eindeutige Fortsetzung auf M|k™S K unverzeigt ist. Dies folgt
aus folgendem Lemma, nach dem man nur den galoisschen Fall betrachten muss.
O

Lemma 2.4 Seien L1|K, Lo|K endliche Erweiterungen, L ein Kompositum
von Ly und Lo, p eine Primstelle von K, Blp eine Erweiterung von p auf L.
Seien die Finschrainkungen P1,Bo von P auf Ly, Lo unverzeigt iber p. Dann
ist auch Plp unverzweigt.

Beweis. Sei K, eine Henselisierung von K an p, Ly = LK. Dann ist Ly Kom-
positum von LK, und Ly K,, und die Erweiterungen L1 K,|K, und Lo K,|K,
sind unverzweigt. Nach [Ne, II, (7.3)] ist Loz | K, unverzeigt. Damit ist auch L|K
unverzweigt. O
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2.3 Die maximale auflerhalb S unverzeigte Er-
weiterung

Definition Sei S eine endliche Menge von Primstellen des Funktionenkorpers
K|k. Sei Xg(K) die Kategorie der endlichen, auflerhalb S unverzweigten Erwei-
terungen von K in €. Nach obigem Lemma hat Xg(K) die Eigenschaft, dass
es mit zwei Objekten auch deren Kompositum in {2 enthilt. Die Objekte von
Ks(K) bilden also beziiglich der Inklusion in € ein direktes System. Wir setzen

Ms = Mg(K):= lim L.
—

LeXs(K)
Mg(K) heifit die mazimale auflerhalb S unverzweigte Erweiterung von K.

Proposition 2.5 Die mazimale auflerhalb S unverzweigte Erweiterung Mg ist
separabel tiber K.

Beweis. Jeder Funktionenkérper K|k hat unendlich viele Primstellen, denn der
rationale Funktionenkérper k(¢)|k hat schon unendlich viele Primstellen. Da S
endlich ist, gibt es eine Primstelle p ¢ S. Die Behauptung folgt aus Proposition
220

Mg|K ist galoissch, da Kg(K) mit einem Objekt auch dessen galoissche
Hiille enthalt. Es gilt:

Gal(Mg|K) =  lim  Gal(L|K).
H
LeXs(K)
L| K galoissch

Mg ist Durchschnitt iiber alle maximalen in p unverzweigten Erweiterungen,
wobei p ¢ S, also

Ms = m T‘mpa
pES,Blp

wobei Tipj, = Gal(K*°P|K)!»»(K™71K) die maximale unverzweigte Teilerweite-
rung von Lp in K ist.

Da iiber jeder Primstelle von K genau eine Primstelle von k™K liegt, schrei-
ben wir auch S fiir die iiber S liegende Menge von Primstellen von k™K. Aus

Proposition 2.3 folgt insbesondere

Satz 2.6 Sei Mg(k™K) die mazimale auferhalb S unverzweigte Erweiterung
von k™K. Dann ist K mit Komplement Mg(K) ein Definitionskorper zu
Mg (k™S K)|k™S K beziiglich der Galoisgruppe Gal(Mg (k" K)|k™$K). Dabei de-
finiert die Restriktion einen Isomorphismus auf den Tragheitsgruppen.
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Nach dem eben bewiesenen Satz erhalten wir folgendes Diagramm linear dis-
junkter Erweiterungen:

MS (k‘inSK)

I

Jins f¢ MS(K>

N

K

und somit einen kanonischen Isomorphismus

Gal(Mg (k™ K)|k™ K) = Gal(Ms(K)|K) .

2.4 Separable Konstantenerweiterungen

Wir wollen zeigen, dass algebraisch separable Konstantenerweiterungen stets
unverzweigt sind.

Proposition 2.7 Sei K|k eine beliebige primdre Erweiterung. Sei A eine nor-
male k-Algebra in K. Sei l|k eine algebraische separable Erweiterung. Dann ist
die Normalisierung von A in Kl = K ® | gerade Al = A ®y L.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dass |k endlich ist.

Sei N4 (K1) der ganze Abschluss von A in K. Dann ist sicherlich Al C
Na(K1). Es ist noch die umgekehrte Inklusion N4 (K1) C Al zu zeigen.

Sei Iy, ...I,, eine Basis von l|k. Da nach Voraussetzung K und [ linear disjunkt
iiber & sind, ist Iy, ..., l,, eine Basis von K| K. Sei d die Diskriminante von Iy, ..., [,,
in KI|K,

d= d(lla ey ln) - (det(ailj)ij)za

wobei 0; die K-Einbettungen von K1 in den algebraisch abgeschlossenen Kérper
Q durchlduft. Nach Proposition 1.3 durchlduft ;]! genau die Einbettungen von
I nach Q. Damit ist d die Diskriminante von Iy, ...,1, in der Erweiterung I|k.
Insbesondere ist d € k und ungleich 0, da die Erweiterung I|k als separabel
vorausgesetzt ist.

Nach [Ne, I, Lemma (2.9)] ist

Nu(Kl) C %(Az1 4ot ALy = Al

Der unendliche Fall folgt nun durch

Na(L) = lim NA(KU) = lim Al =
— —
l’endl. Teilerw. l’endl. Teilerw.

von [|k von [|k
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A lim I'=Al
—
l’endl. Teilerw.

von l|k

O

Bemerkung Diese Aussage ist fiir separable (oder auch reguldre Funktio-
nenkérper) und rein inseparable Konstantenerweiterungen i.A. nicht richtig.
Man betrachte das folgende Beispiel:

Sei p > 2 eine ungerade Primzahl, ¥ = F,(¢) (allgemeiner sei k ein belie-
biger Kérper mit ¢ € k, ¢/t ¢ k). Sei K = k(y)[X]/(f) mit f(X) = XP —
X —tyP,z := X mod f (y tranzendent iiber k). Sei a = ¥/t,l = k(a). Sei
A=(Normalisierung von k[i]% = O% in K). Dann ist K|k reguldr und I|k rein
inseparabel. ‘ ‘

Behauptung Al ist nicht ganz abgeschlossen in K; das Element u = x%ay €
K ist normal {iber Al aber nicht in Al enthalten.

Dazu: Esist uP—u~'—ay = 2P —tyP —z+ay—ay = 0, somit uP 4+ oy faiy =
0. Folglich ist w normal {iber Al.

Annahme u € Al. Dann gibt es eindeutig bestimmte uw; € A mit u =
S°P~) a'u,. Daraus folgt:

p—1 p—1 p—1
1= E rza'u; — E ya'tly, = E o' (zu; — yui—1) + Tug — Yytup—1
i=0 i=0

i=1

Aus der Eindeutigkeit der u; folgt:
1=2ug—ytup—1,Vi=1,...,p —1: 2u; = yu;—1, also u; = gui_l
x

Einsetzen ergibt:

Yip tyP
1= Uy — yt(;)p 1u0 = UQ(SL‘ — $p71)
=y = (v— 25) = (a - Z=F)7!
= (TSl () =

Es ist noch zu zeigen, dass 2P~2 ¢ A ist. Der Ring k[l} 1 ist der diskrete Bewer-

- yp £ —t =0 folgt, dass das

Element £ ’ in A enthalten und eine Elnhelt ist. Es w1rd im Restklassenkorper
auf eine p-te Wurzel von t abgebildet. Nach der Fundamentalen Gleichung ist
Voo in der Erweiterung K |k(y) unzerlegt und rein wild verzweigt. Insbesondere
ist A ein Dedekindring. Sei w die eindeutige Fortsetzung von v auf K. Dann ist
w(z) = w(Z)w(y) = veo(y) = —1. Somit ist 2P~2 ¢ A und damit auch ug ¢ A

y
Widerspruch!. O

tungsring zu v = L. Aus der Gleichung ( )P
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Sei K|k ein primérer Funktionenkorper, I|k algebraisch separabel. Sei p eine
Primstelle von K, O, der Bewertungsring, No, (KI) die Normalisierung des
Bewertungsrings in K. Sei k der Restklassenkorper von p.

Die Primstelle p zerfillt in No, (K1) in (p) = BT - P57 mit maximalen
Idealen 3;. Damit ist

K@kl=0p/p @kl = (0, @ 1)/(p) =No, (KI1)/(p) =

No, (K)/B1* @ --- ®No, (K1) /%7

Da |k algebraisch separabel ist, ist k ®j I reduziert. Genauer ist kK @ | =
(k)1 ® -+ @ (kl),, wobei (kl); alle nicht-isomorphen k-Komposita von x und [
durchlduft. Somit sind alle Restklassenkorpererweiterungen separabel und alle
Verzweigungsindices gleich 1. Wir fassen zusammen:

Proposition 2.8 Sei K|k ein beliebiger Funktionenkirper. Dann ist jede Prim-
stelle von K|k in kP K|k unverzweigt.

Beweis. Soeben haben wir den Fall einer priméren Erweiterung K|k behandelt.
Der allgemeine Fall folgt, wenn man zuerst von k zum algebraischen Abschluss
von k in K iibergeht. Uber diesem ist dann K primér nach Proposition 1.14. O

Es folgt, dass die Erweiterung k*PK|K ein Teilkdrper von Mg = Mg(K)
ist. Insbesondere ist Mg = Mg(K) = Mg(k**PK). Wir erhalten eine exakte
Sequenz

1 — Gal(Ms|k**PK) — Gal(Ms|K) — Gal(k*PK|K) —> 1 .

Sei S die in k**P K bzw. kK iiber S liegende Menge von Primstellen. Nach Satz
2.6 gilt o
Gal(Mgs|k*PK) = Gal(Mg(kK)|kK)

Sei nun K|k primdr. Dann ist k mit Komplement k%P ein Definitionskérper von
k5P K| K beziiglich der Galoisgruppe. Also ist

Gal(k*PK|K) =Ty,
Insgesamt erhalten wir eine exakte Sequenz
1 — Gal(Ms(kK)|kK) — Gal(Mg(K)|K) —=T) —1 (2.3)

Wir beschéftigen uns nun mit Erweiterungen, die eine Primstelle mit Grad
1 - d.h. mit Restklassenkorper k - besitzen. In diesem Fall muss man gar nicht
fordern, dass K|k primér ist.

Proposition 2.9 Wenn K eine Primstelle von Grad 1 hat, so ist K|k reguldr.

Beweis. Sei v Bewertung von Grad 1. Seien ai,...,a, € k linear unabhingig
iiber k. Annahme: Es gibt bq,...,b, € K mit ZZ a;b; = 0, nicht alle b; = 0.
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Durch Multiplizieren mit einer Potenz einer Uniformisierenden an v kann man
erreichen, dass alle b; nicht-negative Bewertung haben und mindestens ein b;
Bewertung 0 hat, d.h. eine Einheit in O, ist. Durch die Restklassenabbildung
erhalten wir die Relation Zl a;b; = 0 in k. Nach Konstruktion und Voraus-
setzung liegen alle b; in k& und mindestens ein b; ist ungleich 0. Widerspruch!
O

Proposition 2.10 Wenn K|k eine Primstelle mit Grad 1 besitzt, dann spaltet
die Sequenz 2.3 immer.

Zuerst ein Lemma

Lemma 2.11 Sei M|K eine galoissche Erweiterung, p eine Primstelle von K
(wie immer diskret), B eine Fortsetzung von p auf M. Sei M|k die Erweiterung
der Restklassenkorper. \ set abgeschlossen unter Wurzelziehen. Dann spaltet die
Sequenz

1 — Ipp(M|K) — Goqjp(M|K) — Aut(A\|[x) —1.

Beweis. Nach [Ne, II, Satz (9.4)] konnen wir annehmen, dass M|K henselsch
ist.

Aufgrund des exakten Diagramms

1 1 1

l— > RM|K)—— = R(M|K) 1 1

] —I(M|K) ————— = Gal(M|K) ——— Aut(\[k) —=1

1 — I(M|K)/R(M|K) — Gal(M|K)/R(M|K) — Aut(\|x) — 1

1 1 1

miissen wir nur zeigen, dass die exakten Sequenzen
1—=I(M|K)/R(M|K) —— Gal(M|K)/R(M|K) —— Aut(\|x) ——=1
und
1 — R(M|K) —— Gal(M|K) —— Gal(M|K)/R(M|K) ——=1

spalten.
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Zur ersten Sequenz: Sei V= MTMIK) die maximale zahm verzweigte Teiler-
weiterung, T = MT(MIK) die maximale unverzweigte Teilerweiterung von M |K.
Dann ist die Sequenz nichts anderes als

1 — Gal(V|T) — Gal(V|K) — Aut(\|k) — 1.

Dabei ist A der Restklassenkorper von V und T. Sei m € K eine fest gewéhlte
Uniformisierende. Sei V,,|T eine endliche Teilerweiterung von Grad n. Dann
gilt p ¥ n und V,, = T({/¢,), wobei ¢, € T eine Uniformisierende ist. (Siehe
[Ne, II, Satz (7.7)] und beachte, dass die Bewertung als diskret vorausgesetzt
wurde.) 7 ist auch Uniformisierende in T'. Damit ist oy, := % eine Einheit in 7.
Nach Voraussetzung sind die n-ten Wurzeln von @, in A enthalten. Nach dem
Henselschen Lemma sind auch die n-ten Wurzeln von « in 7" enthalten. Damit
gilt V,, = T'( /7). Die Erweiterungen K ({/7) mit {/7 € V bilden ein induktives
System. Sei L :=lim__,, ;¢ ymey K (/7). Dann ist L ein Komplement zu V[T’
iitber K und die Sequenz spaltet.

Zur zweiten Sequenz: Beweis nach [KPR]. Sei die Charakteristik p der Rest-
klassenkorper positiv. Die Gruppe I(M|K)/R(M|K) = Gal(V|T) hat Ord-
nung prim zu p. Somit sind die p-Sylowgruppen von Gal(L|K)/R(L|K) und
Gal(L|K)/I(L|K) = Aut(\|x) isomorph. Die p-Sylowgruppen von Kérpern mit
Charakteristik p haben kohomologische Dimension < 1. Dies folgt aus der Artin-
Schreier Theorie. [Se2, II, 2.2. Proposition 3 mit Beweis]. Somit hat Gal(M|K)/
R(M|K) kohomologische p-Dimension < 1 [Se2, I, 3.3. Proposition 14 mit Co-
rollaire 1] und jede Sequenz mit pro-p-Kern spaltet. O
Beweis von Proposition 2.10. Sei weiterhin p eine Primstelle von K mit Grad 1
und sei B eine Fortsetzung auf Mg. Seien A und x die Restklassenkorper von
Mg und K. Die Sequenz

1 —— Iy (Ms(K)|K) —— Gopjp(Ms(K)|K) —— Aut(A|s) — 1

spaltet nach dem Lemma. Die Restklassenkorper £ und A kénnen mit k bzw. kP

identifiziert werden. Die Identifikation ist gegeben durch k <5 K —+ 1 U {oo}
und analog fiir £°°P und A. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

1*>I‘I3IP(MS<K)|K) G‘Blp<MS(K)|K)*>Aut(/\\f<;)*>1

| | 5

1 — Gal(Ms(K)|k**? K) —= Gal(Ms(K)|K) Tk 1.

Dies definiert einen Schnitt. O

Sei eine Primstelle p und ein Schnitt I'y, — G|, (Ms(K)|K) wie im Beweis
fest gewiihlt. Falls p ¢ S ist, so ist

Goplp(Ms(K)|K) — Aut(A|x)
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ein Isomorphismus, und der Schnitt ist durch B|p eindeutig bestimmt. In jedem
Fall ist das Komplement in Gy, (Ms(K)|K) enthalten.

Sei M eine auBerhalb S unverzweigte galoissche Erweiterung iiber kK. Sei
G ihre Galoisgruppe. Dann ist M|kK iiber k definiert.

Nach Konstruktion bleibt Iy, (M[kK) unter der Operation von I';, invari-
ant. Wenn nun I'y auf G durch innere Automorphismen aus G operiert, dann
sind diese in Ng(lﬁlﬁ(M%K))/Z(G) (Ng(I@E(M@K)) = Normalisator von
Ig5(M|K) in G) enthalten. Wir kénnen Proposition 1.10 anwenden und erhal-
ten:

Proposition 2.12 Sei K|k ein (regulirer) Funktionenkérper, p eine Primstel-
le mit Grad 1. Sei M eine auferhalb S unverzweigte galoissche Erweiterung
von kK, die normal iber K ist. Dann ist M|kK iiber k definiert. Sei G =
Gal(M|kK). Sei P eine Fortsetzung von p auf M. Sei H eine Untergruppe von
G, die die Gruppe Ng(I@ﬁ(M%K)) enthdlt. Es gelte:

e Das Zentrum von G hat ein Komplement in H.
o [y operiert auf G durch innere Automorphismen aus G.

Dann ist die Erweiterung M|kK mit ihrer Galoisgruppe diber k definiert.

Siehe auch [MM, I,Theorem 3.9] fiir einen anderen Beweis.

In diesem Zusammenhang lautet Proposition 1.8:

Proposition 2.13 Sei k ein endlicher Kérper, K|k ein regulirer Funktionen-
korper. Sei M|kK eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G, die iiber K
galoissch ist. Dann ist M dber k definiert. Wenn dariberhinaus I' auf G durch
innere Automorphismen aus G operiert, dann ist die Erweiterung M|kK mit
threr Galoisgruppe tber k definiert.



Kapitel 3

Kurven

3.1 Die Fundamentalgruppe normaler Schemata

Wir beginnen mit einer Zusammenstellung der grundlegenden Definitionen und
Ergebnisse iiber étale Uberlagerungen normaler Schemata und die Fundamen-
talgruppe. Die Darstellung ist an das erste Kapitel von [Popp] angelehnt. Alle
Schemata seien noethersch und alle Morphismen seinen von endlichem Typ.
Schemata werden im Folgenden mit X,Y oder U bezeichnet. Die Strukturgarbe
eines Schemas X wird mit Ox, die lokalen Ringe mit Ox ,, die entsprechenden
maximalen Ideale mit m, bezeichnet. Falls X reduziert und irreduzibel ist, so
soll k(X) der Funktionenkoérper sein.

Etale und endliche, normale Uberlagerungen

Definition Sei f: X — U ein Morphismus von Schemata, x € X ein topo-
logischer Punkt und v = f(z). Dann ist f

o unverzweigt in x, falls

1. f#(m,)O0x, =m, und

2. die Restklassenkorpererweiterung «(x)|«(u) endlich separabel ist.
o flach in z, falls Ox , (mittels f#) ein flacher Op,u-Modul ist.

e ¢tale in x, falls f unverzweigt und flach in z ist.

Ein Morphismus f : X — U ist unverzweigt / flach / étale, wenn er es an
jedem Punkt x € X ist.

Ein Morphismus f : X — U ist eine étale Uberlagerung, falls er étale und
endlich ist.

28
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Definition Wir nennen ein Schema X ganz, falls X irreduzibel und reduziert
ist. Wir erinnern daran, dass dies dquivalent zu der Bedingung ist, dass fiir alle
offenen U C X der Ring Ox (U) ein Integritétsbereich ist.

Im Folgenden werden wir uns nur mit endlichen, normalen Uberlagerungen
von normalen, zusammenhingenden Schemata beschiiftigen. (Ein Schema ist
normal, wenn alle seine lokalen Ringe normale Integritétsbereiche sind. Falls
das Schema ganz ist, ist dies dquivalent dazu, dass alle affinen Teilschemata
durch normale Ringe definiert sind. [Mu, III, 8, Text nach Definition 1, Fuf-
note]) Ein normales Schema ist insbesondere reduziert und seine Zusammen-
hangskomponenten sind irreduzibel. Ein Schema ist also genau dann normal
und zusammenhéngend wenn es normal und ganz ist. Anstelle von normalen,
zusammenhéngenden Schemata sprechen wir im Folgenden von normalen, gan-
zen Schemata.

Sei im Folgenden U stets ein normales, ganzes Schema. Sei K = k(U) der
Funktionenkdrper.

Definition Sei X ein normales, ganzes Schema und f : X — U ein endli-
cher, dominanter Morphismus. Dann nennen wir f eine endliche, normale, gan-
ze Uberlagerung von U. (Wir sagen dann auch, dass X eine endliche, normale,
ganze Uberlagerung von U ist.)

Sei X ein normales Schema (nicht notwendiger Weise ganz). Dann nennen
wir einen Morphismus f : X —» U eine endliche, normale Uberlagerung, wenn
f endlich und auf jeder Zusammenhangskomponente von X dominant ist.

Bemerkung Aus dem Going-up Theorem [Ei, Proposition 4.15] folgt, dass
ein endlicher Morphismus abgeschlossen ist. Somit ist eine endliche, normale
Uberlagerung stets surjektiv auf jeder ihrer Zusammenhangskomponenten.

Da ’endlich’ stabil unter Basiswechsel ist, ist eine endliche, normale Uberla-
gerung X — U sogar universell abgeschlossen. Aus dem Bewertungskriterium
folgt, dass affine Morphismen separiert sind. Eine endliche, normale Uberlage-
rung ist also eigentlich. Komposita von separierten Morphismen sind separiert
und Komposita von eigentlichen Morphismen sind eigentlich. (Bewertungskri-
terium) Wenn U ein separiertes S-Schema ist, so ist auch X ein separiertes
S-Schema. Analog ist X ein eigentliches S-Schema, wenn U eines ist.

Folgendes Lemma ist im Weiteren fundamental:

Lemma 3.1 Sei f : X — U unverzweigt und auf jeder Zusammenhangskom-
ponente von X dominant. Dann ist f étale. Weiterhin ist dann X normal.

Beweis. Ohne Einschriankung kann man annehmen, dass X zusammenhéngend
ist. Siehe nun [SGA I, I, Corollaire 9.10, Corollaire 9.11]. O
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Flache (und somit auch étale Morphismen) sind offen. [SGA I, IV, Théoréme
6.6] Aus dem zweiten Teil des Lemmas folgt, dass étale Uberlagerungen iiber
dem normalen ganzen Schema U endliche, normale Uberlagerungen im Sinne
obiger Definition sind.

Normalisierungen in endlichen Korpererweiterungen

Definition (Nach [Mu, IIL.8, Definition 3]) Sei K — L eine endliche Erwei-
terung des Funktionenkorpers von U. Eine Normalisierung von U in L ist eine
endliche, normale, ganze Uberlagerung X — U, mit x(X) = L, so dass die
induzierte Abbildung k(U) — k(X) gleich der vorgegebenen Inklusion K «— L
ist.

Proposition 3.2 Fualls die Normalisierung existiert, ist sie eindeutig im fol-
genden Sinne: Wenn X1 — U und Xo — U zwei Normalisierungen von U
in L sind, dann gibt es einen U-Isomorphismus zwischen X1 und Xso, der auf
L die Identitit induziert.

Die Normalisierung existiert in den folgenden Fillen:

o L|k(U) ist endlich separabel

o U ist ein k-Schema (k ein Kérper) und L|k(U) ist endlich beliebig (dabei
muss U nicht normal sein)

Beweis. Skizze nach [Mu, II1.8 Theorem 3]:

Eindeutigkeit Es ist klar, dass fiir affine Schemata Spek(R) die Normalisie-
rung durch die Normalisierung von R in L zu definieren ist. Dies ist die Eindeu-
tigkeit fiir affine Schemata. Da jedes Schema durch affine Schemata iiberdeckt
wird, ergibt sich daraus die Eindeutigkeit fiir beliebige Schemata.

Ezistenz Fiir affine Schemata ist zu zeigen, dass die Normalisierung eines
Ringes in einem Korper unter den angegebenen Bedingungen endlich ist. Dies
folgt aus dem Beweis von [Ne, I, Satz (8.1) mit Lemma (2.9)] und [ZS, vol I,V 4,
Theorem 9]. Aus der Existenz und Eindeutigkeit fiir affine Schemata ergibt sich
die Existenz fiir beliebige Schemata. Denn die Normalisierungen von offenen
affinen Teilen kénnen aufgrund der Eindeutigkeit 'zusammengeklebt’ werden. O

Aufgrund der Eindeutigkeit bezeichnen wir die Normalisierung von U in L
mit Ny (L). Aus der Eindeutigkeit der Normalisierung folgt, dass jede endliche,
normale, ganze Uberlagerung X — U isomorph zur Normalisierung von U im
Funktionenkérper #(X) ist. Aus der Eindeutigkeit folgt ferner, dass die Nor-
malisierung in den beiden angegebenen Fillen einen kontravarianten Funktor
definiert. Genauer gilt im ersten Fall:

Sei K = k(U) der Funktionenkérper des normalen, ganzen Schemas U. Nor-
malisierung definiert einen Funktor von der Kategorie der endlichen separablen
Korpererweiterungen von K in die Kategorie der endlichen, normalen, ganzen
Uberlagerungen von U, deren Funktionenkérper separabel ist. Die letzte Be-
dingung besagt gerade, dass die endlichen, normalen, ganzen Uberlagerungen
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unverzweigt am generischen Punkt sein sollen. Normalisierung definiert nach
Konstruktion zusammen mit dem Funktionenkorperfunktor eine kontravariante
Aquivalenz von Kategorien.

Objekte:

Endliche, normale, ganze
U-Uberlagerungen,

unv. am generischen Punkt —
Morphismen:
Uberlagerungen, die
U-Schemamorphismen sind

Objekte:

Endliche, separable
Erweiterungen von K
Morphismen:

endliche
K-Koérperhomomorphismen

Fr: X —U — K — k(X)
NU(L)—>U — K—)L:NU

Sei 2 ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper von K = £(U). Wenn man
auf der linken Seite zusitzlich fordert, dass die Funktionenkdrper der Uberla-
gerungen in ) eingebettet sind, und auf der rechten Seite fordert, dass die
endlichen Korpererweiterungen alle in €2 liegen, so erhélt man wieder eine kon-
travariante Aquivalenz von Kategorien.

Wenn X und Y étale U-Uberlagerungen sind und X — Y ein U-Morphis-
mus ist, so ist X — ¥ nach [SGA I, I, Corollaire 4.8.] étale und auch endlich,
wie man sich leicht iiberlegt.

Sei €t(U) die Kategorie mit Objekten: zusammenhiingende, étale Uberlage-
rungen von U und Morphismen: étale Uberlagerungen, welche U-Morphismen
sind, wobei die Funktionenkérper in € liegen. Sei K(U) die Kategorie der end-
lichen Erweiterungungen L von K in €2, wobei die Normalisierung von U in L
iiber U unverzweigt ist. (Diese Erweiterungen sind automatisch separabel.)

Die Kategorie £¢(U) ist eine volle Unterkategorie der obigen linken Kate-
gorie, withrend X(U) eine volle Unterkategorie der rechten Kategorie ist. Die
Funktoren g und Ny definieren eine Aquivalenz zwischen den beiden Katego-
rien:

- Eine étale Uberlagerung X — U ist insbesondere unverzweigt, und die
Erweiterung der Funktionenkorper liegt demnach in K(U).

- Wenn andererseits K — L in K(U) liegt, definiert die Normalisierung
eine étale Uberlagerung von U. Denn: Die Normalisierung ist dominant und
auflerdem unverzweigt nach Voraussetzung. Das Resultat folgt aus Lemma 3.1.

Sei Y normal und ganz, und sei S ein abgeschlossenes Teilschema. Dann ist
die Kategorie &t(Y — S) der zusammenhingenden, étalen Uberlagerungen von
Y — S auch dquivalent zur Kategorie der endlichen, normalen, ganzen, auflerhalb
S étalen Uberlagerungen von Y (wobei die Funktionenkorper in 2 liegen).

Die Aquivalenz ist auf Objekten folgendermafen gegeben: Sei X — Y — S
zusammenhéingend, étale. Bilde die Normalisierung von Y in x(X). Sei ande-
rerseits X — Y normal, ganz und étale auflerhalb S. Schrinke dies auf Y — S
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ein. Auf Morphismen ist die Aquivalenz analog durch Einschrinken bzw. iiber
den Umweg des Funktionenkorpers gegeben.

Die Aquivalenz ist klar, da beide Funktoren die entsprechenden Erweiterun-
gen der Funktionenkérper nicht fdndern, endliche, normale, ganze Uberlagerun-
gen von normalen Schemata aber durch die Erweiterungen der Funktionenkorper
eindeutig bestimmt sind.

Wir wollen zeigen, dass K(U) mit zwei Kérpern auch deren Kompositum in
Q enthélt. Dann bilden die Objekte in K(U) mit Inklusionen in 2 ein direktes
System.

Normalisierungen in reduzierten endlichen Algebren

Definition Sei X ein reduziertes aber nicht notwendigerweise irreduzibles
Schema. Der Ring der rationalen Funktionen oder kiirzer der Funktionenring
von X ist der induktive Limes aller Ringe Ox(V),V offen in X.

F(X) :=lim Ox (V)

Man sieht sofort: Falls X die irreduziblen Komponenten X1, ..., X, hat, so
ist EF(X) = K(Xl) D---D H(Xk)
Wir erweitern die Definition der Normalisierung:

Definition Sei weiterhin U ein normales, ganzes Schema, K := x(U) — A
eine endliche reduzierte Algebra, (d.h. das Nilradikal von A ist Null). Dann
ist eine Normalisierung von U in A eine endliche, normale Uberlagerung mit
Funktionenring A.

Dabei sei noch einmal betont, dass eine endliche, normale Uberlagerung des
normalen, ganzen Schemas U nach Definition auf jeder Irreduzibilitdtskompo-
nente dominant ist.

Sei A eine endliche, separable K-Algebra, d.h. A® i K sei reduziert. Nach dem
Chinesischen Restsatz ist A als K-Algebra isomorph zu Ly @ - -+ @ L,., wobei die
L; irreduzible, geometrisch reduzierte, endliche K-Algebren, mit einem Wort:
endliche, separable Korpererweiterungen von K sind.

In diesem Fall existiert die Normalisierung stets und ist eindeutig. Die dis-
junkte Summe der Normalisierungen von U in den Korpererweiterungen L;|K
hat die gewiinschten Eigenschaften. Auf affinen, offenen Teilen SpekR C U ist
die Normalisierung genau wie im Fall einer endlichen Korpererweiterung des
Funktionenkorpers durch die Normalisierung von R im Ring A definiert.

Die Funktoren ’Funktionenring’ und 'Normalisierung’ definieren eine kon-
travariante Aquivalenz zwischen den Kategorien der endlichen, normalen Uber-
lagerungen von U, die an den generischen Punkten unverzweigt sind, und der
Kategorie der endlichen separablen Algebren iiber K.
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Definition der Fundamentalgruppe normaler Schemata

Proposition 3.3 Die Menge der Objekte von X(U) hat die Eigenschaft, dass
sie mit zwei Korpererweiterungen auch deren Kompositum in 0 enthdlt. Insbe-
sondere enthdlt sie mit einer Erweiterung auch deren galoissche Hiille.

Beweis. Wenn U ein normales, ganzes Schema ist und L; und Lo endliche Er-
weiterungen vom Funktionenkérper K sind, wobei Lo|K separabel ist, so ist
nach Proposition 1.12 L ® ¢ Lo eine endliche Summe von endlichen separablen
Korpererweiterungen von Lj.

Die Bedingung ’étale’ ist stabil unter Basiswechsel. [SGA I, I, Proposition
4.6.] Sei U ein normales, ganzes Schema mit Funktionenkérper K. Seien X7, Xo
endliche, normale, ganze Uberlagerungen von U, wobei X, — U unverzeigt
(étale) sei. Dann ist der Morphismus X7 Xy Xo — X5 étale und somit (weil
auch endlich) eine étale Uberlagerung.

Seien Ly, Lo die Funktionenkérper von x(X7), k(X2). Dann ist die étale (und
somit normale) Uberlagerung X1 xy Xo — X, gleich der Normalisierung von
X1 in der Algebra Ly @k Lo. (Dies ist die "Propriété de translation’ in [SGA I,
Proposition 1.10.4. (iii)].)

Nach Proposition 1.12 ist jedes Kompositum L;Ls von L; und Ly gleich
einer irreduziblen Komponente von L1 ® g L. Damit ist die Normalisierung X
von X7 in L1 Ly gleich einer Zusammenhangskomponente von X1 xy Xo — X3
und somit unverzeigt tiber X;. Wenn nun aulerdem X; — U als unverzweigt
vorausgesetzt wird, so ist X iiber U unverzeigt. O

Sei M(U) das Kompositum aller Korper aus KX(U) im festen algebraisch
abgeschlossenen Korper 2. Also

M@U):= lim L= lim L,
— —
LeX (V) LeX(U)

L|K galoissch

wobei die Morphismen des direkten Limes die Inklusionen in Q sind. M (U)|K
ist galoissch. Wir definieren nun die étale Fundamentalgruppe von U mit Werten
in € durch

m(U) =m (U, Q) := Gal(M(U)|K) = lim Gal(L|K)
(_
LeX(U)
L|K galoissch

Falls der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist, so sprechen wir anstatt
von der étalen Fundamentalgruppe auch von der geometrischen Fundamental-
gruppe von U.

Nach Konstruktion gibt es eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen
der étalen zusammenhingenden Uberlagerungen von U und den Konjugations-
klassen der offenen Untergruppen (abgeschlossenen Untergruppen mit endlichem
Index) von m (U).
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Die Fundamentalgruppe von Kurven

Sei k ein beliebiger Korper. Eine k- Varietdt ist ein reduziertes, separiertes Sche-
ma iiber k (wie immer von endlichem Typ). Eine k-Kurve ist eine k-Varietit
von Dimension 1.

Der Funktor 'Funktionenkérper’ definiert eine kontravariante Aquivalenz
zwischen der Kategorie der normalen, ganzen, eigentlichen k-Kurven und der
Kategorie der Funktionenkorper, d.h. der endlich erzweugten Erweiterungen
von Transzendenzgrad 1. (Dedekind-Weber Aquivalenz) Den Umkehrfunktor
bezeichnen wir in Anlehnung an die Normalisierung mit N.

Eigentliche, normale, Funktionenkorper

ganze k-Kurven mit iiber k£ mit

nicht konstanten k-Korper-

k-Morphismen homomorphismen
F: X — K(X)

Insbesondere kann man jedem Funktionenkoérper K ein Modell zuordnen. Dies
ist eine eigentliche, normale, ganze k-Kurve Y mit x(Y) = K. Nach Proposi-
tion 3.2 kann man ein Modell zu K|k folgendermafien konstruieren: Wihle ein
transzendentes Element ¢ € K|k. Damit erhilt man eine Erweiterung K|k(¢).
Der rationale Funktionenkorper k(t)|k ist der Funktionenkorper der projektiven
Geraden. Sei Y die Normalisierung von P} in K.

Sei K|k ein Funktionenkérper, Y ein Modell von K|k. Wenn y ein abge-
schlossener Punkt von Y ist, so ist der lokale Ring Oy,, ein Bewertungsring
und definiert eine Primstelle von K|k. Die Zuordnung y — Oy, definiert ei-
ne Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen Punkte von Y und der
Menge der Primstellen von K|k. Eine endliche Erweiterung K — L ist ge-
nau dann an einer Primstelle verzweigt, wenn die zugehorige endliche, normale,
ganze Uberlagerung Ny (L) — Y am entsprechenden Punkt verzweigt ist.

Sei S eine endliche Menge von abgeschlossenen Punkten in einer eigentlichen,
normalen, ganzen Kurve Y. Sei U := Y — § das Komplement von S. Die zu S
gehorige Menge von Primstellen werde wieder mit S bezeichnet. Sei wie in Ka-
pitel 2 Kg(K) die Kategorie der in 2 enthaltenen endlichen auerhalb S unver-
zweigten Erweiterungen. Wir wiederholen, dass die aulerhalb S unverzweigten
Erweiterungen L|K automatisch separabel sind. Die Normalisierung von U in L
ist also unverzweigt am generischen Punkt. Damit ist Kg(K) = K(U). Sei wie
im vorigen Kapitel Mg(K) die maximale auflerhalb S unverzweigte Erweiterung
von K. Dann ist Mg(K) = M(U) und somit

n@) = lm  Gal(ZL|K) = Gal(Ms(K)|K).
H
LEKs(Y)
L|K galoissch
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3.2 Die Fundamentalgruppe beliebiger Schema-
ta

Die Fundamantalgruppe in der algebraischen Topologie

In der algebraischen Topologie definiert man die Fundamentalgruppe eines weg-
zusammenhéngenden, lokal wegzusammenhéngenden, semi-lokal-einfachzusam-
menhéngenden topologischen Raumes U - z.B. einer zusammenhéngenden Man-
nigfaltigkeit - entweder durch Homotopieklassen von punktierten Wegen oder als
das Opunierte der Automorphismengruppe (iiber U) einer universellen Uberla-
gerung. Wenn man zwei verschiedene universelle Uberlagerungen wiihlt, steht
die Menge der Homdomorphismen zwischen diesen universellen Uberlagerungen
in Bijektion zur Menge der Elemente der Fundamentalgruppe. Wenn man einen
Homoomorphismus fest wéhlt, definiert jeder andere einen inneren Automor-
phismus auf der Fundamentalgruppe. Diese Nichteindeutigkeit wird beseitigt,
wenn man die Fundamentalgruppe in der Kategorie der punktierten Raume defi-
niert. Es gibt bis auf eindeutige Homéomorphie genau eine punktierte universelle
Uberlagerung. Nach Wahl einer solchen punktierten universellen Uberlagerung
ist die Fundamentalgruppe eindeutig bestimmt.

Ein anderer Zugang zur topologischen Fundamentalgruppe besteht im so-
genannten Faserfunktor. Hierzu wéhlt man wieder einen Punkt a € U. F, :
Et(U) — Ens ordnet jeder Uberlagerung X — U die Faser F,(X) iiber a zu.
U-Uberlagerungen X — Y werden dabei die Faser eingeschriinkt. Der Faser-

funktor ist treu. Eine universelle Uberlagerung l} ist ein darstellendes Objekt,

~

es gilt also F, = Homy (U,.), wobei der Isomorphismus wieder durch einen

~

fest gewihlten Punkt ae F,(U) gegeben ist. Damit ist die Automorphismen-
gruppe des Faserfunktors isomorph zur Automorphismengruppe des Funktors

HomU(ﬁ, .), also Au‘c([}i |U), dem Opunierten der Fundamentalgruppe von U
(Yoneda-Lemma).

Geometrische Punkte auf Schemata

Sei U ein beliebiges zusammenhéngendes Schema. Sei u € U ein topologischer
Punkt. Der Faserfunktor F, von der Kategorie der étalen Uberlagerungen in
die Kategorie der endlichen Mengen ist nun i.A. nicht treu. (Z.B. wenn U das
Spektrum eines nicht-separabel abgeschlossenen Kérpers ist). Dies wird anders,
wenn man den Faserfunktor anstatt mittels eines topologischen Punktes mittels
eines geometrischen Punktes definiert.

Definition Sei U ein beliebiges Schema, ) ein algebraisch abgeschlossener
Korper. Ein geometrischer Punkt ist ein Morphismus Spek(2) — U. Dies ist
nichts anderes als ein topologischer Punkt u € U mit einer Einbettung x(u) <

Q.
Allgemeiner ist ein T -wertiger Punkt (T ein beliebiges Schema) ein Morphis-
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mus T — U. Die Menge der T-wertigen Punkte wird mit U(T)=Hom(T,U)
bezeichnet. Fiir festes T’ definiert das Bilden der T-wertigen Punkte einen ko-
varianten Funktor.

Die Idee eines punktierten Raumes tibertrigt sich von der algebraischen
Topologie auf die algebraische Geometrie. Sei €2 ein algebraisch abgeschlossener
Korper. Ein punktiertes Schema ist ein Tupel (U, a), wobei a ein geometrischer
Punkt ist. Dementsprechend ist ein Morphismus von punktierten Schemata ein
Diagramm

Spek(Q) —— X
Spek(Q)) —— i

Definition der Fundamentalgruppe beliebiger Schemata

Definition Sei U ein festes zusammenhéngendes Schema und a ein geometri-
scher (Q-wertiger) Punkt. Sei f : X — U eine étale Uberlagerung. Die Faser
von a in X ist das Urbild von a in X ().

Fo(U) = f(Q) "} (a)

Der Faserfunktor F, von U an a ist ein Funktor von der Kategorie der étalen
Uberlagerungen von U in die Kategorie der endlichen Mengen. Er ordnet jeder
étalen Uberlagerung von U die Faser iiber a zu. Etale Uberlagerungen g : X —
Y iiber U werden auf die Einschriinkung von g(Q) auf F,(X) abgebildet.!

Der Faserfunktor ist treu (Wenn X eine étale U-Uberlagerung ist, so liegt
in jeder Zusammenhangskomponente von X ein geometrischer Punkt iiber a.
Damit kann man [SGA I, I, Corollaire 5.4.] anwenden.)

Man definiert in Analogie zur topologischen Fundamentalgruppe:

Definition Sei (U,a) ein zusammenhéngendes, punktiertes (noethersches)
Schema. Dann ist die Fundamentalgruppe von U mit Basispunkt a die zur Au-
tomorphismengruppe des Faserfunktors F, opunierte Gruppe.

m1 (U, a) :== Aut(F,)?

Da étale Uberlagerungen definitionsgemi$ endlich sind, gibt es i.A. keine
universelle étale Uberlagerung, und deshalb ist der Faserfunktor i.A. auch nicht
darstellbar. Er ist aber strikt pro-darstellbar, d.h. es gibt ein projektives System
P = (P;)ier mit

F, = lim Homy (B, .), (3.1

K2

IDie Notation f(Q) ist nicht Standard. Meine Idee war: Wenn ...(Q) ein Funktor ist, sollte
man die von f induzierte Abbildung von X () nach U(2) mit f(£2) bezeichnen. Das ist
natiirlich problematisch, da f(€2) schon das Bild von Q unter f bezeichnet. Die Bezeichnung
f+ wére in Ordnung, man schreibt aber einfach f.
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wobei dieser Isomorphismus durch ein Element

pE hIP Fa(Pi)
gegeben ist. Dabei sind die Morphismen des projektiven Systems P epi. [SGA T,
V, 3 ¢)]
Um auszunutzen, das§ der Faserfunktor pro-darstellbar ist, miissen wir wis-
sen, was eine galoissche Uberlagerung ist. [SGA I, Exposé V 1-3]

Galoissche Uberlagerungen

Definition Sei X ein Schema, G eine endliche Gruppe, die auf X operiert. Ein
Quotientenschema von X nach G ist ein Schema X /G mit einem G-invarianten
Morphismus X — X/G und folgender universeller Eigenschaft: Wenn f :
X — Z ein G-invarianter Morphismus ist, so gibt es genau einen Morphis-
mus X/G — Z, so dass das Diagramm

f

X—Z

e

X/G

kommutiert.

Wenn X — U ein G-invarianter affiner Morphismus ist, so existiert das
Quotientenschema stets. (Man kann X durch G-invariante affine Mengen iiber-
decken - ndmlich die Urbilder von affinen Mengen von U. Die Existenz folgt aus
[SGA 1, IV, Proposition 1.8].) Falls X — U eine étale Uberlagerung ist, dann
sind auch die Morphismen X — X/G und X/G — U étale Uberlagerungen.
[SGA I, V, Proposition 2.2., Corollaire 1.5.; Corollaire 3.4.]

Definition Sei X — U ein G-invarianter Morphismus. Der Stabilisator eines
topologischen Punktes x € X heifit Zerlegungsgruppe von z, Bezeichnung G(zx).
Der Stabilisator eines geometrischen Punktes {iber = heif3t Tragheitsgruppe von
x (Definition ist unabhéingig von der Wahl des geometrischen Punktes iiber ),
Bezeichung I(x).

Wenn K|k ein Funktionenkorper, L|K eine galoissche Erweiterung und X —
U die entsprechende endliche, normale, ganze Uberlagerung von Modellen ist,
so stimmen diese Gruppen unter der Bijektion von Primstellen und Punkten
genau mit den in der Bewertungstheorie definierten iiberein.

Definition Sei X — U eine G-invariante étale Uberlagerung, U das Quoti-
entenschema von X nach G, und es gelte: Wenn X, eine Zusammenhangskom-
ponente von X ist und fiir ein g € G g|x, = idx, gilt, so ist g das neutrale
Element in G. Wir sagen dann, der Morphismus X — U sei eine galoissche
Uberlagerung mit Galoisgruppe G.
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Dies ist dquivalent zu Definition 2.7. (eigentlich 2.8.) in [SGA I, Exposé
V]. Dort heifit ein endlicher G-invarianter Morphismus X — U galoissch mit
Galoisgruppe G, wenn X/G = U ist und alle Triigheitsgruppen trivial sind.
Die Aquivalenz dieser beiden Definitionen folgt aus dem Spezialfall, dass X
zusammenhéngend ist, siehe dazu [SGA I, V, Corollaire 2.4.] Falls X zusam-
menhéngend ist, dann ist die Automorphismengruppe von X — U gleich G.
[SGA I, V, Corollaire 2.4.]

Sei nun U ein normales, ganzes Schema und X —— U eine étale, ganze
G-invariante Uberlagerung. Dann ist die Inklusion x(X/G) — k(X) k(G)-
invariant, d.h ihr Bild liegt in x(X/G)*(¢). Andererseits ist die Uberlagerung
X — N(x(X)*(@)) G-invariant. Daraus folgen die kommutativen Diagramme

R(X)HE) ——— k(X) N (r( X)) <—— X
] N
K(U) —— k(X/G) U<~—X/G.

Durch Anwenden des Funktionenkorperfunktors auf das zweite Diagramm
erhalten wir x(X/G) = k(X)"(©). Aus dem ersten Diagramm folgt mit dem Nor-
malisierungsfunktor Ny (k(X)*(%)) = X/G. Es gilt also X — U ist galoissch
mit Galoisgruppe G +— U = X/G +— k(X/G) = k(U) +— r(X)"9) =
k(U) +— k(X)|k(U) ist galoissch mit Galoisgruppe k(G).

Also ist eine étale zusammenhiingende Uberlagerung X — U iiber einem
normalen Schema U genau dann galoissch, wenn die entsprechende Korperer-
weiterung galoissch ist. Die Galoisgruppe der Uberlagerung stimmt mit der Au-
tomorphismengruppe tiberein und ist gleich dem Opunierten der Galoisgruppe
der Korpererweiterung.

Berechnung der Fundamentalgruppe

Die étalen Uberlagerungen in 3.1 kénnen als galoissche Uberlagerungen gewiihlt
werden. Es ist

m (U, a) = Aut(F,)?” = lim Aut(5;)°.
(siehe [SGA I, V,3 h) und V,7]) Insbesonderes ist die Fundamentalgruppe eine
proendliche Gruppe. Sie werde mit der proendlichen Topologie versehen.

Die Fundamentalgruppe operiert auf der Faser jeder Uberlagerung. Aus
[SGA T, I, V {), g)] folgt, dass die Operation stetig ist. In [SGA I, I,V] wird
gezeigt, dass die Kategorie der étalen Uberlagerungen von U mittels dem Faser-
funktor F, kanonisch isomorph zur Kategorie der endlichen Mengen mit diskre-
ter 71 (U, a)-Operation ist. (Diskret heifit, dass der Stabilisator jedes Elements
offen ist.)

Die Fundamentalgruppen zu zwei verschiedenen geometrischen Punkten ei-
nes zusammenh#ngenden Schemas sind isomorph. Der Isomorphismus ist ein-
deutig bestimmt bis auf einen stetigen inneren Isomorphismus. [SGA I, I, Text
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nach Corollaire 5.7., 7] In dieser Arbeit ist mit der Fundamentalgruppe ei-
nes irreduziblen Schemas immer die Fundamentalgruppe beziiglich eines durch
k(U) — Q gegebenen geometrischen Punktes iiber dem generischen Punkt
gemeint.

Die Fundamentalgruppe als Funktor

Man kann das Bilden der étale Fundamentalgruppe zu einem Funktor von der
Kategorie der punktierten, zusammenhingenden Schemata in die Kategorie der
proendlichen Gruppen machen. Sei dazu a : (U,a) — (V,a’) ein Morphismus
punktierter Schemata. Aus der universellen Eigenschaft des Produkts folgt die
dem Morphismus U — V kanonisch zugeondnete natiirliche Transformation

Homy (Spek(©2), U xy .) = Homy (Spek(€2), .)

und daraus eine « : (U,a) — (V,a’) kanonisch zugeordnete natiirliche Trans-
formation
Fa(U Xy ) = Fa/.

Sei f = fo der Funktor, der einer étalen Uberlagerung Y — V die étale
Uberlagerung U xy Y — U zuordnet. Es gibt also eine dem Morphismus
(U,a) — (V,a’) kanonisch zugeondnete natiirliche Transformation

Faof = Fa/, (32)

Jeder Automorphismus von F, definiert durch ’Einschriankung’ auf Objekte
der Form f(Y — V) = (U xy Y — U) auch einen Automorphismus von
F, o f und aufgrund von 3.2 auch eine natiirliche Transformation von Fy. 'Ein-
schrianken’ ist vertriglich mit der Gruppenstruktur der Automorphismengruppe
des Faserfunktors. Man erhilt einen Gruppenhomomorphismus

mi(a) : 7 (U,a) — 71 (V,a)

In [SGA 1, V,6 und 7] wird gezeigt, dass dieser Homomorphismus stetig ist. Man
iiberlegt sich, dass 7m; nun ein Funktor ist.

Aquivalenz der beiden Definitionen der Fundamentalgrup-
pe normaler Schemata

Sei U ein normales, ganzes Schema, K der Funktionenkorper. Dann wird die
oben angegebene Definition der Fundamentalgruppe fiir normale, ganze Sche-
mata ein Spezialfall der abstrakteren Definition, wenn man als Basispunkt einen
geometrischen Punkt iiber dem generischen Punkt, d.h eine Einbettung a :
K — Q festlegt. Als projektives System (F;);e; wihlt man alle zusammen-
hiingenden, galoisschen Uberlagerungen von U, deren Funktionenkérper in
liegt. Diese entsprechen genau den galoisschen, endlichen Erweiterungen L des
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Funktionenkorpers K in 2, wobei die Normalisierung von U in L unverzweigt
ist - also den Objekten aus K(U). Somit gilt:

m1(U, a) = lim Aut(F;)*" = lim Gal(x(F;)|K) = Gal(M (U)|K)

7 K3

Beachte: G, — G,.,G — G°P, f — [ definiert einen kovarianten Funktor auf
der Kategorie der Gruppen.

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, um die Isomorphie zu zeigen. (sie-
he [SGA I, V.8]) Sei wieder a : K — ) ein geometrischer Punkt iiber dem
generischen Punkt von U. Dann definiert Spek(Q2) — Spek(K) einen geome-
trischen Punkt o’. Damit ist 71 (Spek(K),a’) kanonisch isomorph zu I'x. Man
erhiilt einen Morphismus von punktierten Réumen (Spek(K),a’) — (X, a).
Dies definiert einen Morphismus

'k = m(Spek(K),a') — m1(X, a).

Der Morphismus ist surjektiv und induziert einen Isomorphismus auf
Gal(M(U)|K).

Tragheitsgruppen in der Fundamentalgruppe

Sei Y ein normales ganzes Schema, K der Funktionenkorper, S ein abgeschlos-
senes Unterschema aus Y und U :=Y — S. Sei P = (P;);er das System von
auBerhalb S unverzweigten, endlichen, normalen, ganzen Uberlagerungen von Y,
deren Funktionenkorper in €2 liegt und galoissch iiber K ist. Dann gilt wieder
T (U) & lime{ Aut(P;)°P.

Sei nun y € S. Dann gibt es nach dem Zornschen Lemma ein System von
Elementen z = (z;); € (P;)icr, so dass die Morphismen des projektiven Systems
die z; aufeinander abbilden und alle Elemente iiber y liegen. Die Gruppe I(z) :=
limT I(z;) heifit eine Tragheitsgruppe von y (in der Fundamentalgruppe).

Falls Y eine normale, ganze, eigentliche k-Kurve ist, so entspricht der end-
lichen Menge von abgeschlossenen Punkten S eine Menge von Primstellen auf
K|k, die zu y gehorende Primstelle sei p. Dann stehen die projektiven Systeme
von Punkten x iiber y in Bijektion zu den Erweiterungen 3 von p in Mg|K.
Wenn ‘B die = entsprechende Erweiterung ist, so ist I(x) = Iy, (Ms|K).

3.3 Der Riemannsche Existenzsatz

Der Riemannsche Existenzsatz fiir vollstindige Kurven

Wir studieren die Funktionenkérper und die normalen, ganzen Kurven iiber
C, dem Korper der komplexen Zahlen. Es sei daran erinnert, dass eine Kurve
genau dann normal ist, wenn sie regulér ist (d.h. alle lokalen Ringe sind reguliir).
Uber einen algebraisch abgeschlossenen Korper ist dies dquivalent dazu, dass die
Kurve glatt ist, d.h. das Jacobi-Kriterium gilt. [Ha, I, Theorem 5.1.] (siehe auch
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Proposition 3.10 in dieser Arbeit) Anstelle von normalen bzw. reguliren Kurven
spricht man dann auch von nicht-singuldren Kurven.

Sei X die Kategorie der Funktionenkérper (von Transzendenzgrand 1) iiber
C. Sei U die Kategorie der eigentlichen (projektiven), normalen (nicht-siguléren)
zusammenhéingenden (ganzen) algebraischen C-Kurven mit nicht-konstanten
(dominanten) Morphismen. Sei UXassisch die Kategorie der klassischen projek-
tiven, nicht-singuléren, irreduziblen Kurven, d.h. der in gewissen P¢ einge-
betteten projektiven, nicht-singuléren, irreduziblen algebraischen Mengen von
Dimension 1. Sei schliefilich U*" die Kategorie der kompakten Riemannschen
Flichen (der kompakten, zusammenhéngenden, 1-dimensionalen, komplexen Man-
nigfaltigkeiten) mit analytischen (verzweigten) Uberlagerungen.

Es gibt mehrere natiirliche Funktoren zwischen diesen Kategorien.

Der Funktionenkoérperfunktor deﬁpiert eine kontravariante Aquivalenz zwi-
schen X und U. (Dedekind-Weber Aquivalenz) Der Funktionenkdrperfunktor
wird mit F und sein Inverses mit N bezeichnet.

Die Kategorie U ist dquivalent zur Kategorie UKasisch  Fg gibt einen voll-
treuen essentiell surjektiven Funktor UMassisch — (. [Ha, II, Proposition 4.10]
Nach [Ja, Proposition 1.3] definiert das Einbetten jeder eigentlichen, glatten,
ganzen C-Kurve in einen PZ einen Funktor, Bezeichnung ( )*assisch " (Insbeson-
dere sind zwei Einbettungen derselben eigentlichen, glatten, ganzen C-Kurve in
der Kategorie UKassisch jsomorph.)

Man kann jede projektive, nicht-singulére, irreduzible klassische Kurve ana-
lytifizieren. Der projektive Raum Pg, ist in natiirlicher Weise eine komplexe
Mannigfaltigkeit. Sei XXlassisch P& eine projektive, nicht-singulére, irreduzi-
ble klassische Kurve. Dann induziert die komplexe Struktur von Pg eine kom-
plexe Struktur auf Xklassisch,

Wir bezeichnen die Analytifizierung von X*assisch it xan g Xklassisch g]q
nicht-singulédr und irreduzibel vorausgesetzt war, ist X?" eine kompakte Rie-
mannsche Fliche.?

2Die Definition der komplexen Struktur und der Beweis, dass man eine Riemannsche Fliche
erhilt, ist nicht ganz einfach. Wir gehen deshalb genauer darauf ein: Wir bezeichnen der
Einfachheit halber XKlassisch mit X Wir betrachten P2 mit der starken Topologie (auch
komplexe oder reelle Topologie genannt). Diesen Raum bezeichnen wir mit (PE)EOP. Die
starke Topologie induziert eine Topologie auf X; den entsprechenden topologischen Raum
bezeichnen wir mit X'P. Es ist offensichtlich, dass X*°P abgeschlossen in (Pg)'P und somit
kompakt ist. Die komplexe Struktur auf X *°P kann man mittels der folgenden beiden Zuginge
erhalten:

Der erste Zugang beruht auf der Theorie der analytischen Rdume (siehe beispielsweise Serre:
Géometrie algébrique et géométrie analytique, Annales de I'Institut Fourier 6 (1959), p. 1 -
42 [Serre] und Exposé XII in SGA I in der Ausgabe von Springer (1971)). Man kann X in
offensichtlicher Weise einen analytischen Raum X?2" zuordnen. Dieser Raum ist genau wie X
reguldr und ein-dimensional (siehe Exposé XII, Proposition 2.1 in SGA I). Ein solcher Raum
ist eine Riemannsche Flédche, siehe hierzu Abschnitt 4 in [Serre].

Der zweite Zugang benutzt weniger Theorie: Wir betrachten zuerst einen Punkt P auf
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Auch Morphismen kann man analytifizieren: Seien X klassisch — pn yklassisch
C P™ klassische, projektive, nicht-singulére, irreduzible Kurven. Dann ist ein
Morphismus zwischen X kassisch yypq yklassisch qyrch einen Morphismus zwischen
& und P& gegeben, d.h. durch ein Tupel homogener Polynome gleichen Grades
(foy s fm) € K[Xo, ..., X;]. Diese definieren analytische Morphismen zwischen
X2 und Ya» 3
Insgesamt haben wir einen Funktor UKassisch (a2 Durch Verkniipfung
dieses Funktors mit dem Einbettungsfunktor ( )kassisch erhalten wir einen Funk-
tor (1) : U — U™, den Analytifizierungsfunktor.

Desweiteren gibt es den kontravarianten Funktor M, der jeder kompakten
Riemannschen Flidche den Korper der meromorphen Funktionen (also der ho-
lomorphen Abbildungen auf die Riemannsche Zahlenkugel fPl) zuordnet. Ein
Morphismus ¢ : X — Y wird auf den 'Riickziechmorphismus’ M(¢) : M(Y) —
M(X) : g — g o ¢ abgebildet.

Insgesamt erhalten wir folgendes Diagramm:

Sei X eine projektive, nicht-singulidre zusammenhéngende Kurve. Dann sind
alle analytischen Morphismen von X&" nach P! algebraisch. Dies sieht man fol-

X und ein uniformisierendes Element f an P. Dieses Element definiert einen Morphismus
f: X — Pé, der an P étale ist. Somit gibt es eine Umgebung U von f(P), Polynome
Jis---, fm € Cl2l[y1,- .., @m] und offene Einbettungen U — AL, f~1(U) < V(f1,..., fm),
so dass das Diagramm

FHO) =V (f1,- -, fm)

P
UC—> Aé

kommutiert und das Jacobi-Kriterium im Bild von P gilt, d.h. det(((g;:; ))ij)(P) # 0 ist

(siehe [Mu, IIL.5]). Wir bezeichnen hier das Bild von P in V(f1,..., fm) wieder mit P. Nach
dem Satz {iber implizit definierte Funktionen (sieche Theorem 7.6 in Fritzsche, Grauert: From
Holomorphic Functions to Complex Manifolds, Springer Verlag, 2002) gibt es offene Mengen
Ui,Us in C bzw. in C™ und eine holomorphe Abbildung g : Uy — (U2 NV (f1,..., fm)), so
dass Uy x Uz eine Umgebung von P in C™+! und V(f1,..., fm) N (U1 x U2) = Graph(g) ist.
Somit ist (z,9) : U1 — Ui X Uz ein lokales Inverses zu z beziiglich der starken Topologie.
Dies zeigt, dass f auf einer Umgebung von P in X'P eine bijektive Abbildung definiert. Die
Abbildung f entsteht durch Einschrinkung einer holomorphen Abbildung auf einer offenen
Teilmenge von (P&)'P, und die (lokale) Umkehrabbildung ist holomorph. Wir fixieren nun
fiir jeden Punkt eine geeingete Umgebung und so ein f. Diese definieren einen Atlas auf Xt°P,
Die Verkniipfungen des Inversen einer Kartenabbildung mit einer Kartenabbildung (auf dem
entsprechend eingeschrinkten Definitionsbereich) ist offensichtlich wieder holomorph. Somit
haben wir einen holomorphen Atlas auf X®°P. Wir erhalten eine Riemannsche Fliche.

3Dies stimmt nicht ganz: Morpismen sind lokal so gegeben. Dies macht hier jedoch keinen
Unterschied.
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gendermaBen: Die Aussage ist fiir die projektive Gerade richtig. Es ist M(P') =
F(PL) = C(t). (Dabei entspricht ¢ der Identitét auf P&, wenn die Elemente aus
dem Funktionenkoérper einer ganzen C-Kurve mit Morphismen nach Pé identifi-
ziert werden.) Wéhle eine endliche, normale, ganze Uberlagerung 7 : X —» P
(mittels der Dedekind-Weber Aquivalenz). Diese endliche, normale, ganze Uber-
lagerung habe Grad n. Dann hat auch die entsprechende Erweiterung F(X)|C(t)
Grad n. Die Uberlagerung 72" : X2 — P! hat auch Grad n, da sich der Grad
der Uberlagerung beim Analytifizieren nicht éndert. Jedes Element f € M(X?)
erfiillt eine Polynomgleichung von Grad n:

FrE E ) () 7 (M) (en—1) £+ (M) (en) = 0

Dabei sind die ¢; die elementarsymmetrischen Funktionen zu f [Fo, 8.1, Theo-
rem 1.8.3.]. Demnach hat die (separable) Erweiterung M(X?*)|C(¢) héchstens
Grad n. Sicherlich ist aber F(X) < M(X?"). Somit sind beide Korper gleich,
M(X*™)= F(X).

Fiir einen algebraischen Morphismus 6 : X — Y ist F(f) - genau wie
M(62*) - durch Zuriickziehen von rationalen Funktionen definiert. Es ist also
Mo ()2 = F. Daraus folgt Mo ( )*® o N = id. Insbesondere ist M surjektiv auf
den Objekten und ( )*" injektiv. Die Injektivitédt von ( )" ist jedoch trivial.

Das Ziel ist nun zu zeigen, dass M und ( )**oN eine Aquivalenz von Kategorien
definieren. Dazu betrachten wir den Funktor M genauer. Es ist noch zu zeigen,
dass M Bijektionen auf den Morphismenmengen definiert.

Wir verwenden folgenden Spezialfall des Satzes von Riemann-Roch: Zu je-
dem Punkt auf einer kompakten Riemannschen Fliche gibt es eine meromor-
phe Funktion, die genau und ausschlieflich an diesem Punkt eine Polstelle
hat. Daraus folgt relativ einfach folgende 'Trennungseigenschaft’: Seien x1,xs
zwei verschiedene Punkte auf einer kompakten Riemannschen Fldche. Seien
c1,co zwei komplexe Zahlen. Dann gibt es eine meromorphe Funktion f mit
f(z1) = 1, f(z2) = co. [Fo, 2, Theorem 14.12 und Corollary 14.13].

Seien nun X,Y kompakte Riemannsche Fliachen. Zur Injektivitdt von
Hom(X,Y) — Hom(M(Y), M(X)): Seien ¢, ¢’ : X — Y analytische Morphis-
men. Sei ¢ # ¢'. Dann gibt es einen Punkt x € X mit ¢(z) # ¢'(x). Nach der
"Trennungseigenschaft’ gibt es eine meromorphe Funktion f mit fo(z) # f¢'(x).
Also ist M(6)(f) = f6 # f&' = M(&)(f).

Die Surjektivitidt von Hom(X,Y) — Hom(M(Y), M(X)) ist schwieriger. Wir
verweisen auf [Re, Theorem 7.2.]. Ein Hauptschritt des Beweises ist: Wenn X
eine kompakte Riemannsche Fliche ist, so definiert die Zuordnung z — v,
wobei v,, die Bewertung an x ist, eine Bijektion zwischen der Menge der Punkte
von X und der Menge der Primstellen von M(X)|C.

Bemerkung Die soeben bewiesene Aquivalenz der Kategorien U** und U wird
in der Algebra Riemannscher Ezistenzsatz genannt. In der Analysis wird die
oben benutzte Aussage, dass es zu jedem Punkt auf einer kompakten Riemann-
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schen Fliche eine meromorphe Funktion gibt, die genau und ausschliefflich an
diesem Punkt einen Pol hat, Riemannscher Existenzsatz genannt.

Grob gesagt besagt der (algebraische) Riemannsche Existenzsatz, dass man
alle analytischen kompakten "Flichen’ (besser: Kurven) und die entsprechenden
Morphismen auch algebraisch (d.h. mit Hilfe von Polynomen) definieren kann.
Dies ist das sogenannte GAGA-Prinzip von Serre. Kurz: analytisch + kompakt
= algebraisch.

Der Riemannsche Existenzsatz fiir nicht-vollstindige
Kurven

Sei U eine normale, ganze Kurve iiber C. U ist eine offene Teilmenge einer
projektiven, normalen, ganzen Kurve Y. Sei S := Y — U. Sei &t(U) die Ka-
tegorie der zusammenhiingenden, étalen Uberlagerungen von U. Sei K |C der
Funktionenkorper zu U. Der Menge S entspricht dann eine Menge von Prim-
stellen auf K. Sei Xg(K) die Kategorie der endlichen auferhalb S unverzweig-
ten Korpererweiterungen von K. Nach Dedekind-Weber-Aquivalenz sind diese
beiden Kategorien kontravariant dquivalent. Sei U*" die Analytifizierung von
U, &t*»(U?") die Kategorie der zusammenhéngenden, unverzeigten, endlichen
analytischen Uberlagerungen von U?".

Einer étalen Uberlagerung von U entspricht eine auflerhalb S unverzweigte
endliche, normale Uberlagerung von Y. Genauso verhilt es sich mit U?". Denn
nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz kann man jede unverzeigte analyti-
sche Uberlagerung von U®* zu einer aulerhalb S#" unverzeigten Uberlagerung
von Y?" fortsetzen [Fo, Theorem 1.8.4.]. Dabei kommutiert offensichtlich Analy-
tifizieren und Einschrinken einer Uberlagerung von Y auf U und deshalb auch
Analytifizieren und Fortsetzen.

Wir kénnen den Riemannschen Existenzsatz anwenden, der sich zuerst nur
auf vollsténdige, normale Kurven bezieht. Es folgt, dass alle drei Kategorien
Ks(K),ELU), Et*(U™) dquivalent sind.

Ks(K) = E(U) = &t™(U™)

Struktur der geometrischen Fundamentalgruppe von
Kurven iiber C

Wir wollen nun die geometrische Fundamentalgruppe durch die topologische
Fundamentalgruppe ausdriicken. Sei U*P der unterliegende topologische Raum
von U?". Neben dem Riemannschen Existenzsatz benutzen wir die Tatsache,
dass die Kategorie der topologischen Uberlagerungen von U'P #quivalent zur
Kategorie der unverzeigten Uberlagerungen von U?" ist. Der Funktor von U?"
nach UP ist der Vergissfunktor. Der entgegengesetze Funktor ist durch 'Hoch-
heben’ der analytischen Struktur von U?" auf eine Uberlagerung definiert. Die
Morphismen (Uberlagerungen) werden dabei zu unverzweigten analytischen
Uberlagerungen. Insbesondere existiert in der Kategorie der unverzweiten ana-
lytischen Uberlagerungen von U?" eine maximale unverzweigte Uberlagerung
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Ua". Mit ihrer Hilfe kénnen wir eine analytische Fundamentalgruppe definieren.

W%H(U&H) = Autan(U:n |Uan)0p

Diese ist kanonisch isomorph zur topologischen Fundamentalgruppe.
ﬂ_'im(Uan) — Autan(Uzn |Uan)op — Auttop(U:op |Ut0p)op — 7T_iop(thop)

Wir fixieren eine universelle (unverzeigte) Uberlagerung U?* von U?" und ei-
ne maximale unverzweigte Uberlagerung Mg von K. Nach dem Riemannschen

Existenzsatz ist die Kategorie der Quotienten von U*" nach einer Untergrup-

pe von Aut((} |U) mit endlichem Index und mit Projektionen als Morphismen
kontravariant dquivalent zur Kategorie der endlichen Erweiterungen von K in
Msg. Das Gleiche gilt, wenn man nur endliche galoissche Quotienten und end-
liche galoissche Erweiterungen (also solche, die durch Normalteiler von endli-
chem Index definiert sind) zulésst. Denn eine endliche Uberlagerung / separable
Korpererweiterung ist genau dann galoissch, wenn die Kardinalitdt der Auto-
morphismengruppe gleich dem Grad der Uberlagerung / Korpererweiterung ist.
Diese Kategorien bilden projektive bzw. induktive Systeme. (Durchschnitte von
Normalteilern mit endlichem Index sind Normalteiler mit endlichem Index.) Es
folgt, dass die geometrische Fundamentalgruppe gleich der proendlichen Kom-
plementierung der topologischen Fundamentalgruppe ist.

TP (UPP)" = miN(U) = lim i (U)/N =
%
N Normalteiler

mit endlichem Index

lim Aut(X|U*™)P = lim Gal(L|K) =
X Quotient von UN"”‘ iiber L endliche galoissche
U?" mit endlichem Index Erweiterung von K in Mg

Gal(Mg|K) = m1(U)

Oben haben wir gesehen, dass der Analytifizierungsfunktor injektiv ist. Genauso
ist der 'Topologisierungsfunktor’ U + U'P injektiv. Allein aus dieser Aussage
und ohne den Riemannschen Existenzsatz erhélt man immerhin eine surjektive

Abbildung 7P (U*P)" — 71 (U).

Struktur der geometrischen Fundamentalgruppe von Kur-
ven in Charakteristik Null

Fiir eine normale, ganze C-Kurve von Geschlecht g mit s 'Léchern’ ist somit

Wl(U) =< ai, b17 -y Qg bgarylv "'778|[a1b1][a2b2] T [agbg]’yl s = 1>
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Dabei korrespondieren die ~y; zu 'Trégheitselementen’ an y; € S. D.h.: Es gibt
eine zu Z = lim. _ Z /nZ isomorphe Trégheitsgruppe iiber y; in der Fundamen-
talgruppe, welche als prozyklische Gruppe von =; topologisch erzeugt ist. [Ab,
Theorem T], [MM, Theorem 1.1.4] Es ist ein algebraisches Resultat, dass die
Tréagheitsgruppen alle (nicht-kanonisch) isomorph zu Z sind. Nach [Ne, II, Satz
(9.6)] folgt dies aus [Sel, IV, Proposition 8§].

Man sieht: Wenn U = P& — S ist, so wird 71 (U) von ihren Trigheitsgruppen
erzeugt. Insbesondere gibt es keine étalen, zusammenhéngenden (nicht-trivialen)
Uberlagerungen von P¢. Dies folgt auch aus der Hurwitz-Formel: Wenn Y eine
normale, eigentliche, zusammenhédngende Kurve iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper ist und X — Y eine étale Uberlagerung mit Grad n ist, so
gilt

2 - 29(X) = n(2 - 29(Y)).
Dabei ist g(Y) = HO(Y, Qy ) = H' (Y, Oy) das Geschlecht der nicht-singuléiren
Kurve Y und analog g(X) das Geschlecht der nicht-singuliren Kurve X. Fiir
Y = P! ist das Geschlecht gleich 0 und somit muss n = 1 sein. [Ha, IV, Corollary
2.4]

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit Charakteristik Null, K ein
algebraisch abgeschlossener Oberkorper. Sei Y eine eigentliche k-Kurve, S eine
endliche Menge von Punkten aus Y und U = Y — S. Dann definiert der Funktor

Et(U) — &t(U ®E?)’X — X@Ef

eine Aquivalenz von Kategorien. Dabei sind die Trégheitsgruppen iiber Punk-
ten aus S und iiber den entsprechenden Punkten aus Y XEF kanonisch iso-
morph. Insbesondere sind die geometrischen Fundamentalgruppen 1 (U) und
m (U x5 K) und die einander entsprechenden Trigheitsgruppen in der Fun-
damentalgruppe kanonisch isomorph. Die Struktur der geometrischen Funda-
mentalgruppe einer normalen, ganzen Kurve héngt in Charakteristik Null also
nur vom Geschlecht der Kurve und der Anzahl der 'Locher’ ab. (siche [SGA I,
X,Corollaire 1.8] fiir den eigentlichen Fall und ansonsten [Popp, Satz (11.1)])

Der %-Riemannsche Existenzsatz

Es ist kein Beweis der Struktur der geometrischen Fundamentalgruppe von Kur-
ven bekannt, der ohne topologische und analytische Methoden auskommt. Man
weifl noch nicht einmal, wie man bei einer eigentlichen, normalen, ganzen Kur-
ve positiven Geschlechts ’kanonische’ Erzeugende aus der geometrischen Funda-
mentalgruppe auswéhlen kann.

Es ist nun interessant, mit algebraischen Methoden ’grofle’ Quotienten der
Fundamentalgruppe anzugeben. In [Pop] wird mit Methoden der rigiden analy-
tischen Goemetrie Folgendes bewiesen: Sei k ein beliebiger Kérper mit Charak-
teristik Null, S = {y1, 21, ..., ¥s, 25} eine 2s-elementige Menge von Punkten aus
P% U:= P% - S.
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Dann hat 71 (U) eine freie proendliche Gruppe auf n Erzeugenden als Quo-
tienten.
WI(U) — =< 71,71, "'57n7TnIVi YT = 1>"

Dabei sind die Erzeugenden +;, 7; Trégheitselemente zu s;, t;.
Aus diesem Resultat folgt insbesondere, dass jede endliche Gruppe Galois-
gruppe einer galoisschen Erweiterung von k(t) oder k%P (t) ist.

Der Spezialisierungsmorphismus

Sei nun R ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit algebraisch abgeschlos-
senem Restklassenkorper k£ mit Charakteristik p > 0 und Quotientenkorper K
mit Charakteristik Null. Sei Y eine eigentliche, normale, ganze Kurve iiber R.
Y hat iiber R zwei Fasern, die allgemeine Faser Y, =Y xg K und die spezi-
elle Faser Y, =Y Xgr k. Sei V,, := Y, xg K. Grothendieck betrachtet einen
Spezialisierungsmorphismus

7T1(Y77) — 7T1(Yk)

Dieser Morphismus ist surjektiv und bijektiv auf dem maximalen p-primen Quo-
tienten. [SGA I, X,Corollaire 3.9]

) (V) = mi”) (V)

Seien rq,...,7s R-wertige Punkte in Y. Jedes r; definiert einen topologischen
Punkt in der allgemeinen Faser und einen topologischen Punkt in der spezi-
ellen Faser, 7;, und 7; . Die Punkte r;; (und damit auch die Punkte 7; )
seien fiir alle ¢ verschieden. Sei U :=Y — {r1,,, 71k, ..., Ts,n, 's,k - Dann ist der
Spezialisierungsmorphismus

71 (Uy) — m1(Ur)

wieder ein Isomorphismus auf dem maximalen p-primen Quotienten. [Popp, 11.2]
m(T,) = 7 (V)

Aus [Fu, 9 und Theorem 4.10] folgt, dass die Triigheitsgruppen isomorph sind.
Dort wird ferner bewiesen, dass die 'zahme Fundamentalgruppe’ iiber Uy, (die
analog zur étalen Fundamentalgruppe die étalen Uberlagerungen von Uy klas-
sifiziert, welche in den Punkten y; , zahm verzweigt sind) ein Quotient der
étalen Fundamentalgruppe von 777 ist. In dieser Arbeit wird aber nur die Struk-
tur des maximalen p-primen Quotienten der geometrischen Fundamentalgruppe
benotigt.

Zu jedem vollkommenen Korper in positiver Charakteristik gibt es einen
vollstandigen Bewertungsring, der diesen Korper als Restklassenkérper hat und
dessen Quotientenkorper Charakteristik Null hat - ndmlich den Ring der Witt-
vektoren. [Sel, IL,5, 3] Somit ist durch den Riemannschen Existenzsatz der maxi-
male p-prime Quotient der geometrischen Fundamentalgruppe in Charakteristik
p stets bekannt.
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3.4 Abstieg

Proposition 3.4 Sei X ein ganzes k-Schema, K der Funktionenkérper von
X. l|k eine Erweiterung. Dann sind die unter 1. und 2. abgegebenen Aussagen
zueinander dquivalent

° X X 1 ist reduziert

K ® 1 ist reduziert

IS

o 1. X Xyl ist irreduzibel
K ®y 1 ist irreduzibel

o

o 1. X Xyl ist ganz

o

K ®y 1 ist ein Integritdtsbereich

Beweis.

zu 1. Fiir affine Schemata X =Spek(R) (wobei R ein Integrititsbereich ist)
ist Folgendes zu zeigen: R ®y, [ ist reduziert «— K ®y, [ ist reduziert. Sei S =
{a®1|a € R}. S ist ein Multiplikatives System von nicht-Nullteilern und K®yl =
S~Y(R®p ). Die Aussage folgt nun aus folgender einfachen Tatsache: Sei A ein
Ring, S ein multiplikatives System von nicht-Nullteilern. Dann gilt: rad(S—1A)
= S~1rad(A). Insbesondere ist rad(A4) = 0 +—rad(S~1A) = 0. Die Aussage
folgt fiir allgemeine Schemata, da Reduziertheit eine lokale Eigenschaft ist.

zu 2. Sei X =Spek(R) wieder affin, S wie bei 1. Allgemein gilt rad(S—1A)
= S~ 'rad(A) und rad(A) = rad(S~'A) N A. Daraus folgt: rad(A) ist prim
+—rad(S71A) ist prim.

Der allgemeine Fall folgt nun nicht so leicht wie unter 1. Schliefflich ist Irre-
duzibilitét keine lokale Eigenschaft. Wenn allerdings Spek(R) in X dicht liegt,
so liegt Spek(R®y1) dicht in X x 1. Denn: Sei V eine offene, nichtleere Teilmen-
ge von X xj l. Dann ist die Teilmenge Aut(l[k)V = U, cauq idx X0~ (V)
offen, nichtleer. Sei p : X x; I — X die Projektion. Dann ist Aut(l|k)V =
p~1p(V). Die Projektion ist offen. Also ist p(V') N Spek(R) # (). Somit ist auch
Aut(l]k)V N Spek(R @y 1) # 0. Es gibt also ein « € V und ein o € Aut(l|k)
mit (idx ®o~1)(x) € Spek(R®y1). Da Spek(R®y ) Aut(l|k)-invariant ist, folgt
x € Spek(R ®y, 1). Damit ist V N Spek(R ®y, 1) # 0. (Siehe [Mu, Theorem I1.4.1]
fiir die verwendeten Eigenschaften von p.)

Da Irreduzibilitét nur auf einer dichten Teilmenge nachgepriift werden muss,
kann man von X zu einer affinen offenen (und damit dichten) Teilmenge Spek(R)
iibergehen.

zu 3. Folgt aus 1. und 2.. O

Insbesondere folgt aus Propostion 3.4 und Proposition 1.14:

Proposition 3.5 Sei X ein ganzes k-Schema, K der Funktionenkdrper von X .
Dann sind die unter 1., bis 4. angegebenen Aussagen zueinander dquivalent:
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. X ist geometrisch reduziert, d.h. X := X x, k ist reduziert
. Fiir alle Erweiterungen l|k ist X Xy, | reduziert

L X = X xp, k™S st ganz

. K|k ist separabel

. X st geometrisch irreduzibel, d.h. X := X xy, k ist irreduzibel

. XPP = X Xy, k5P st ganz

. K|k ist primdir

. X ist geometrisch ganz, d.h. X := X x}, k ist ganz

1
2
3
4
1
2. Fir alle Erweiterungen Uk ist X Xy 1 irreduzibel
3
4
1
2. Fiir alle Erweiterungen Uk ist X Xy | ganz

3

. K|k ist regulir

Proposition 3.6 Sei X eine normales k-Schema, l|k eine algebraische Kor-
pererweiterung. Ist X X I normal, so ist auch X normal.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass X ganz ist. Seien Z;,7 = 1,...,n die Irre-
duzibilitdtskomponenten von X Xy, [.

Sei Spek(A) ein affines Teilschema von X. Dann ist Spek(A4) x ! =Spek(A®y,
1) ein affines Teilschema von X X I. A ®y [ hat die Form By & --- @& B,,, wobei
B; ganz abgeschlossen in k(Z;) ist. Damit ist A ®j [ ganz abgeschlossen in
K(Z1) @ @ k(Zy) = k(X) ® I, dem Funktionenring von X x [.

Nun ist A normal nach dem folgenden Lemma. O

Lemma 3.7 Sei K|k eine beliebige Kirpererweiterung. Sei l|k eine beliebige
algebraische Erweiterung. Sei A ein Teilring von K, der k enthdlt. Sei A ®y 1
ganz abgeschlossen in K ®y l. Dann ist A normal.

Beweis. Sei l;,i € T eine Basis von |k, welche die 1 enthilt. Seilp = 1. Seiz € K
ganz iiber A. Dann ist auch z ®; 1 € K ®j | ganz iiber A ®; [ und somit ein
Element von A®y[. Es gibt eindeutig bestimmte a; € A mit 2®,1 = )", a; @ l;,
denn die Basis (I;);cs von l|k ist auch eine Basis des freien A-Modul A®y!l. Die [;
bilden auch eine K-Basis von K ®gl. Aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung
ist z ®, 1 =ag ®x 1 und somit z =ag € A. O

Proposition 3.8 Sei X eine normales k-Schema, |k eine algebraische separa-
ble Korpererweiterung. Dann ist die Konstantenerweiterung X X I normal.

Beweis. Der Morphismus Spek(l) —Spek(k) ist étale. Da étale stabil unter
Basiswechsel ist, ist auch X x; [ — X étale. Wenn X normal ist, so ist auch
X Xp I normal nach Lemma 3.1. O

Daraus folgt insbesondere:
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Proposition 3.9 Sei X eine normale, ganze k-Kurve, l|k eine algebraische
separable Kdorpererweiterung. Sei der Funktionenkorper K|k primdr. Dann ist
die Konstantenerweiterung X X I gleich der Normalisierung von X in KI.

Diese Aussage folgt auch aus Proposition 2.7.
Nach [Ha, IIT, Theorem 10.2] ist ein k-Schema genau dann glatt, wenn X x;k
regulér ist. Aus den Propositionen 3.6 und 3.8 folgt:

Proposition 3.10 FEine glatte Kurve ist immer normal. Wenn k vollkommen
ist, dann ist eine k-Kurve genau dann normal, wenn sie glatt ist.

Wenn X ein geometrisch ganzes, separiertes k-Schema ist, dann ist definitions-
gemiB X = X x, k eine ganze Varietit. In unserem Kontext ist die umgekehrte
Problemstellung (Abstiegsproblem) entscheidend: Gegeben eine Korpererweite-
rung !k und eine ganze Varietit X’ iiber [, kann man X' dber k definieren?
D.h. gibt es ein k-Schema X (wie immer von endlichem Typ) mit X' = X x;, [?

Sei U ein ganzes k-Schema, so dass auch U’ := U x [ ganz ist, X' — U’ sei
eine étale, zusammenhingende Uberlagerung. Wir fragen uns, ob es eine étale
Uberlagerung X — U gibt mit X’ = X x I, so dass das Diagramm

X xpl=X——U'

S

X U

kommutiert. Falls dies der Fall ist, sagen wir, dass die étale Uberlagerung
X' — U’ iiber k definiert ist.*

Wir behandeln das Abstiegsproblem, falls U eine normale, ganze Kurve ist
und U’ := U Xy, [ normal, ganz ist. Falls I = k%P ist, so bedeutet letzteres, dass
der Funktionenkorper primér ist. Falls [ = k™ ist, so lassen sich die Vorausset-
zungen damit zusammenfassen, dass U glatt und ganz sein soll. (Dies impliziert,
dass der Funktionenkérper separabel ist.) Nun ist U’ die Normalisierung von U
in k(U)I.

Seien S’ und S die Menge der ’fehlenden Punkte’ auf U’ und U bei einer
Einbettung in eine normale, eigentliche, ganze Kurve.

Sei eine étale, zusammenhingende Uberlagerung X’ — U’ gegeben. Falls
die étale Uberlagerung X’ — U’ iiber k definiert ist, so ist #(X)|x(U) unver-
zeigt auBerhalb S, k(X) und [ sind linear disjunkt iiber k£ und x(X') = x(X)!.

Sei andererseits die Erweiterung x(X')|x(U’) als auerhalb S unverzweigte
Erweiterung iiber k definiert, d.h. es existiere eine auflerhalb S unverzweigte

4Dieser Wortgebrauch von “iiber k definiert” ist etwas problemathsch: Manche Autoren
benutzen den Begriff “iiber k definiert” im Sinne von “iiber k”, d.h. sie sagen wollen, dass
man Schemata iiber k betrachtet. In diesem Sinne wird er auch oftmals benutzt, wenn auf
Schemata verzichtet wird, z.B. in Silverman: The arithmetic of elliptic curves, Springer (2009).
AuBlerdem legt der Begriff eine Eindeutigkeit eines Models iiber k£ nahe, die nicht gegeben ist.
Aus diesen Griinden sollte man lieber den zuvor benutzten Begriff “iiber k definierbar” be-
nutzen. Gleiches gilt fiir den weiter unten benutzen Begriff, dass eine galoissche Uberlagerung
“mit ihrer Galoisgruppe tiber k definiert” sei.
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Erweiterung L|x(U), wobei L und [ iiber k linear disjunkt sind und LI = x(X")
ist. Dann ist die Normalisierung X von U in L eine étale, zusammenhéngende
Uberlagerung von U. Da L und [ iiber k linear disjunkt sind, ist X xj [ ganz.
Da ’étale’ stabil unter Basiswechsel ist, ist X x; [ — U’ étale. Insbesondere ist
X X1l normal. Ferner ist die Erweiterung der Funktionenkérper x(X x1)|x(U")
gleich k(X")|x(U’). Damit ist X x I — U’ gleich der (eindeutig bestimmten)
Normalisierung X’ — U’ von U’ in x(X’). Also ist die étale Uberlagerung
X' — U’ iiber k definiert.

Nach diesen Uberlegungen kénnen wir auf die Resultate aus dem zweiten Ka-
pitel zuriickgreifen, um die Frage zu beantworten, wann eine étale Uberlagerung
iiber einem Korper definiert ist.

Sei I = k™. In diesem Fall kénnen wir eine vollstindige Antwort auf das Ab-
stiegsproblem geben. Die Frage ist, ob X/ — U™ := U x;, k™ {iber k definiert
werden kann. Wir haben Folgendes gesehen: Die Erweiterung s (X')|s(U™) ist
iiber k definiert, die entsprechende Erweiterung L|x(U) ist unverzweigt aufler-
halb S. Deshalb kann eine étale Uberlagerung iiber k™ immer iiber k definiert
werden.

Sei die galoissche Uberlagerung X’ — U’ iiber k definiert. Wir sagen, die
galoissche Uberlagerung X’ —s U’ sei mit ihrer Galoisgruppe iiber k definiert,
wenn die étale Uberlagerung X — U galoissch ist. Wir wiederholen, dass dies
im Falle von étalen, zusammenhéngenden Uberlagerungen von normalen Kurven
nichts anderes heifit, als dass die Erweiterung der Funktionenkorper galoissch
ist. (Siehe auch die abstrakte Definition in Abschnitt 'Die Fundamentalgrup-
pe beliebiger Schemata’.) Diese Definition entspricht der fiir Kérper gegebe-
nen. (Siehe Bemerkungen nach der Definition von "Definitionskérper’ in Kapitel
2.) Das 'Hochheben’ ¢ — o Xy, id; induziert dann einen Isomorphismus von
Gal(X|U) und Gal(X'|U").

Die Ergebnisse aus der Betrachtung der analogen Situation fiir Kérper lassen
sich direkt auf Kurven iibertragen, da die Automorphismengruppe einer étalen
Uberlagerung gleich der Automorphismengruppe der entsprechenden Erweite-
rung von Funktionenkorpern ist. Eine galoissche Uberlagerung X’ —s U’ ist
genau dann mit ihrer Galoisgruppe iiber k definiert, wenn die entsprechende
Erweiterung von Funktionenkérpern als aulerhalb S unverzweigte Erweiterung
mit ihrer Galoisgruppe iiber k definiert ist. Insbesondere sind (unter den ge-
gebenen Voraussetzungen) alle galoisschen Uberlagerungen iiber £ mit ihrer
Galoisgruppe iiber k definiert.

Aus der Aquivalenz der Kategorie der Funktionenkorper iiber k mit der Ka-
tegorie der normalen, ganzen, eigentlichen k-Kurven folgt fiir die Fundamental-
gruppen:

Sei K|k ein primdrer Funktionenkorper. Sei Y das Modell zu K|k. Nach
Proposition 3.9 ist Y5P := Y X k*°P die Normalisierung von Y in k°P K. Damit
ist P das Modell zu kP K |k%¢P. Sei S eine endliche Menge von Primstellen
von K|k bzw. von Punkten von Y. Sei U :=Y — S. Es ist UsP := U x k%P =
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ysep _ gsep,
Aus der exakten Sequenz
1 —— Gal(Mg(K)|k*PK) —— Gal(Mg(K)|K) —=Tp ——1
erhalten wir die exakte Sequenz

1 —— 71 (UP) w1 (U) T 1. (3.3)

Sei nun K|k ein separabler Funktionenkérper, Y das Modell, S C Y endlich
und U =Y — S. Sei Y iiber k glatt. (z.B. K = k(t),Y = P}) Dann ist Y1 :=
Y xj k' normal und somit das Modell zu k™ K |k'™ und aus

Gal(Ms(K™ K)|k™ K) = Gal(Mg(K)|K)
folgt _
T (U™S) 2 my (U) (3.4)

Dieser Isomorphismus induziert einen Isomorphismus auf den Tragheitsgruppen
nach Proposition 2.3.

Sei nun K|k ein reguldrer Funktionenkorper. Sei weiterhin Y das Modell zu
K|k, Y iiber k glatt, S C Y endlich, U = Y — S. Dann lésst sich die exakte
Sequenz 3.3 mit dem Isomorphismus 3.4 zu der exakten Sequenz

t1——=m (U) w1 (U) I 1 (3.5)

zusammenfassen. Wenn man auf die abstrakte Definition der Fundamentalgrup-
pe als Automorphismengruppe des Faserfunktors zuriickgreift, sind die Morphis-
men in der Sequenz 3.5 die durch den Faserfunktor induzierten Morphismen der
Sequenz U — U — Spek(k) beziiglich eines iiber dem generischen Punkt
von U liegenden geometrischen Punktes. Dies sieht man folgendermaBen: Die
Inklusionen auf die generischen Punkte ergeben ein kommutatives Diagramm

Spek(kK) — Spek(K) —— Spek(k)

l | ,

U U Spek(k) .

Dies induziert ein Diagramm

sy Tk Iy
| i !
m1(U) m(U) m1(Spek(k)) .

Daraus folgt das Diagramm

1 (0) m1(Spek(k)) .
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Damit wird Sequenz 3.5 ein Spezialfall von [SGA I, IX, Théoreme 6.1].

Nach Proposition 2.10 wissen wir bereits, dass die Sequenz 3.5 spaltet, wenn
Y einen rationalen Punkt enthélt. Wenn U einen rationalen Punkt enthélt, folgt
dies auch aus der Funktorialitdt von 7, da es dann eine abgeschlossene Inklusion

Spek(k) — U gibt, so dass U —Spek(k) kommutiert.



Kapitel 4

Die Galoisoperation auf der
geometrischen
Fundamentalgruppe

Sei k ein beliebiger Korper mit Charakteristik p > 0. Sei n € N mit p 1 n.
Sei (, € k°°P eine primitive n-te Einheitswurzel. Fiir § € 'y, der absoluten
Galoisgruppe von k, definieren wir ¢,(¢) € (Z/nZ)* als Losung der Gleichung
0(Cn) = Cﬁ"(a). Man sieht: ¢,, definiert einen stetigen Homomorphismus I'y, —
(Z/nZ)*, welcher unabhéngig von der Wahl der primitiven n-ten Eineitswurzel
ist. Wir nennen c¢,, den cyclotomischen Charakter von k zur Ordnung n.

Die Morphismen ¢, : 'y, — Z/nZ definieren einen Morphismus

c: Ty — (Z/p(2))" = (] 2z,
llp?érirp;l
den cyclotomischen Charakter von k.

Im Falle £ = Q ist der cylotomische Charakter surjektiv und der Satz von
Kronecker-Weber besagt, dass sein Kern die absolute Galoisgruppe von Q® ist.
Also ¢ : Gal(Q™|Q) = Z*.

Sei p eine Primzahl und k¥ = F,,. Die absolute Galoisgruppe I'r, ist durch
Frob— (1),en kanonisch isomorph zu Z, und es stellt sich die Frage, wie die
Abbildung ¢ : Z — (Z/p(Z))* aussieht. Nach Definition bildet ¢,, den Frobeni-
us auf p € (Z/nZ)* ab. Entsprechend wird (1),en auf (p)nen abgebildet. Da es
sich um einen stetigen Homomorphismus handelt, wird o € Z auf p® = (p*)n
abgebildet.

Sei nun k ein beliebiger Koérper mit Charakteristik p > 0. Da alle Einheits-
wurzeln schon in F,, liegen, faktorisiert der cyclotomische Charakter iiber die
Restriktion I'y — Flmfp' Der Kern des cyklotomischen Charakters von k ist
gleich FFT,k' Dies ist sozusagen das Analogon zum Satz von Kronecker-Weber in

o4
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positiver Charakteristik.

Insbesondere sieht man, dass der cyklotomische Charakter fiir Kérper po-
sitiver Charakteristik nicht surjektiv ist. Das Bild von ¢, ist stets in {p‘|p’ €
(Z/nZ)*} enthalten. Fiir endliche Kérper Fy, ¢ = p" ist das Bild gleich {¢'|¢" €
(Z/nZ)"}.

Sei der endliche Kérper F,,q = p™ algebraisch abgeschlossen in k. Dann
ist k|F, regulér, da alle Erweiterungen von vollkommenen Koérpern separabel
sind. Die Restriktion I'y — mep ist surjektiv, und somit ist das Bild des

cyklotomischen Charakters von k gleich der Menge {q¢‘|¢* € (Z/nZ)*}

Sei weiterhin k ein beliebiger Korper mit Charakteristik p > 0, P,lC die pro-
jektive Gerade iiber k. Sei S eine endliche Menge von abgeschlossenen Punkten
aus PL. Sei U := PL — S. Sei S = S xy k = {y1,...,ys} die Menge der Punk-
te, die iiber S in Py liegen. Dann ist U = Py — S. T, operiert auf Py durch
0 idps %1071, Dies induziert eine Operation auf S. Sei 6 ~*(y;) =: Ys(i)- Damit
operiert die Gruppe I'y, auch auf der Menge der Zahlen {1, ..., s}.

Die Punkte ¥, ...,y, entsprechen gewissen Primstellen von k(t)|k, die mit
p1,..-, s bezeichnet werden. Mittels des Isomorphismus Gal(k(t)|k(t)) — Ty
operiert 'y, auf der Menge der Primstellen. Mit der soeben definierten Operation
von I'y auf der Menge {1, ..., s} gilt 0(ps) = Psi)-

Da P} einen rationalen Punkt enthilt, hat die Sequenz

1 H7'('1(Us'ep) 7'&'1(U) Fk 1 (41)

nach Proposition 2.10 einen Schnitt.
Wir wiederholen, dass die Fundamentalgruppe iiber dem separablen Ab-

~

schluss k%P gleich der iiber dem algebraischen Abschluss k ist. Sei 7 := 7(U) &
7(U®°P) die geometrische Fundamentalgruppe und 7(®") = W%p/) (U) = W%p/) (Us°P)
der maximale p-prime Quotient der geometrischen Fundamentalgruppe.

Sei ein Schnitt in Sequenz 4.1 fixiert. Da die maximale quasi-p-Untergruppe

p(m(U)) charakteristisch ist, erhalten wir eine exakte spaltende Sequenz

1 <) 7)) Ty —Ty —1 (4.2)

Sei M ép " die maximale auBerhalb S unverzeigte und zu p prime Erweiterung
von k=P (t), also MP) = pECHM O ol p(Gal(Mg|kP(£))) die maxi-
male quasi-p-Untergruppe von Gal(Mg|k*P(t)) ist. Dann ist Gal(M ép )|ksep(t))

isomorph zu 7). Mép/) ist galoissch tiber k(t), da p(Gal(Mg|k*P(t))) charakte-
ristisch in Gal(Mg|k*P(t)) ist. Die exakte spaltende Sequenz 4.2 ist nun nichts
anderes als

1 — Gal(M P |kser(t)) — Gal(MP|k(t) —> Tk —>1  (4.3)

Nachdem wir bereits einen Schnitt in Sequenz 4.1 fixiert haben, setzen wir
uns nun das Ziel, in Sequenz 4.2 bzw. 4.3 die Operation von I'y auf 7(?)=Gal
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(M ép ) |ES°P(t)) zu untersuchen. I'y, operiert in kanonischer Weise auf den Kon-
jugationsklassen der Elemente. Das heifit, das Bild der Operation héangt nicht
von der Wahl des Schnitts ab, wie eine einfache Rechnung zeigt.

Wir wissen nach dem Riemannschen Existenzsatz und dem Spezialisierungs-
morphismus: () ist die freie p-prime proendliche Gruppe auf s — 1 Erzeugen-
den. ) )

) 2y =10 (4.4)

Dabei sind die topologischen Erzeugenden ~; Tragheitselemente iiber p; bzw. y;.
Es gilt der folgende Satz, der sich an das entsprechende Resultat in Charakte-
ristik Null [MM, I,Theorem 2.6] anlehnt:

Satz 4.1 Sei k ein Korper mit Charakteristik p > 0. Sei S eine endliche Men-
ge von Primstellen von k(t). Sei m := Gal(Mg|k*P(t)). Dann operiert I'y, auf
den Kongugationsklassen der durch den topologischen Erzeugenden von 7®) in
Gleichung 4.4 mittels des cyklotomischen Charakters. Es gilt fiir jedes i und alle
6 ely:

[l = )]

Beweis. Wir wihlen ein festes Komplement von 7®") in Gal(Mép/)|k(t)). Jedes

Element § € I'y, setzt sich dann eindeutig zu einem & € Gal(Mép/) |k(t)) fort.
Wir wissen, dass die Erzeugenden -; von ") Trégheitselemente an gewissen

Primstellen 9;|p; von MP)|k5P(t) sind. Es gilt fiir jedes Element § € Iy:

S~ _ 76 _ _ -1 _ A~ —1
<% > = Ipgp, = Loslbse = Tlps sy =0 <Vs@) > 0

mit einem gewissen o € 7). Es existiert also ein d = d®(8) € (Z/p(Z))*
mit 4D 5)
[’Yi]é = ['75(1-) J-

Die genaue Bestimmung der d®(§) erfolgt durch Ubergang zur Abelisierung
(x(®))ab Da die (abgeschlossene) Kommutatoruntergruppe von «(?") charakteri-
stisch ist, operiert I’y auch auf der Abelisierung. Die Gruppe (7)) = (7ab)(®")
ist die freie abelsche proendliche p-prime Gruppe auf s — 1 topologischen Erzeu-
genden.

Andererseits hat die Gruppe die topologischen Erzeugenden 77, ...,7%5
(7 = Einschrinkung von ;) und die beiden Relationen 77 ---7; = 1 und
d(1>(5)

¥s(1) ~~fy(;(s)d(s)(5) = 1. Die Gruppe (W(p/))“b ist also isomorph zu der

Gruppe

~(p")

A (6)=d)(9) . =1>"F) ..
abelsc

ds—1 (5),(1(5) ©)

<ALy s Vo1 [Va(1) “Yo(s—1)

Folglich muss die Relation trivial sein in der freien abelschen p-primen Gruppe
auf s — 1 Erzeugenden < 77, ..., Y51 >e(111))e)lsch' Also ist dD(8) = --- = d®)(6) :=
d(0). Nun miissen wir noch zeigen, dass d(0) = ¢(9) ist.
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Ohne Einschréinkung nehmen wir an, dass S zwei Bewertungen von Grad 1
enthilt, sagen wir p; und ps. (Da wir uns nur mit der Abelisierung beschiiftigen,
spielt die Nummerierung keine Rolle.) Falls dies nicht der Fall ist, kénnen wir
zwei solche Punkte zu S hinzunehmen. Durch die Hinzunahme von Primstellen
andert sich d(6) nicht. Denn: Seien S und S” endliche Mengen von Primstellen
mit § C 5. Seien 7, 7';d(0),d’(§) entsprechend definiert. Aus dem kanonischen
Diagramm

T, — Aut(a/®))

| L

Iy — Aut(x®"))

folgt d,,(6) = d,(9) fiir alle p 1 n.

Sei M der Fixkorper von < 7z, ..., 75,1 > " in Mgb. Dann ist M die maximale
auBerhalb p; und p,s unverzeigte p-prime abelsche Erweiterung von k5P (t). Die
maximale p-prime auflerhalb zweier Punkten unverweigte Erweiterung ist aber
sowieso abelsch, und M ist die maximale auflerhalb y; und ¥y, unverzeigte p-
prime Erweiterung von k5¢P(t).

Die endlichen Teilerweiterungen von M haben die Form k5°P(z,,) mit z, =
{/t, wobei t den Divisor p; — ps hat und n prim zu p ist. Man sieht, dass
M Kompositum der zwei iiber k(t) linear disjunkten Erweiterungen k¢P(t)
und k(z,|n € N) ist. Daher besitzt jedes § € I'y eine Fortsetzung & auf M
mit §(z,) = z, fiir alle n € N. Sei 5 die Einschrinkung von 77 auf die ga-
loissche Erweiterung k*°P(z,)|k%P(¢). Dann erzeugt 7 die Galoisgruppe von
k5P (z,) k%P (t). Es existiert also eine primitive n-te Einheitswurzel (, € k%P
mit J(zp,) = (u2n. Daraus folgt:

3(7(z)) _ 570 3(zn)) _
0(zn 0(2n)

G =8¢ =

_5< . — dn (6
Fo(zm) _ W) _ A" D) _ Do _ ()

Also ist c(0) = d(8) und somit [1:]? = [y5(5)]. O
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Starrheit

5.1 s-Erzeugendensysteme

Definition Sei G eine endliche Gruppe. Ein s-Erzeugendensystem von G ist
ein Erzeugendensystem o = (o1,...,05) mit o1 ---0, = 1. Die Menge aller s-
Erzeugendensysteme werde mit ¥,(G) bezeichnet.

G operiert auf der Menge der s-Erzeugendensysteme durch Konjugation ge-
nauso wie auf G*°. Wir schreiben

o9 = (go1g™ ", ..., gosg™ ")

Analog schreiben wir Operationen von Automorphismen von rechts. Sei also fiir
a € Aut(Q)
Qa = (Ol(O'l), ceey Oé((fs))

Sei
o] = ¢% = {(90197 %, ..., 90597 Y)| g € G} € B4(G) /Inn(G)

die Bahn von ¢ unter Konjugation.

Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung

n = |G|.

Sei k ein Korper der Charakteristik p. Sei S' eine Menge von abgeschlossenen
Punkten aus P}, so dass die Menge S = S xj k genau s Elemente hat. Wir
verwenden nun die Bezeichnungen aus dem vorhergeganenen Kapitel. Insbeson-
dere ist U = P} — S das Komplement von S und 7 = 7 (U) 2 7, (UP), 7?") =
o /)(U) ~ ol /)(USCP). Die absolute Galoisgruppe I’y operiert auf 7(*"), und
wir wissen, dass die Operation auf den Konjugationsklassen der topologischen
Erzeugenden ~; durch den cyklotomischen Charakter gegeben ist.

Jedem s-Erzeugendensystem o = (o1, ...,05) von G ist durch ; — o; ein
surjektiver stetiger Homomorphismus %, zugeordnet. Die Zuordnung o — %,

98
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definiert eine Bijektion zwischen den s-Erzeugendensystemen und den stetigen
surjektiven Morphismen 7(P) — G. Deshalb schreiben wir auch Kern(o) an-
statt Kern(t,).

Seien g, 1 zwei s-Erzeugendensysteme. Dann gilt: Kern(o)=Kern(r) <+— es
existiert ein o €Aut(G) mit ¢® = 7. Deshalb kann man Kern([g]) := Kern(a)
setzen.

Dazu: Sei Kern(g)=Kern(r). Definiere a(g) := 9,(¢;(g)). Dies ist ein

wohldefinierter Isomorphismus mit Umkehrabbildung (g) := ¢ (¢; ' (g)).

Sei andererseits & € Aut G mit ¢* = 7. Dann ist 950 = 1/1; Es ist Y50 =
at)e. Somit ap, = 1-. Daraus folgt Kern(g)=Kern(z). O

Die Menge der Normalteiler von 7(?) = Gal(Mép/)\k(t)) mit zu G isomor-
phem Quotient steht in Bijektion zur Menge der galoisschen Teilerweiterungen

von M ép ) |k(t) mit Galoisgruppe G. Diese wiederum steht in Bijektion zur Men-
ge der Isomorphieklassen von auflerhalb S unverzweigten Erweiterungen mit
Galoisgruppe G. Daraus folgt:

Proposition 5.1 (Hurwitz-Klassifikation) Die Zuordnung

Auflerhalb S unverzweigte Kdorpererweiterungen

Y(G)/Aut(G) — von k(t) (bis auf k(t)-Isomorphie) mit
Galoisgruppe G
O.Aut(G) — Mé(ern(a)

ist eine Bijektion.

O

Sei v = (71,...,7s) das fest gewdhlte topologische Erzeugendensystem von

7®) aus Gleichung 4.4 und V] = l"(p,) die Bahn von v unter Konjugation.

Wir fixieren einen Schnitt § — & in 7®") x T';.. Nun setzen wir fiir § € I'y, und
o€ 3:(G)

Dann ist ¢, ((.)?) = ¥, Daraus folgt

o =5 (1) = a1 %) = Ye((4™)") = U,m(0?) = Y () = (@)

Also operiert 'y auf der Menge der s-Erzeugendensysteme von G.

Genauso ist die Operation auf den Konjugationsklassen [g] definiert. Da die
Operation von I'y, auf 7(P") aber bis auf einen inneren Automorphismus eindeutig
ist, ist das Bild von [g] nur von ¢ abhingig. Wir setzen

[0)* = Y10 ([°)-
Nach Definition gilt nun

Yiops () = i ((1°)
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Daraus folgt
Piops ([2]) = 1o ([]°)
fiir alle x € 7®) und somit

—1

Kern([¢]°) = Kern([o])° (5.1)

Sei o ein fest gewéhltes s-Erzeugendensystem von G. Im Folgenden wollen
wir erreichen, dass die durch 1 definierte étale Uberlagerung von US®P schon
iiber einer 'moglichst kleinen’ Erweiterung [ von k definiert ist. D.h. wir wol-
len folgendes Diagramm zu einem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen
vervollstiandigen.

14>7T1(USCP) 4>7T1(U Xkl) — I —1

i l |

1 > 7rgpl)(Usep) _ s 77(17/) N Fl —_— Pl —1

I i

G I

Dann wollen wir einen Schnitt finden, so dass die I';-Operation auf G trivial
ist, d.h., dass auch alle Automorphismen der étalen Uberlagerung iiber I definiert
sind. (In der Sprache von [Pop] bedeutet dies, dass der Quotient [-rational ist.)
In Bezug auf Korper bedeutet letzteres, dass G Galoisgruppe einer reguléren
Erweiterung von [(t) ist, welche nur an S verzeigt ist.

5.2 Operation auf dem Klassenvektor
Ein Klassenvektor ist ein Tupel von Konjugationsklassen von G. Zu [g] €
Y4(@)/Inn(G) ist durch C; := [o;] ein Klassenvektor C = (C;); zugeordnet.
Zu § € Ty, sei C° definiert durch C? := ([¢6]%);. Damit gilt:
Proposition 5.2
6 Cn (6)

7 =Gyl
Dabei ist ¢, der cyklotomische Charakter von k zur Ordnung n = |G)|.
Beweis. Es ist nach Satz 4.1

08 = (1) = (1) = w(ed)]) = o) = o

Sei nun S eine s-elementige Menge von k-rationalen Punkten von Pi. (Ins-
besondere muss k mindestens die Kardinalitit s — 1 haben.)
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Dann gilt
Q§ _ Qc(é) (52)
Sei _
¢, ={C"|i e N}
Wegen Gleichung 5.2 operiert I', mittels des cyklotomischen Charakters auf C.
Sei k¢ der Fixkorper von {§ € Tx|C®) = C} in k*P. Dann ist k¢ der kleinste
Oberkorper von k, so dass die Operation auf Q; trivial ist.

Sei d,(C) := |C%|. Dann ist d,, die kleinste Zahl i > 0, fiir die C?" = C'
ist. Wir nennen d,(C) den p-Irrationalititsgrad von C. Wir sagen, dass ein
Klassenvektor p-rational ist, wenn d,(C) = 1, d.h. wenn C* = C ist.

Wie schon gesagt wurde, faktorisiert der cyklotomische Charakter von T'y
iiber I'p, . Deshalb untersuchen wir zuerst die Operation von I'g, auf Q;. Diese
Operation ist transitiv. Genau die d,(C)-fachen Potenzen des Frobenius von F,
operieren trivial auf C7. Also ist

(Fplc =F 0.
Dieses Ergebnis {ibertrégt sich von F,, auf k.
Proposition 5.3 Es ist k¢ = dep<g>k.

Beweis. Wir bemerken, dass Fpp iy k trivial auf Q; operiert. Nun miissen wir
noch zeigen, dass dep(g k der kleinste Oberkorper von k mit dieser Eigenschaft
ist. Sei [ ein Oberkorper von k, der trivial auf Q; operiert. Sei F' der algebrai-
sche Abschluss von F), in [. Dann ist [ iiber F' reguldr, da alle Erweiterungen
der endlichen Korper separabel sind. Die Restriktion definiert also einen Iso-
morphismus Gal(IF|l) = I'r. Da die Operation von Gal({F|l) trivial ist (es ist
sogar die Operation von I'; trivial) ist auch die Operation von I'p trivial. Da
dep<g> der kleinste Korper mit dieser Eigenschaft ist, folgt dep(g < F <lund
somit dep(g)k <l[.O

Bemerkung In [MM] ist in Charakteristik Null der Irrationalititsgrad d(C')
definiert. Mit
C*:={C"|\m e (Z/nZ)*"}

ist d(C) = |C*|. Aus der Definition ist sofort klar, dass d,(C) den Irrationa-
litdtsgrad d(C) teilt. Der Korper k¢ ist also ein Teilkorper von Fac)k. Insbe-
sondere ist ein Klassenvektor auf jeden Fall dann p-rational, wenn er rational
ist. Es konnen also alle Ergebnisse iiber Rationalitdt von Klassenvektoren von
Charakteristik Null auf Charakteristik p iibertragen werden.

In Analogie zu [MM, I,Proposition 4.4.] gilt:

Proposition 5.4 kg wird von den Werten der irreduziblen Charaktére von G
(mit Werten in F,) erzeugt.

ko = k({x(C;)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in Fp,i =1, ...,5})
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Beweis. Der Beweis folgt aus folgenden zwei Tatsachen:

1. Sei C eine beliebige Konjugationsklasse von G, x ein beliebiger Charakter
von G mit Werten in F,. Dann ist fiir alle § € T'y: §(x(C)) = x(C)).

2. Seien C und D zwei Konjugationsklassen von G. Dann folgt aus x(C) =
x(D) fiir alle irreduziblen Charaktére von G, dass C' = D ist.

Denn nun gilt fiir alle § € T, :

§ €Ty, ¢+— C =C
Fiir alle irreduziblen Charaktire x ist x(C°*®) = x(C) +—
Fiir alle irreduziblen Charaktére x ist 6(x(C)) = x(C).

Zu 1. Sei C eine Konjugationsklasse von G, x ein Charakter. Sei o € C.
Dann ist x|<o> = D, a;x; mit a; € F}, und irreduziblen Charaktéren ;. Somit
ist 5(x(C)) = 3, aid(xi(0)) = 3, aixi(0 ) = x(C®).

Zu 2. Sei fiir beliebige Konjugationsklassen A, B:

< AB>i= % S X(A)x(BY).

X irred.

(Beachte, dass die Charakteristik die Gruppenordnung n nicht teilt.) Dann gilt
nach [La, XVIII, Theorem 5.5]: < A, B >= hadap, wobei hy die Anzahl der
Elemente in der Klasse A ist. Dabei teilt h4 die Gruppenordnung, ist also prim
zur Charakteristik. 'Die Konjugationsklassen sind orthogonal zueinander.” Nun
ist nach Voraussetzung < C, D >=< C,C >= h¢ und somit C' = D. O

5.3 Starrheitssitze

Definition Ein starres s-Erzeugendensystem ist ein s-Ezeugendensystem o
mit: Fiir jedes 7 = (71, ..., 7s) € G* mit der Eigenschaft, dass To7~! = (Tiaﬂfl)i
ein s-Erzeugendensystem von G ist, gibt es ein 7 € G mit Tiairfl = o771 fiir
alle 7.

Weiter sagen wir, ein Klassenvektor C der Lange s sei starr, wenn es bis auf
Konjugation genau ein s-Erzeugendensystem ¢ von G mit o; € C; gibt.

Mit diesen Definitionen ist ein s-Erzeugendensystem o genau dann starr,
wenn [o] durch den zugehorigen Klassenvektor C eindeutig bestimmt ist.

Wir nehmen nun an, dass ¢ ein solches starres Erzeugendensystem ist. Dann
folgt aus C° = C, dass [0]° = [o] ist. Wir erhalten also folgendes Resultat:

Proposition 5.5 Sei C' ein starrer Klassenvektor. Dann ist der Kern von 1
invariant unter der Operation von Uy .
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Beweis. Aus C° = C folgt 0]’ = [0] und daraus mit Gleichung 5.1
Kern([o]) = Kern([g]°) = Kern([g])éfl.

O

Alle 6 € T’ operieren auf G durch innere Automorphismen. Denn aufgrund
der Starrheit von ¢ ist ¢® = ¢® mit einem a € G. Somit gilt fiir alle g € G
9 =g~

Wir kénnen nun die Propositionen 2.12 und 2.13 anwenden. Unter den Vor-
aussetzungen, dass k endlich ist, bzw. dass das Zentrum von G ein Komplement
in G besitzt, kann die Operation von I'y, auf G trivial gewahlt werden.

Wir erhalten folgendes Diagramm: B

1 7T1(Usep) 7T1(U Xk kg)ﬂrkg*)1

1 —— ngl)(Usep) _— 7-(-(1’/) I Fkg Fkg 1
¥ | |

1 G G X Ty ke 1

Es ergeben sich die beiden folgenden Sétze:

Satz 5.6 (Einfacher Starrheitssatz fiir endliche Kérper) Sei p eine
Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung und einem
starren Klassenvektor C der Linge s. Seie > 1 und q :==p® > s—1. Sei S eine
s-elementige Menge von Primstellen mit Grad 1 auf F,(t)|F,.

Sei (Fy)c = Fo({x(Cy)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in Fp,
i=1,..,5}).

Dann existiert eine tber (Fy)c reguldre, galoissche Erweiterung N|(Fg)c(t)
mit Galoisgruppe G, unverzweigt auflerhalb von S, wobei die Trigheitsgruppen
von Elementen o; € C; erzeugt werden.

Insbesondere, falls C? = C ist, so gibt es eine uber F, reguldre, galoissche
Erweiterung N|F4(t) mit Galoisgruppe G, unverzweigt auferhalb von S, wobei
die Tragheitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt werden.

Bemerkung Ein #hnliches aber schwiicheres Resultat kann auch durch An-
wendung des einfachen Starrheitssatzes in Charakteristik Null und ’Speziali-
sieren’ gewonnen werden: (siehe [Beck, Proposition 2.3, Proposition 3.7.], siehe
auch [MM, I,Proposition 10.9].)

Wenn die endliche Gruppe G mit dem starren Klassenvektor C der Lange s
triviales Zentrum hat und f so gewihlt wird, dass g := p/¥(€) > s — 1 ist, (wo-
bei d(C) der Irreduzibilititsgrad von C ist), so existiert eine iiber F, regulére,
galoissche Erweiterung N|F,(¢) mit Galoisgruppe G, unverzweigt aufierhalb ei-
ner vorgegebenen s-elementigen Menge von Primstellen von Grad 1, wobei die
Trigheitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt werden.
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Sei nun k ein beliebiger Korper mit Charakteristik p, der den Kérper (Fy)c
enthdlt. Dann sind N (im obigen Satz) und k linear disjunkt iber (Fy)c im
linear disjunkten Kompositum Nk := Quot(N ®¥,). k). Aus dem Diagramm

Nk

folgt, dass Nk|k(t) eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G ist, wobei
NE iiber k regulér ist. Die Primstellen von F(t) setzen sich auf eindeutig k(¢),
wenn man vy |, = 0 fordert. Daraus folgt:

Korollar 5.7 Seip eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer
Ordnung und einem C' starren Klassenvektor der Linge s. Seie > 1 und q := p°©
mit ¢ > s — 1. Sei S eine s-elementige Menge von Primstellen mit Grad 1 auf
F,(t)|F, Seik ein beliebiger Korper mit Charakteristik p, der den Kéorper (Fy)c
enthdlt.

Dann existiert eine iiber k regulire, galoissche Erweiterung N|k(t) mit Ga-
loisgruppe G, unverzweigt auflerhalb der eindeutigen Fortsetzungen von S, wobei
die Trdgheitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt werden.

Wenn man anstelle von Kérpern mit Kurven arbeitet, ergibt sich der Beweis
des Korollars auch aus folgender Uberlegung:

Nach dem Starrheitssatz fiir endliche Korper existiert eine galoissche, geo-
metrisch ganze Uberlagerung X — Uwr,) mit Galoisgruppe G. Nun ist die
Bedingung ’galoissch mit Galoisgruppe G’ invariant unter flachem Basiswech-
sel nach [SGA I, Proposition 1.9.] und [SGA I, Proposition 2.1.]. Somit ist
X X®,)c k — Uy eine galoissche Uberlagerung mit Galoisgruppe G, welche
automatisch geometrisch ganz ist. O

Satz 5.8 (Einfacher Starrheitssatz fiir globale Funktionenkoérper) Sei
p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung, in
der das Zentrum ein Komplement hat. G besitze einen starren Klassenvektor C
der Linge s. Sei S eine s-elementige Menge von Primstellen mit Grad 1 auf
Fy(2)(t)[Fp(). _

Sei (Fp)c = Fp({x(Ci)|x irreduzibler Charakter von G mit Werten in F,,
i=1,..,5}).
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Dann existiert eine dber (Fp)c(x) reguldre, galoissche Erweiterung
N|(Fp)c(x)(t) mit Galoisgruppe G, unverzweigt auflerhalb von S, wobei die
Tragheitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt werden.

Insbesondere, falls C* = C ist mit q := p°®,e > 1, so gibt es eine iber F,(z)
reguldre, galoissche Erweiterung N|Fq(x)(t) mit Galoisgruppe G, unverzweigt
auflerhalb von S, wobei die Trdagheitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt
werden.

Bemerkung Sei g3 € ;. Dann bleibt der einfache Starrheitssatz fiir globale
Funktionenkorper richtig, wenn das Zentrum von G kein Komplement in G
sondern in einer beliebigen Untergruppe von G, welche Ng(< o1 >) enthiilt,
hat. Man wihle dazu die Primstelle p in Proposition 2.12 gleich p; € S.

Genau wie iiber Q(t) gilt auch iiber F,(z)(t) ein starker Starrheitssatz. Die
Idee ist, dass auf die p-Rationalitét des Klassenvektors verzichtet werden kann,
wenn dieser gewisse Symmetrien aufweist und man nicht mit rationalen Punkten
sondern mit wohl gewéhlten Bahnen von Punkten arbeitet.

Satz 5.9 (Starker Starrheitssatz fiir globale Funktionenkérper) Sei p
eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p primer Ordnung, in der
das Zentrum ein Komplement hat. G besitze einen starren Klassenvektor C'.

Sei e > 1 und q := p®. Es gebe einen (nicht notwendigerweise starren)
Klassenvektor D der Linge v von G, so dass der starre Klassenvektor C die
folgende Form hat:

br—1

C=(Dy,D!, ... D¢ .. D, DY, ... DI" )

Dabei ist b; = % die Linge der Bahn D;, D], ....
Dann existiert eine tber F,(x) reguldre, galoissche Erweiterung N|F(z)(t)

mit Galoisgruppe G, welche auflerhalb von r Primstellen unverzweigt ist.
. L dp(D; CTa .
Beweis. Sei wie im Satz b; = W(D)i);e) die Lange der Bahn Dl,D‘f,..... Sei-
J
en a; € Fp,\Fp,-1 (Fo = 0), z; € Fy(x), wobei die Bahnen {af zj €
N} paarweise disjunkt seien (i = 1,...,7). Wir schreiben C' = (C11, Cr2, ...,
Cibys ooy Cr1yoery Crp, ) mit Gy = ij. Sogleich werden wir die Notation C; _, =
Cir—q verwenden.

Seienfiri=1,...,r,7=1,...,b; : p;j == (t—a?ij:ri) Primstellen auf F,(z)(¢)|
F (). Sei S die I'g, (z)-invariante Menge, welche die s Primstellen p;; zum Inhalt
hat. Sei S die darunterliegende Menge von Primstellen auf F,(z)(t)|F4(x). Dann
hat S die Kardinalitét r.

Sei 0 € I'r, (x) beliebig. Sei die Restriktion von § auf Fq gleich Frob%. Dann
ist 6(p;5) = Pi,j—q. Somit ist nach Proposition 5.2
PEADNCON Dq<j—d)+d j

7 (2

d
Cly = Cl_y= (D]
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und aus der Starrheit von C' folgt die Behauptung wie beim einfachen Starr-
heitssatz mit Proposition 2.12.

Genauer gilt: Es gibt eine iiber Fy(x) regulére, galoissche Erweiterung
N|F,(z)(t) mit Galoisgruppe G, unverzweigt auflerhalb von S, wobei die Trég-
heitsgruppen von Elementen o; € C; erzeugt werden. O

Mit diesem Resultat sieht man auch, dass alle endlichen abelschen Gruppen
mit zu p primer Ordnung Galoisgruppen einer iiber F,(x) reguléren, galoisschen
Erweiterung N|F,(z)(t) sind. Man braucht nur ein Erzeugendensystem in der
Form des starken Starrheitssatzes mit e = 1 zu wihlen. Dieses ist automatisch
starr.

Proposition 5.10 Sei k ein beliebiger Korper in Charakteristik p. Dann sind
alle endlichen abelschen p-Gruppen Galoisgruppen einer iber k reguldren, ga-
loisschen Erweiterung von k(t).

Beweis. Sei G = Z/p®*Z x --- x Z/p°"Z eine beliebige endliche abelsche p-
Gruppe.

1. Schritt Konstruktion von reguliren, galoisschen Erweiterungen von k(t)
mit Galoisgruppe Z/pZ. Es sei beliebiges transzendentes Element u € k(t)|k
fixiert. Sei L|k(t) die durch die Gleichung v — v = u gegebene Artin-Schreier
Erweiterung. Diese hat Galoisgruppe Z/pZ. Aufierdem ist v ¢ k, da ansonsten
u € k wire. Nun ist die Erweiterung L|k(t) iiber k regulir, da die Ordnung von
Z/pZ eine Primzahl ist.

2.Schritt Konstruktion von reguliiren, galoisschen Erweiterungen von k(t)
mit Galoisgruppe Z/pZ x --- x Z/pZ. Seien aj, ..., a, verschiedene Elemen-
te aus k. Dann liegen die Elemente a;u in verschiedenen Nebenklassen von
{y — y?ly € k(t)} in k(t). Nach der Artin-Schreier Theorie definieren die a;u
verschiedene (linear disjunkte) galoissche Erweiterungen L;|k(t) mit zu Z/pZ
isomorpher Galoisgruppe. Das Kompositum L der L; (in einem algebraischen
Abschluss von k(t)) hat somit Galoisgruppe Z/pZ X - -- x Z/pZ. Die Elemente
a;u definieren auch iiber k(¢) linear disjunkte Erweiterungen L;k|k(t) (da die
a;u in verschieden Nebenklassen von {y — 3P|y € k(t)} in k(t) liegen). Somit
ist [Lk : k(t)] = p" = [L : k(t)] und L ist iiber k(t) linear disjunkt zu k(t), d.h.
L|k(t) ist regulir iiber k.!

3. Schritt Konstruktion von reguléren, galoisschen Erweiterungen von k(¢)
mit Galoisgruppe G = Z/p“*Z X --- x Z/p°Z. Der maximale p-Quotient der
absoluten Galoisgruppe von k(t) ist eine freie pro-p-Gruppe. [Se2, I, 2.2. Propo-
sition 3 mit Corollaire 1] Deshalb faktoriert der Morphismus T'y;) — Z/pZ x

1Hijer sind zwei Fehler: Erstens miisste man fiir die angegebene Konstruktion voraus-
setzen, dass k unendliche Kardinalitdt hat. Zweitens muss man einen r-dimensionalen F -
Untervektorraum U von k(t)/P(k(t)) wéhlen, wobei P der Artin-Schreier Operator sei. Damit
die Erweiterung reguir ist, muss auerdem das Bild von U in k(t)/P(k(t)) r-dimensional sein.

Eine einfache Moglichkeit fiir so eine Untergruppe U ist diese: Betrachte den von ¢*?*+1 mit
i =0,...,7 — 1 erzeugten Fp-Untervektorraum von k(t)/P(k(t)). Dieser Vektorraum hat in
der Tat die Dimension r und sein Bild in k(t)/P(k(t)) hat auch die Dimension r.
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- X Z/pZ iiber einen surjektiven Morphismus nach Z/p®Z x --- x Z/p°rZ.
Dies definiert eine Erweiterung M|k(¢) mit Galoisgruppe G, welche L enthilt
und auflerdem regulédr iiber k(t) ist. Annahme: M|k(t) ist nicht regulér iiber
k(t). Sei M= M N k(t). Da M |k(t) nicht-trivial ist, enthélt M |k(t) eine Tei-
lerweiterung von Grad p. Diese ist gleich L;|k(t) fiir ein ¢ = 1,...,7 und somit
reguldr. Widerspruch! O

Zwei galoissche Teilerweiterungen Ni|k(t), Na|k(t) von k(¢)|k(t) mit teiler-
fremden Grad sind linear disjunkt, da sie k(t) als Durchschnitt haben. Das Kom-
positum hat somit das Produkt der Galoisgruppen von Ni|k(t) und Na|k(t) als
Galoisgruppe. Wenn nun die Erweiterungen Ni|k(t) und No|k(t) regulér sind,
sind auch Nyk|k(t) und Nok|k(t) linear disjunkt und NjNo|k(t) ist regulir.

Insgesamt folgt:

Korollar 5.11 Alle endlichen abelschen Gruppen sind Galoisgruppen einer iber
F,(x) reguldren, galoisschen Erweiterung von F,(z)(t). O

Nun sind alle globalen Kérper Hilbertsche Korper [FJ, Corollary 12.8], d.h.
der Hilbertsche Irreduzibilitdtssatz gilt. Man kann also ’spezialisieren’ [F'J, Lem-
ma 12.12]. Genauer gilt:

Sei k ein globaler Korper und N|k(t) eine galoissche Erweiterung mit Ga-
loisgruppe G. Dann gibt es eine Primstelle von k(¢)|k mit Grad 1, die in N|k(t)
unverzweigt und unzerlegt ist. Insbesondere ist die Restklassenkdrpererweite-
rung eine galoissche Erweiterung von k£ mit Galoisgruppe G.

Aus Korollar 5.7 folgt:

Korollar 5.12 Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p pri-
mer Ordnung und einem starren Klassenvektor C der Linge s. Seie > 1,q := p°©
mit ¢ > s — 1. Sei k ein globaler Kérper mit Charakteristik p, der den Korper
(Fy)c enthdlt. Dann exisiert eine galoissche Erweiterung Ak mit Galoisgruppe

G.
Aus dem einfachen Starrheitssatz fiir globale Funktionenkorper folgt:

Korollar 5.13 Sei p eine Primzahl. Sei G eine endliche Gruppe mit zu p pri-
mer Ordnung, in der das Zentrum ein Komplement hat. G enthalte einen starren
Klassenvektor C. Sei k ein globaler Korper mit Charakteristik p, der den Kdrper
(Fp)c enthdlt. Dann exisiert eine galoissche Erweiterung Ak mit Galoisgruppe

G.
Aus Korollar 5.11 folgt:

Korollar 5.14 Alle endlichen abelschen Gruppen kénnen als Galoisgruppen
iber jedem globalen Korper positiver Charakteristik realisiert werden.



Anhang

Proendliche Gruppen

Eine proendliche Gruppe ist eine topologische Gruppe, welche projektiver
Limes von endlichen Gruppen ist. Dabei seien die endlichen Gruppen mit der
diskreten Topologie versehen. Die Homomorphismen des projektiven Systems
konnen surjektiv gewihlt werden. In dieser Arbeit treten proendliche Gruppen
nur als Galoisgruppen auf. Dann sind die Homomorphismen des projektiven
Systems sowieso surjektiv.

Die proendlichen Gruppen bilden mit den stetigen Homomorphismen eine
Kategorie, wobei die stetigen Gruppenhomomorphisen die Morphismen sind.

Aus dem Satz von Tychonoff folgt, dass der projektive Limes von kompakten
Réaumen kompakt ist. Der projektive Limes von kompakten nicht-leeren Rédumen
ist kompakt und nicht-leer. Dies liegt daran, dass der projektive Limes der
Raume X; als Teilraum von Hl X; Durchschnitt der abgeschlossenen - und damit
kompakten - nicht-leeren Teilmengen X;; := {& = (o) € [[; Xi|pij(cu) = o}
ist (¢ > j). (Siehe auch [Ne, IV, Satz (2.3)].)

Auflerdem sieht man leicht, dass der projektive Limes von total unzusam-
menhéngenden Rdumen total unzusammenhéngend ist. Eine proendliche Grup-
pe ist also kompakt und total unzusammenhéingend. Diese notwendigen Bedin-
gungen sind auch schon hinreichend. Insbesondere folgt daraus, dass projektive
Limites von proendlichen Gruppen proendlich sind. Auflerdem sieht man, dass
eine Untergruppe einer proendlichen Gruppe genau dann proendlich ist, wenn
sie abgeschlossen (also kompakt) ist.

Proposition 1 Sei (G;)icr ein projektives System von proendlichen Gruppen
mit surjektiven Homomorphismen p;; : G; — G;. Sei m := lim, _ G;. Dann
sind die natirlichen Morphismen p; : 1 — G; surjektiv.

Beweis. Sei i € I fest gewahlt, und sei z; € G;. Sei H; = pl_Jl(xz) Dann
bilden die H; ein projektives System von nicht-leeren abgeschlossenen (und
damit kompakten) Teilrdumen von G;. Sei H := lim, _ H; C 7. H ist nicht-
leer, da projektive Limites kompakter nicht-leerer Rdume nie leer sind. Jedes
Element aus H wird auf z; abgebildet. O

68
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Einige gruppentheoretische Aussagen

Definition Eine proendliche Gruppe T ist projektiv, wenn fiir jeden surjekti-
ven Morphismus proendlicher Gruppen

G—L>Q——>1

und jeden Morphismus I' — @ genau ein Morphismus I' — G existiert, so

dass das Diagramm
r
a

G———>1

kommutiert.

Definition Seien G und I" proendliche Gruppen, S ein semidirektes Produkt
von G mit I'. Dann ist ein direktes abgeschlossenes Komplement von G in S ein
abgeschlossener Normalteiler H < S mit GNH =1, GH = S.

In Kapitel 1 haben wir benutzt:

Proposition 2 Sei G eine proendliche Gruppe, I' eine proendliche projektive
Gruppe. Sei S ein semidirektes Produkt von G mit I'. Dann hat G in S genau
dann ein direktes abgeschlossenes Komplement, wenn I' auf G durch innere
Automorphismen aus G operiert.

Beweis. Sei S semidirektes Produkt von G und T', I" operiere auf G durch in-
nere Automorphismen. (Diese Bedingung héngt nicht von der Wahl eines Kom-
plements ab. Sie besagt nichts anderes als dass der kanonische Morphismus
' — Out(G) trivial ist.) Sei T 2 T ein abgeschlossenes Komplement von G in
S.

Sei Cs(G) = {s € S|Vg € G : sg = gs} der Zentralisator von G in S.
Da nach Voraussetzung I' auf G durch innere Automorphismen operiert, ist
< GUCs(G) >=S. (Denn: Sei s = g6 € S,g € g,0 € I'. Dann gibt es ein
a € G, so dass fiir alle h € G gilt: a tha = 5 'hs.Dh.a" 5 e Ca(S). Somit
ist s = (ga)(a™ 1) eE< GUCs(G) >.)

Es ist Z(G) = G N Cs(G) und Cs(G)/Z(G) = Cs(@)/(G N Cs(Q)) =
(Cs(G)UG)/G = S/G =T. Das Diagramm

1—2(G) —=Cs(G) —>T ——1

! !

1 G S r 1

kommutiert. Auch die obere Zeile spaltet, da I' als projektiv vorausgesetzt wur-
de. Ein (direktes) abgeschlossenes Komplement von Z(G) in Cg(G) ist auch ein
direktes abgeschlossenes Komplement von G in S. O
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Proposition 3 Sei m eine proendliche Gruppe, E eine Teilmenge. Dann ist
der Zentralisator C(E) von E in 7 eine abgeschlossene Untergruppe von .
Insbesondere ist das Zentrum von m abgeschlossen.

Beweis. Die Aussage muss nur fiir einelementige Mengen E nachgewiesen wer-
den, da beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Untergruppen abgeschlos-
sen sind. Sei also E = {z}.

Seien p; : m — G; die endlichen Quotienten von 7. Dann ist genau dann
x € Cr(x), wenn fiir alle i € I x; € Cg,(x;) ist. Die Gruppen Cg,(x;) bilden
ein projektives System von endlichen Gruppen, welches Cr () definiert. O

Proposition 4 Sei G eine proendliche Gruppe, in der das Zentrum ein abge-
schlossenes Komplement hat. Sei S ein semidirektes Produkt von G mit einer
proendlichen Gruppe I'. T' operiere auf G durch innere Automorphismen aus G.
Dann hat G in S ein direktes abgeschlossenes Komplement.

Beweis. Sei C' ein abgeschlossenes Komplement von Z(G) in G. Dann hat C
selbst triviales Zentrum. Es ist Inn(G) = G/Z(G) = C = Inn(C). Nach Wahl
eines Schnittes erhalten wir das Diagramm

I ——Inn(C)

}

I — Inn(G) .
Daraus folgt das Diagramm mit exakten Zeilen:

1—C——>CxI——T——>1

! i

1 G S r 1

Da C triviales Zentrum hat und die Operation von I' auf C' durch innere
Automorphismen gegeben ist, ist der Zentralisator von C' in C' x I ein direktes
abgeschlossenes Komplement von C' in C' x I'. Da die Operation von I' auf G
durch innere Automorphismen aus G gegeben ist, ist sie auf dem Zentrum von
G trivial. Deshalb ist der Zentralisator von C' in C' x I' nun auch ein direktes
abgeschlossenes Komplement von G in S. O

Eine Verschérfung hiervon ist:

Proposition 5 Sei G eine proendliche Gruppe mit Zentrum Z(G), und sei H
eine Untergruppe von G. Die Gruppe HNZ(G) besitze ein abgeschlossenes Kom-
plement in H. Sei S ein semidirektes Produnkt von G mit einer proendlichen
Gruppe T' beziiglich eines Morphismus I' — Aut(G). Das Bild dieses Morphis-
mus liege in der Gruppe H/(H N Z(G)) — Inn(G).

(%) r

i

H/(H N Z(G))— Inn(G)—= Aut(G)
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Dann hat G in S ein direktes abgeschlossenes Komplement.

Beweis. Wir zeigen Folgendes: Es gibt einen surjektiven Morphismus 7 : § —
@G, so dass die Komposition ¢ : G — G ein Isomorphismus ist. Dabei ist
t: G — S die Inklusion. Dann ist K :=Kern(m) ein direktes abgeschlossenes
Komplement von G in S. Denn: K ist ein Komplement von G in S und K ist
normal und abgeschlossen in S, weil Kerne immer normal und abgeschlossen
sind.

Die Inklusion H/(H N Z(G)) — AutG definiert ein semidirektes Produkt
G x H/(H N Z(Q)). Das folgende kommutative Diagramm ist nur eine Umfor-
mulierung der Bedingung (x).

Ir——— Aut(G)

l H

H/(H N Z(Q)) — Aut(G)

Es definiert einen Morphismus S — G x H/(H N Z(G)).

1 G S r 1

: )

1—G——=GxH/(HNZ(G)) —=H/(HNZ(G)) —=1
Sei C ein (direktes) Komlement von HNZ(G) in H. Esist H/(HNZ(G)) = C.

Somit ist
GxH/(HNZ(G))=GxC,

wobei C' auf G durch Konjugation operiert.
Nun ist G x C isomorph zu G x C. Der Isomorphismus ist durch

p:GxC — GxC (g,¢) — (gc,c)

gegeben. Es induziert die Identitdt auf G. Surjektivitit und Injektivitat von ¢
ist klar. Bleibt noch zu zeigen, dass es sich um einen Isomorphismus handelt.
Es ist

o((g1,¢1)(g2, c2)) = d(grcrgacy ' c1c2) = (grc1gacy Tcrca, c1c2) =

(9161,01)(9262702) = ¢(91701)¢(92, 02)

Somit gibt es einen surjektiven Morphismus
m: S—GxH/(Z(GINH)2Gx(C——=@G.

Der Morphismus 7t : G — S — G ist die Identitét. O
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pro-p-Gruppen

Definition Sei 7 eine proendliche Gruppe und p eine Primzahl. Wir sagen, m
habe Ordnung p oder sei eine pro-p- Gruppe, wenn alle endlichen Quotienten von
m p-Gruppen sind. Falls alle endlichen Quotienten von 7 quasi-p-Gruppen sind,
d.h. von Elementen der Ordnung p bzw. ihren p-Sylowgruppen erzeugt werden,
so nennen wir 7 eine proendliche quasi-p-Gruppe. Falls alle endlichen Quotienten
eine zu p prime Ordnung haben, so sagen wir die Gruppe habe Ordnung prim
zu p oder sei eine proendliche zu p prime Gruppe.

Die mazimale quasi-p-Untergruppe p(m) von w ist definiert als

pl) = lim P(G).
H

G endlicher Quotient

von

Dabei ist p(G) die Untergruppe von G, die von allen p-Sylowgruppen von G (von
allen Elementen, deren Ordnung eine p-Potenz ist) erzeugt wird. p(m) ist eine
proendliche quasi-p-Gruppe. Die Inklusionen p(G) — G induzieren eine Injek-
tion m — p(7). Definitionsgemif ist p(7) kompakt und damit abgeschlossen in
.

Die maximale quasi-p-Untergruppe von 7w hat folgende universelle Eigen-
schaft: Sei ¢ : II — 7 ein Morphismus, wobei II eine proendliche quasi-p-
Gruppe ist. Dann faktorisiert ¢ eindeutig iiber p(m).

Beweis. Sei m — G ein endlicher Quotient. Dann gibt es aufgrund der Stetigkeit
von v einen endlichen Quotienten II — H, so dass das Diagramm

| ]

H——G

P

e

kommutiert. Dabei ist das Bild der quasi-p-Gruppe H in p(G) enthalten. Insge-
samt ist das Bild von ¢ in lim,  p(G) = p(w) enthalten. O

Mit dieser Betrachtung sieht man, dass p(7) die gréfite quasi-p-Untergruppe
von 7 ist. Daraus folgt, dass p(w) charakteristisch ist.

Der mazimale p-prime Quotient von 7 ist der Quotient 7(®") := 7 /p(m). Es
ist

70 — lim G/p(G),
<_
G endlicher Quotient

von 7

denn der Funktor lim, — ist auf projektiven Systemen von endlichen Grup-
pen (allgemeiner kompakten topologischen Gruppen) exakt ([Ne, IV, (2.7)]). In
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unserem Kontext bedeutet dies, dass die Sequenz
1 ——lim, p(G) —=lim,_ G——=1lim, G/p(G) —1

exakt ist. Schwierig ist nur die Surjektivitit der Abbildung lim, G
— lim, G/p(G). Diese wird mit Hilfe der Kompaktheit von m bewiesen. Sei
(T6),, onal. Quotient vons € 1ML— G/p(G). Sei Ug die Urbildmenge von z¢ in 7.
Die Ug sind nicht-leer und haben die Eigenschaft, dass alle endlichen Schnitte
nicht-leer sind. Die Ug sind abgeschlossen und als Teilmenge eines kompakten
Raumes kompakt. Damit ist der Schnitt U :=(_ Quotient von » UG micht-leer.
Ein beliebiges Element aus U wird auf = abgebildet.

7(®") hat folgende universelle Eigenschaft: Sei IT eine proendliche Gruppe mit
Ordnung prim zu p und sei ¢ : @ — II ein Morphismus. Dann faktorisiert
eindeutig iiber 7). Der Beweis ist genauso einfach wie der der universellen
Eigenschaft von p(7).

Sei 7 eine proendliche Gruppe. Dann ist eine p-Sylowgruppe von 7 eine ab-
geschlossene Untergruppe m,, deren endliche Quotienten p-Sylowgruppen der
entsprechenden Quotienten von 7 sind, d.h. fiir jeden surjektiven Morphismus
¢ : m — G in eine endliche Gruppe G ist ¢(m,) eine p-Sylowgruppe von G. Wir
zeigen nun, dass analog zu endlichen Gruppen p-Sylowgruppen immer existie-
ren, zwei p-Sylowgruppen immer konjugiert sind und dass die maximale quasi-
p-Untergruppe von den p-Sylowgruppen topologisch erzeugt wird.

Proposition 6 Jede proendliche Gruppe besitzt eine p-Sylowgruppe.

Beweis. Sei m = lim,_ G;, eine proendliche Gruppe, wobei die G; die endlichen
Quotienten seien. Sei jeweils S; eine p-Sylowgruppe von G;. Wir betrachten fiir
1>
Ay i=A{a = (ai)i € [ Gilpij(ciSia; ) = a;Sja; '}
i

Die A;; sind abgeschlossen in der kompakten Menge [ [, G;. Sie sind nicht-leer,
da p-Sylowgruppen in endlichen Gruppen stets konjugiert sind. Auch endliche
Durchschnitte von verschiedenen A;; sind nicht-leer. Dies sieht man folgender-
maflen: Seien i1, ...,4;,j1, ..., j; endlich viele Elemente aus der Indexmenge mit
ir > Ji. Sei A* 1= (), Ai,j.. Wihle ein n mit n > i, fiir alle k. Wahle nun fiir
alle ¢ < nein o; € G; mit pp;(Sy,) = aisiajl. Ergéinze dies zu einem « € [, G;.
Dann ist fiir alle k:

Piy (O‘ik Sikai_kl) = Pnjiy, (Sn) = Qjy, Sjkaj_kl

Also a € A*.
Aufgrund der Kompaktheit des Produkts ist A := [, j
«a € A definiert das projektive System (aiSiozi_l)i eine p-Sylowgruppe in 7. O

A;j nicht-leer. Fiir
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Proposition 7 Je zwei p-Sylowgruppen einer proendlichen Gruppe m sind kon-
jugiert.

Beweis. Seien S, S’ zwei p-Sylowgruppen von 7. Sei fiir alle endlichen Quotienten
G;von m: T; := {a; € Gi\aiSiafl = S!}. Diese Mengen bilden ein projektives
System von nicht-leeren endlichen Mengen. Damit ist 7" := lim,__ T; < 7 nicht-
leer. Fiir ein beliebiges Element o € T gilt aSa~! = S. O

Proposition 8 Die mazximale quasi-p-Untergruppe einer proendlichen Gruppe
wird von den p-Sylowgruppen topologisch erzeugt, d.h. der maximale p-prime
Quotient ist die abgeschlossene Hiille des Erzeugnisses der p-Sylowgruppen.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir alle endlichen Quotienten G; der proendli-
chen Gruppe 7 gilt: Die Quotienten des topologischen Erzeugnisses der p-Sy-
lowgruppen erzeugen p(G;).

Nach Definition sind alle p-Sylowgruppen in der maximalen quasi-p-Unter-
gruppe enthalten. Andererseits gibt es zu jeder p-Sylowgruppe S; < G; eine
p-Sylowgruppe von m, die mit p; auf S; abgebildet wird. Dies sieht man folgen-
dermaflen: Sei m, eine feste p-Sylowgruppe von 7. Es ist p;(mp,) = aiSiafl mit
einem «o; € G;. Sei a € m ein Urbild von «;. Dann ist o 'm,a die gesuchte
p-Sylowgruppe. O

Analog zur maximalen quasi-p-Untergruppe einer proendlichen Gruppe ist die
mazximale quasi-p-prime Untergruppe definiert. Sei 7w eine proendliche Gruppe.
Dann ist

p(m) = lim ' (G).
%

G endlicher Quotient

von 7

Dabei ist p'(G) die Untergruppe von G, die von allen [-Sylowgruppen (I # p)
(von allen Elementen, deren Ordnung nicht von p geteilt wird) erzeugt wird.
Analog zu p(7) wird p’(7) von allen [-Sylowgruppen (I # p) von 7 topologisch
erzeugt.

Der mazimale p-Quotient von 7 ist nun () := 7 /p/ (7). Es ist

7P = lim G/ (G).
%

G endlicher Quotient

von 7

Auch die maximale quasi-p-prime Untergruppe bzw. der maximale p-Quotient
erfiillen die offensichtlichen universellen Eigenschaften.

Freie Objekte

Definition (nach [Se2,1,1.5.]) Sei € eine Unterkategorie der Kategorie der pro-
endlichen Gruppen. Sei [ eine beliebige Menge. Ein freies Objekt auf der Menge
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I ist eine proendliche Gruppe F@(I ) auf € mit einer Abbildung I — F@(I ), 80
dass in jeder Umgebung der Null fast alle Bilder von I liegen (d.h. das Bild des
durch die Komplemente von endlichen Mengen definierten Filters konvergiert
gegen Null) und folgender universeller Eigenschaft: Fiir jede proendliche Grup-
pe II definiert die Zuordnung (f : Fe(I) — II) — (I — f(i)) eine Bijektion
zwischen der Menge der Morphismen von Fe(I) nach II und der Menge der
gegen Null konvergenten Abbildungen von I nach Fe(I). Man sicht sofort, dass
ein freies Objekt bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Sei € die volle Kategorie der proendlichen Gruppen. Sei F'(I) die freie Gruppe
auf I. Dann ist F(I), die freie proendliche Gruppe auf I, die proendliche Gruppe,
die durch das projektive System F'(I)/N, N Normalteiler in F'(I) bestimmt wird,
wobei F(I)/N endlich ist und fast alle Erzeugenden aus I enthélt. Insbesondere,
falls I endlich ist, so ist £'(I) die proendliche Komplettierung von F(I). Die
universelle Eigenschaft von lim, _F'(I)/N folgt aus der von F(I).

Weiterhin sieht man sofort: Der maximale p-prime Quotient von F’(I ) ist
ein freies Objekt auf I in der Kategorie der p-primen proendlichen Gruppen,
der maximale p-Quotient von F(I) ist ein freies Objekt auf I in der Katego-
rie der proendlichen p-Gruppen. Man spricht von freien proendlichen p-primen
Gruppen bzw. freien pro-p-Gruppen.

Die freie abelsche proendliche Gruppe auf I, d.h. das freie Objekt in der
Kategorie der abelschen proendlichen Gruppen, ist die Abelisierung der freien
proendlichen Gruppe auf I. Man kann sie auch analog zur Konstruktion der
freien proendlichen Gruppe auf I direkt aus der freien abelschen Gruppe auf I
konstruieren. Die freie abelsche proendliche p-prime Gruppe ist einerseits der
maximale p-prime Quotient der freien abelschen proendlichen Gruppe, anderer-
seits die Abelisierung der freien proendlichen p-primen Gruppe. Analoges gilt
fiir freie abelsche pro-p-Gruppen.

Kohomologie proendlicher Gruppen

Es folgt eine kurze Darstellung der verwendeten Definitionen und Ergebnisse
iiber die Kohomologie proendlicher Gruppen. Dabei wird die Kohomologie end-
licher Gruppen als bekannt vorausgesetzt.

Definition Sei 7 eine proendliche Gruppe. Ein diskreter m-Modul ist ein Mo-
dul A mit einer m-Operation, so dass der Stabilisator jeden Elementes eine offene

Untergruppe in 7 ist, d.h.
A=[]JAY,

wobei U die offenen Untergruppen von 7 durchlauft.

Fiir solche Moduln kann man wie fiir Moduln endlicher Gruppen Kohomo-
logiegruppen definieren. [Se2, I, 2] Die inhomogenen n-Ketten C?(7, A) sind die
stetigen Abbildungen von 7™ nach A und die Kohomologiegruppen von 7 mit
Werten in A die Kohomologiegruppen des mit der iiblichen Korandabbildung
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definierten Komplexes. Es ist
n 1 n U
H"(r,A) =lim H" (7 /U, A”).

Jede abelsche Torsionsgruppe ist direkte Summe ihrer p-Primérbestandteile.
Die kohomologische p-Dimension von 7, Bezeichnung cd,(7) ist das Minimum
iiber alle n, die folgende Bedingung erfiillen:

Fiir alle diskreten 7-Torsionsmoduln A und fiir alle ¢ > n
ist die p-Primérkomponente von H?(w, A) gleich Null

(Die kohomologische Dimension ist oo, falls es keine solche untere Schranke gibt. )

Die kohomologische Dimension von 7 ist analog definiert als das Minimum tiber

alle n, fiir die stets H?(m, A) gleich Null ist (¢ > n). Es ist cd(m) = sup,, cd, (7).
Aus [Se2, I, 3.1. Proposition 11 und Proposition 12] folgt:

Proposition 9 Sei 7 eine pro-p-Gruppe. Dann ist cd,(m) = cd(7).

Proposition 10 [Se2, I, 3.53. Proposition 14] Sei 7 eine proendliche Gruppe
und II eine Untergruppe. Dann ist cd,(Il) < ed, (7). Gleichheit gilt insbeson-
dere dann, wenn die alle Indices (m/U : W/(ILNU)) - wobei U alle offenen
Untergruppen von w durchlduft - prim zu p sind.

Daraus folgt:

Korollar 1 Sei m, eine p-Sylowgruppe von w. Dann ist cd(mp) = cdy(mp) =
cdp ().

Und es folgt:
Korollar 2 Es ist genau dann cdy(m) = 0, wenn 7 zu p prime Ordnung hat.

Insbesondere ist eine p-Gruppe genau dann trivial, wenn sie kohomologische
Dimension Null hat.

Proposition 11 [Se2, I,3.4. Proposition 16] Sei w proendliche Gruppe. Dann
sind dquivalent :

o Jede Sequenz
1 A E T 1,

wobei A eine abelsche pro-p-Gruppe ist, spaltet.

o Jede Sequenz
1 A E T 1,

wobei A eine beliebige pro-p-Gruppe ist, spaltet.

e 7 hat kohomologische p-Dimension < 1

Proposition 12 [Se2, I, 4.2., Corollaire 2 zu Proposition 24] Sei m eine pro-
p-Gruppe. Dann ist cdy(m) = cd(m). Es sind dquivalent
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e T ist eine freie pro-p-Gruppe
e 7 hat kohomologische Dimension < 1

Sei k ein Korper, I'y die absolute Galoisgruppe von k. Die kohomologische
Untersuchung von I'y wird Galoiskohomologie genannt. I'y operiert diskret auf
der additiven Gruppe (k*°P,+) und der multiplikativen Gruppe (kP *, x).

Proposition 13 [Sel, X, Proposition 1, Proposition 2] Es ist
o H"(T'y,k%P) =0 fir allen > 1
o H'(T), k*P*) =0

Dies impliziert den Satz Hilbert 90 und die Kummer- und Artin-Schreier-
Theorie. [Sel, X, 3]
Es folgt auch:

Proposition 14 [Se2, I1,2.2. Proposition 3 (mit Beweis), Corollaire 1] Sei k
ein Kérper mit Charakteristik p. Sei m, eine p-Sylowgruppe von I'y. Dann ist
cd(mp) < 1,¢dy(T) < 1,cd(F§€p)) < 1. D.h. jede p-Sylowgruppe und der maxi-
male p-Quotient der absoluten Galoisgruppe eines Korper mit Charakteristik p
sind freie pro-p-Gruppen.
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