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62 Zufall



Zufall

Eine intuitive Einfiihrung
mit Variablen im klassischen Sinne.

Achtung. Die Darstellung ist teilweise substanziell anders als der
aktuelle “Standard”.

Das betrifft auch den Begriff der Zufallsvariablen.
Aber: Fiir Anwendungen passt das Folgende sogar besser.

Mit der “aktuellen Sichtweise” muss man de facto oftmals in
Anwendungen “schummeln”, weil die Definitionen nicht ganz
passen, bei uns ist das besser.



Variablen

Klassische |dee von Variablen:

Beispiel.

Wir betrachten einen sich auf einer Bahn bewegenden Gegenstand.
Wir haben die Variablen

Ort. x

Zeit. t

Die Variablen kénnen konkrete \Werte annehmen.
x=x0 t=1¢0 .

(“x = x(®" bedeutet nicht “Identitit”, denn eine Variable und ein
Wert sind immer verschieden, es ist nur eine Symbolik fiir “Die
Variable nimmt / nehme den Wert an.”. Besser wére vielleicht so
etwas wie x ~» x(0))



Variablen

In einem mathematischen Modell wird dies beschrieben durch
einen funktionalen Zusammenhang:

x =f(t).

(Der Begriff ist vielleicht von mir (weiB nicht); “funktional” ist hier
das Adjektiv zu “Funktion”. Es gibt auch den Begriff eines
“Funktionals”; dies ist etwas anderes.)

In Bezug auf diesen Zusammenhang heiBt t unabhangige Variable
und x abhangige Variable.

Fiir das Folgende besser: x ist von t funktional abhingig / wird so
betrachtet.

Das kann sich aber immer andern:

Man konnte in einer Anwendung auch den funktionalen
Zusammenhang vergessen ,

einfach x als unabhingige Variable betrachten.



Variablen

Vergleiche “moderne Sichtweise”:
“Was sollen ‘Variablen’ iiberhaupt sein?
Ich kenne nur Elemente und Abbildungen.

Wir haben hier eine Abbildung

[to,t1] — R, t — x(t)

‘t' ist aber keine Variable, sondern immer ein konkretes Element
aus dem Definitionsbereich.”

So gehen wir hier nicht vor.



Wahrscheinlichkeitsraume

Ein mathematischer Zugang zur ldee der Wahrscheinlichkeiten mit
echten Variablen .. ..

(Was Wahrscheinlichkeit “ist”, wird nicht behandelt, es wird
einfach Mathe gemacht ...)

Es sei Z eine endliche oder abzidhlbare Menge.

Elemente von Z heiBen (normalerweise) Ergebnisse (werden
entsprechend interpretiert).

(Bei uns diverse Namen wie z.B. Klartext, Chiffriertext,
Schliissel ...)

Typische Notation. z(®, z(1) . ¢ z

Mengen von Ergebnissen heiBen Ereignisse.
Typische Notation. A,B,... C Z

Die Menge selbst heiBt (normalerweise) Ergebnismenge (Intuition:
eines Zufallsexperiments). (Bei uns Klartextraum oder -menge etc.)



Wahrscheinlichkeitsraume

Wir stellen uns ein zufilliges Element / zufélliges Ergebnis aus Z
Vvor: zZ.

Wir kennen nur Wahrscheinlichkeiten: P[z = z(9] = P,(2(9).
(Verwendung eckiger Klammern hat keine Bedeutung.)

Diese miissen (natiirlich) erfiillen:

Zp ()

(Bei abzahlbar vielen Elementen ist dies der Wert einer
konvergenten Reihe.)

Eine Zuordnung P : Z — [0, 1] mit dieser Summen-Eigenschaft
heiBt auch Wahrscheinlichkeitsverteilung oder
WahrscheinlichkeitsmaB auf Z.

Dann: Fiir A C 2: P[z € A] = P,[A] :== Y 0)c 4 P2(2?).



Wahrscheinlichkeitsraume

Unsere (intuitive) Definition und Sprachgebrauch

Eine Zufallsvariable mit Werten in Z und ein zufilliges Element
von Z sind dasselbe.

Dies ist gegeben durch Wahrscheinlichkeiten wie beschrieben.

Man erhilt hiermit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z und
dann einen Wahrscheinlichkeitsraum. Dies ist Z mit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung.



Wahrscheinlichkeitsraume

Notation

Wenn z eine Zufallsvariable mit Werten in Z ist, haben wir die
Wahrscheinlichkeiten P[z = z(0] = P,(z(9) fiir z2(0) € Z und die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P.

Wir schreiben in der Regel einfach P hierfiir.
Fiir A C Z (ein Ereignis) haben wir dann auch

Pz € A] = P,[A] = P[A].



Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wichtige Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P[_]:

Fir AC Z: P[A] >0

P[Z]=1

Fir A,BC Z mit ANB =0: P[AU B] = P[A] + P[B]
Fir Aq, Ao, ... C Z (abzihlbar viele) mit A; N A; = 0 fiir
i #

vvyyypy

P[Un21 Ap] = Z‘i P[A,]

(Wert einer konvertenten Reihe)

(Axiome von Kolmogorov)



Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A,B C Z.

Definition. A und B sind (zueinander) (stochastisch) unabhangig,
falls

P[ANB]=P[A]-P[B].

Fiir festes B mit P[B] > 0:

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von des Ereignisses .A gegeben

das Ereignis B ist
P[ANB]

PLAI] = =5

Es ist P[B|B] = 1.

Wir erhalten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B.



Zufallsvariablen

Es sei z eine Zufallsvariable mit Werten in einer endlichen /
abzdhlbaren Menge Z (= ein zufilliges Element von Z).

Es sei U eine weitere endliche / abzihlbare Menge.

Es sei nun u eine Variable auf ¢/ und es sei ein funktionaler
Zusammenhang

u=f(z)
gegeben.

Die Variable u hangt also mittels f deterministisch von der
Zufallsvariablen (dem zufélligen Element) z ab.

Der Zufall ist also in z, wird deterministisch iibertragen.



Induzierter Zufall

u="f(z)

Die Verteilung von z auf Z induziert eine von u auf U:

Plu=u®] =P[f(z) = u®] =
Plz € F~1({u®})].

(Ganz genau ist es so: Wir starten mit der Verteilung P, auf Z
und definieren mit

Pu(u®) = P(F1({u}))

eine Verteilung auf U{.)

Wenn wir die Verteilung auf U eingefiihrt haben, kdnnen wir f
“vergessen"”. (Jedenfalls, wenn wir nur u betrachten wollen.)



Ein Beispiel

Einmal wiirfeln mit “fairem Wiirfel”:

Modell mit z mit Werten in Z = {1, ...

Ple=1]= .. —Plz—6] = L



Ein Beispiel

Zweimal wiirfeln:

z = (z1,2) mit Werten in Z ={1,...,6} x {1,...

_ (0] _ 1
Pz =z0] = 36
Von z determinierte Zufallsvariablen:
z1
¥4}

z1+ 22

vvyYyy

Z1 — 22



Ein Beispiel

PP[Z]_—Zl]:%.
>P[22—22]:%.
> Pz + 2 = 209
2023 |4]5]6|7]8[9]10]11]12
P 3513155136 36 355350353
> Pz — z = 209
20| -—5|-4]-3|-2[-1]0][1]|2]|3]4]|5
I Z [ 2 Z (5 [E(2[E2121Z(Z
p‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36



Zufallsvariablen

Es seien zwei Zufallsvariablen gegeben, die deterministisch von
derselben Zufallsvariablen abhangen:

Die Zufallsvariable u habe Werte in der endlichen oder abzihlbaren
Menge U, v in V.



Zufallsvariablen

Wir kénnen nun fiir u(® e U, v(©) € V die verbundene
Wahrscheinlichkeit

Plu=u®, v =1v0)
betrachten mit:
Plu = u®, v = VO] = P[£(2) = u®), g(z) = V0] =
Plz e 1 ({u@}),z € g 1 ({vOO})] =

Plz € F1({u}) ng  ({vO})]

(Das ist eigentlich ein Spezialfall des schon behandelten
“induzierten Zufall": Es ist (u, v) = (f(z), g(z)) mit Zufallsvariable
z. Damit kénnen wir aus (u, v) eine Zufallsvariable machen. Es ist:

Pl (), v@) = P[(f, &) ({(u®,vO)})] =
P ({u@}) ngt({vO})].)



Zufallsvariablen

Weiter mit u, v ...

Definition. Dann sind v und v (zueinander) (stochastisch)
unabhangig, falls fiir alle festen Elemente u© von U, v(® von V
gilt:

Plu=u®, v=vO]=Plu=u®]. P =]



Zufallsvariablen

Es ist stets

Plu=u®] = Z Plu=u® | v=vO].Pv=v0O].
v(0)
Hierbei l3uft die Summe iiber alle v(®) € V mit Plv = v(o)] > 0.

(Diese Bedingung brauchen wir, damit die bedingte
Wahrscheinlichkeit tiberhaupt definiert ist.)

Begriindung
Esist P[u = u©) |v= v(o)] -Plv = V(O)] =Plu= u@® v = v(o)].

Fiir verschiedene v(1), v(2) € V sind die Bedingungen
“u=u® v=v®" und “u=u® v=v@" disjunkt (sie
kdnnen nicht gleichzeitig eintreten).

Deshalb kann man die Wahrscheinlichkeiten addieren, um
Plu = u®] zu erhalten.



Wichtige Prinzipien
Zufallsvariablen mit Werten in Z sind zufallige Elemente in Z.

Eine Zufallsvariable kann (in einem bestimmten Kontext) von einer
anderen Zufallsvariablen deterministisch abhangen.

Zufallsvariablen sind wichtig.

Genauer: Bei einer Zufallsvariablen v mit Werten in U sind die
Wahrscheinlichkeiten P[u = u(®)] wichtig.

D.h. die von u definierte Verteilung auf i/ ist wichtig.

Oftmals betrachtet man mehrere Zufallsvariablen, sagen wir

up mit Werten in Uy, ..., u, mit Werten in U,
abhidngig von derselben Zufallsvariablen:
uj = f,(Z) .

Dann sind die verbundenden Wahrscheinlichkeiten
Pluy = u®, .. u, = uM] = P[Ai(z1) = uD, .. fo(zn) = u(")]
wichtig.



Zufallsvariablen
Der “zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum” Z und die
funktionalen Zusammenhinge u; = f(z;) sind in der Regel nicht
wichtig.
(Es ist nicht wichtig, von welcher Zufallsvariablen die u; nun
deterministisch abhangen.)

Gegeben eine Zufallsvariable ug mit Werten in U, gibt es eine
zweite Zufallsvariable u; mit Werten in U mit

> derselben Verteilung,
» funktionalen Zusammenhingen / deterministische
Abhangigkeiten
up = fo(z), nn = fi(2)
mit einer Zufallsvariable z,
> wobei ug und u; zueinander stochatisch unabhingig sind.

(Denke an Wiirfeln, betrachte das Beispiel mit den zwei Wiirfen!)

Das kann man iterieren, man erhédlt unabhangige identische
verteilte Zufallsvariablen wg, u1, ..., up,. ...



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

Aufgabe

Es sei ein algorithmisches Problem gegeben und ein randomisierter
Algorithmus, der immer terminiert, aber nicht immer mit dem
richtigen Ergebnis.

Das Ergebnis sei aber iiberpriifbar.

Wir betrachten eine konkrete Eingabe. Fiir diese Eingabe ist dann
die Ausgabe eine Zufallsvariable. Es sei p die Wahrscheinlichkeit
fiir “richtig”.

Wie oft muss man den Algorithmus nun “im Durchschnitt” laufen
lassen?

Hinweis

Wie oft muss man im Durchschnitt wiirfeln, bis man eine 6 erhilt?



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

Zur Antwort

Wir haben hier (irgendwie) eine Zufallsvariable a fiir die Anzahl der
Versuche.

Wir fragen nach dem Erwartungswert:

E[a] = Z Pla = al?]. 2@
a(0)

Wie ist a verteilt?



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

Formaler Ansatz
Sei p > 0 die Wahrscheinlichkeit fiir “richtig” bei einem Lauf.

Wir betrachten unabhingige Zufallsvariablen eg, e, ... mit Werten
in {0,1} mit P[e; = 1] = p (1 entspricht "richtig”)

und setzen hiermit a := min{/ |¢; = 1}.

Wir haben

(0) _
P[a = a(o)] = P[el = ... =60_1 = O,ea(o) = ]_] = (1—p)ao l-p

Somit ist a eine geometrisch verteilte Zufallsvariable.



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

P[a = a(o)] = P[el = ... =60_1 = 0, €,
(p—1)2""1p

Ist a wirklich eine Zufallsvariable?

Es ist

ZP[a—a(O)]—Z ~1)"tp =3 (p-1)

i>1 i>0



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

P[a = a(o)] = P[e1 = ... =60_1= 0, €, 00 = 1] =
(p—1)2""1.p

Der Erwartungswert ist:

Ela) = > Pla=a®]-a® =3 (1-p) "t p-i=

a0>1 i>1
d : d 1 1
P g §}le( P =p o -C-D)=p 5

OK!



Laufen lassen bis zum Erfolg ...

Aufgabe

Es sei ein algorithmisches Problem gegeben und ein randomisierter
Algorithmus, der immer terminiert, aber nicht immer mit dem
richtigen Ergebnis.

Das Ergebnis sei aber iiberpriifbar.

Wir betrachten eine konkrete Eingabe. Fiir diese Eingabe ist dann
die Ausgabe eine Zufallsvariable. Es sei p die Wahrscheinlichkeit
fur “richtig”.

Wie oft muss man den Algorithmus dann “im Durchschnitt” laufen
lassen?

Antwort

T



Ein Zitat
Wikipedia: Variable
Arten von Variablen

» Unabhingige Variable
» Abhingige Variable

Abgrenzung

Eine Zufallsvariable — auch ZufallsgréBe, Zufallsveranderliche
oder stochastische Variable — ist keine Variable, sondern eine
Funktion, deren Funktionswerte von den Zufallsergebnissen des
zugehdrigen Zufallsversuchs abhingen.

Meine Frage

Und was sind dann x und y in y = f(x) ?

Konkrete Werte? Oder ist y = 7

Was bedeutet dann “unabhingige Variable” / “abhingige
Variable"?

Umgekehrt: Wenn “Variable” ein sinnvolles Konzept ist, dann kann
man auch Zufallsvariablen als Variablen betrachten ...



