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9. Übung

1. a) Zeigen Sie: Für die charakteristische Funktion ϕX einer reellen Zufallsvariablen X mit
E(X) = 0, V (X) = 1 und E(|X|2+α) <∞ für ein α > 0 gilt

ϕX(t) = 1− t2

2
+ r(t) mit lim sup

t→0
r(t)/|t|2+α <∞.

(Hinweis: Siehe Lemma 3.5 aus der Vorlesung.)
b) Folgern Sie aus a) die Existenz einer Konstante C > 0, so dass

|ϕX(t/
√
n)n − e−t2/2| ≤ C

|t|2+α

nα
falls |t| ≤ n

α
2+α .

(Hinweis: ϕX(t/
√
n)n = e

n lnϕX( t√
n
)

und Taylor-Entwicklung. )

2. a) Zeigen Sie: Zu einer Funktion f ∈ L1(R, dx) und δ > 0 existiert eine elementare Treppen-
funktion der Form fδ =

∑N
i=1 αi 11 ]ai,bi], so dass E(|f − fδ|) ≤ δ.

(Hinweis: Beginnen Sie mit dem Fall f = 11 A für ein messbares A ⊂ R, so das λ(A) <∞. )
b) Zeigen Sie unter Verwendung von a) den Satz von Riemann-Lebesgue: Für jedes f ∈
L1(R, dx) gilt limn→∞

∫
R e

inxf(x)dx = 0.

3. a) Zeigen Sie für eine Folge An ∈ F von Ereignissen in einem W-Raum (Ω,F , P ), dass
P (lim supnAn) ≥ lim supP (An).
b) Zeigen Sie unter Verwendung von a), dass für eine Folge (Xi) von unabh. ident. verteilten
ZV’en mit E(X) = 0, V (X) = 1 gilt für alle a > 0

P (lim sup
n

n∑
i=1

Xi/
√
n ∈ [−a, a]c) = 1.

Insbesondere gilt also für Sn =
∑n

i=1Xi, dass lim supSn/
√
n = +∞ und lim inf Sn/

√
n =

−∞ fast sicher.

(Hinweis: Zeigen Sie zunächst mit dem Zentralen Grenzwertsatz, dass P (lim sup . . . ) > 0
und schließen dann mit dem Kolmogorovschen 0-1-Gesetz.)

4. a) Zeigen Sie folgende Verschärfung des Starken Gesetzes der großen Zahlen nach Kolmogorov:
Falls an > 0 eine monoton wachsende Folge ist mit an → ∞, und (Xi)i eine unabh. Folge
verteilte ZV’en ist mi E(Xi) = 0 und

∑∞
n=1

1
a2n
V (Xn) < ∞, so gilt 1

an

∑n
k=1Xk −→ 0 fast

sicher für n→∞.
(Hinweis: Verwenden Sie den Kolmogorov’schen Reihensatz zusammen mit der deterministis-
chen Aussage:

∑
n
xn
an

konvergiert ⇒ 1
an

∑n
k=1 xk −→ 0 für n→∞.)

b) Zeigen Sie unter Verwendung von a) dass für eine Folge (Xi) von unabh. ident. verteilten
ZV’en mit E(X) = 0, V (X) = 1 gilt limn→∞

1√
n logn

Sn = 0, wobei Sn =
∑n

i=1Xi.


