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4. Ubung

1. Zeigen Sie: Es sei (X,,), eine Folge identisch verteilter ZV'en, welche dem starken Gesetz der
groBen Zahlen geniigt, und sei (Y},) eine zweite Folge von ZV'en mit > P(X,, #Y,) < oo,
so gentigt (Y,,) ebenfalls dem starken Gesetz der groBen Zahlen.

2. Sei (X,,) eine unabhangige Folge identisch verteilter nicht-integrierbarer ZV'en, d.h. E(|X,|) =

co. Zeigen Sie fir S, = Y1 | X;, dass limsup,,_,, +|S,| = 400 fast sicher.
(Hinweis: Die Aussage folgt aus 1X, = 15, — 2=1_L-G | und P(limsup, C,) = 1 fir

n n—1

Cy = {|Xn| > nK} fir K > 0 beliebig, vergl. Beweis von Satz 2.7 aus der Vorlesung.)

3. Sei S eine endliche Menge und P(.S) die Menge der WahrscheinlichkeitstmaBe auf .S, aufgefasst
als Teilmenge des |S|-dimensionalen Vektorraumes RIS Sei 1 € P(S) mit u(s) > 0 fiir alle
s € S und Ent, : P(S) = R, Ent,(v) = 3 In(42)u(s).
ses

w(s)

a) Zeigen Sie fiir A C P(S) offen, dass

h{ln_igp ueglmfpn Ent,(v) = ’}1612 Ent,(v),

wobei P, :={pu € P(S)|n-u(s) e NVs e S}
b) Zeigen Sie, dass fir v € P(S) gilt Ent,(v) = sup [E,(¢) — log E,(e¥)].
P:S—R
Hinweis zu b) Teilaussage “>": Schreiben Sie Ent,(v) — E, (1) als Integral bzgl. v und
nuzten Sie die Jensen'sche Ungleichung fiir die Funktion ¢ — log(t).

4. Es bezeichne i die Gleichverteilung auf den drei Punkten —1,0,1. Bestimmen Sie mit dem
Satz von Sanov die Rate im exponentiellen Abfall der Wahrscheinlichkeiten P(%Sn > %) mit
n — oo, wenn S, = Y " X; die Summe von n unabhangigen Realisierungen (X,,) von
p-verteilten Zufallsvariablen bezeichnet.

(Hinweis: %Sn > % & pxm € A, wobei A die Menge der Verteilungen mit Erwartungswert
> 1 bezeichnet.)



