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Losungen mit lhrem Namen und lhrer Matrikelnummer. Es stehen 13 Aufgaben zur Auswahl.

Zeigen Sie: Fiir eine o-Algebra &€ auf einem Grundraum Eund A C Eist 4 := {ANF|F € £}
eine o-Algebra auf der Menge A.

Zeigen Sie: Fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB . auf einer abzahlbaren Menge E' (mit der Potenz-
menge 2F =: £ als o-Algebra) gibt es zu ¢ > 0 eine endliche Menge A C E, so dass
p(A)>1—c¢€.

Zeigen Sie: Fiir drei Ereignisse A, B,C' € F in einem Wabhrscheinlichkeitsraum (2, F, P) gilt

IP(ANC) — P(BNC)| < P(C).

Zeigen Sie: Fur eine reelle Zufallsvariable X mit invertierbarer Verteilungsfunktion F' ist
U := F(X) gleichverteilt auf [0, 1].

Geben Sie ein Beispiel fiir eine reelle Zufallsvariable X und einer messbaren Funktion ¢ : R —
R an, welche die Jensen'sche Ungleichung nicht erfiillen.

Es sei U eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion
und den Erwartungswert von Z := U?2.

Es seien U; und U, zwei stochastisch unabhangige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen.
Bestimmen Sie die Dichte der Verteilung sowie den Erwartungswert von Z := max (U, Us).

Beweisen Sie: Zwei reelle Zufallsvariablen XY : © — N auf einem Wahrscheinlichkeit-
sraum (£, F, P) sind stochastisch unabhangig, falls E(XYUV) = E(XU)E(YV) fir alle
beschrankten messbaren Zufallsvariablen U,V : €2 — N.

Seien X und und Y stochastisch unabhangige binomialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter
n € Nund p € [0,1] bzw. m € N und Parameter ¢ € [0,1]. Zeigen Sie, dass Z := X +Y
erneut binomialverteilt ist, genau dann wenn p = q.

Geben Sie ein Beispiel einer Folge von reellen Zufallsvariablen (X,,),en auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P) an, die dem starken Gesetz der groBen Zahlen entspricht, nicht aber
dem zentralen Grenzwertsatz.
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Es sei (X,,)nen eine Folge von unabhangigen auf der Menge {1,2,3} gleichverteilten Zu-
fallsvariablen. Berechnen Sie

100
P() X, € [170,210])
i=1
approximativ durch Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes. (Die Werte der Verteilungs-
funktion ®(t) := ﬁ ffoo e~*/2duy diirfen dabei als bekannt vorausgesetzt werden.)

Beweisen Sie: Fiir eine Folge (X,,), von reellen stochastisch unabhangigen Zufallsvariablen
(Xn)nen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit E(X,) = 0, gibt es bestenfalls
genau ein « €]0, 00|, so dass

1 n
Plli — Xi| = ¢ > 0 existiert] > 0.
[lim sup na|z Kl =c existiert]

n—oo k=1

Hinweis: Verwenden Sie das Kolmogorov'sche 0-1-Gesetz.

Zeigen Sie: Eine nichtnegative Zufallsvariable X ist exponentialverteilt genau dann, wenn
P(X >s+t|X >t)=P(X > s) fir alle s, > 0.



