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Kapitel 1:
Grundlagen



1.1 Die Kolmogorov'schen Axiome



Ein Beispiel
-//_C
O— @

Y3

m 'Zufillige Irrfahrt’ in zwischen drei Kammern/'Zustanden'.
Pro Zeitschritt ein Sprung. Start in G.

m 'Ubergangswahrscheinlichkeiten’ wie angegeben:

Vx,y €{G,B,R}: py €0,1].

Aufgabe: Mathematische Beschreibung des zufilligen Verlaufs (bei
unendlichem Zeithorizont)?



Beispiel, Forts.
Menge aller Verlaufe
Q= {w=(wo,wr,...) €{G,R, B}, wy = G}

Wahrscheinlichkeit fiir einen einzelnen Verlauf

P(w) = pr,-,l,w,- < H% =0
i=1 i=1

Menge aller Ereignisse
E={E|ECQ}

Beispiel: E={weQlw =B,w, =G}
Wahrscheinlichkeitsfunktion / Wahrscheinlichkeitsma

P:&—0,1]

Beispiel: P{w e Qlwy = B,wy = G}) = % . % -

2
£



Definition 1.1

Bezeichnungen

“Wahrscheinlichkeitsraum” (Kolmogorov
1933)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Q, F, P)
bestehend aus

einer Menge Q2
einer o-Algebra F C 2%

und einem MaB
P:F —[0,1] mit P(Q) =1.

Q — Grundraum

w € Q — Zufallsparameter

F — Menge der (beschreibbaren/beobachtbaren) Ereignisse
E € F - Ereignis

P — WahrscheinlichkeitsmaB.

P(E) — Wahrscheinlichkeit von E



1.2 Wiederholung: MaBe und deren
Konstruktion



Mengensysteme

Definition 1.2 Es sei Q eine Menge und P(Q) = 2% die zugehdrige
Potenzmenge.

B Ein Mengensystem £ C 29 heiBt o-Algebra, falls
1)Qeé
2)A,Be&=A\Beé&
3) Ak € EVk eN = Upen A € €.

B Ein Mengensystem £ C 29 heiBt Ring falls
1)be&
2)A,BeE=A\Beé&
3JABeE=AUBe&

Bemerkung  Ein Ring £ C 22 mit Q € £ heiBt Algebra!.

Definition 1.3 Ein Tupel (E, &) aus einer Menge E und einer o-Algebra £ C 2F
heiBt messbarer Raum.

Lugn o wpn wn

I
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Definition 1.4

Satz 1.1

Definition 1.5

Fiir £ C 2 heiBt
&)= () S

£csc2?
S o-Algebra

die von £ erzeugte o-Algebra.

o(€) ist eine o-Algebra und fiir jede andere o-Algebra S' C 2%
mit £ C S gilt o(E) C S'.

Es sei (X, T) ein topologischer Raum, dann heiBt B(X) = o(7)
die Borel’sche o-Algebra auf X.



MaB und Inhalt

Definition 1.6

B Eine Abbildung 11 : £ — [0, oo] auf einer o-Algebra £ C 2%
heist MaB, falls

w(lJ A =D nlA)

keN keN

fiir alle Folgen {Ax, k € N} C & mit Ay N A = OVk # 1.

B Eine Abbildung i : € — [0, oc] auf einem Ring & C 2 heiBt
Inhalt, falls

(AU B) = u(A) + u(B) VA Be& ANB=1.



PramaB auf einem Ring

Definition 1.7 Ein Inhalt 1 : £ — [0, o] auf einem Ring & C 22 heiBt
PramaB, falls y o-additiv auf £ ist, d.h.

n(lJ A =D u(Ax)

keN keN

falls {Ax, k € N} C € mit Ak N A =0k # 1 5.d. Upen Ax € €.



Stetigkeit von (Pra-)MaBen

Satz 1.2 Fiir einen Inhalt 1 auf einem Ring £ C 29 sind dquivalent

B st ein PramaBB
B | ist o-subadditiv auf £, d.h. fiir A= J,cy Ak € € gilt

A <> p(Ar)-

keN
B Fiir alle Folgen (Ap)nen, An € € mit A, SN A € € gilt?

lim u(An) = p(A).

Falls i(A) < oo fiir alle A € £ ist dies dquivalent zu
B Fiir alle Folgen (An)nen, An € € mit Ay \ A € € gilt

lim u(An) = u(A).

n—oo

2D.h. Ay C Aps1Vnund UsA, = A€ €
3D.h. Ay D App1Vnund NpA, = A€ E



Definition 1.8

Definition 1.9

Satz 1.3
(Caratheodory)

AuBeres MaB

Eine Abbildung p : 2% — [0, o] heiBt duBeres MaB, falls

1) () =0
2)AC BC Q= p(A) <u(B).

3) iUken Ax) < D ken #(AK)

Es sei 1 ein duBeres MaB auf 2. Eine Menge C C Q heiBt
u-messbar, falls

w(A) = u(A\C)+ (AN C) VYAcCQ.

Es sei u ein duBeres MaB auf 22 dann ist die Menge
M ={C € Q| C p-messbar} C 2

eine o-Algebra und 11 : M — [0, 0] ein MaB.



Fortsetzungssatz

Satz 1.4 Esseip: & — [0,00] ein Inhalt auf einem Ring €& C 25
m  Die Abbildung p* : 22 — [0, o]

pi(C) =inf{> u(A)|Ace £, keN, Cc | JAd}
keN k

ist ein duBeres MaB auf 2.
m  Die Mengen A € & sind p*-messbar, d.h. £ C M.
m Falls p: & — [0,00] ein PréamaB ist, gilt

u(A) =p"(A) VAe&.



Eindeutigkeitssatz*

Satz 1.5 Essei F C 29 eine o-Algebra und £ C 2% ein
durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von F, d.h.

o()=F und ANBe& VABef.

Zudem existiere eine Folge E, € £,n € N so dass Q = |, Ej.

Dann sind zwei beschrinke MaBe p,v : F — [0, co[ identisch
genau dann, wenn v(E) = p(E)VE € €.

Bemerkung  Falls () = oo folgt die Aussage unter der Zusatzannahme,
dass u o-endlich ist: Es ex. eine Folge {E,} C € mit

E, /Q und pu(E,) < coVn.

“Beweis iiber Dynkin-Systeme: £ C 22 heiBt Dynkin-System, falls
1)Qeé
2)AcE=A=Q\Aeé
3) Ak € EVk e Nund Ay N A =@Vk75/:>UkeNAk eé.
Das von einer “N"-stabilen Menge erzeugte D.-System ist eine o-Algebra.



Beispiel: Lebesgue-MaB auf R

Satz 1.6  Es gibt auf B(R) genau ein MaB X\ mit A\(Ja,b]) = b — a

Bew:

('Lebesgue-MaB’ auf R).
(Eindeutigkeit) Von halboffenen Intervallen erzeugter Ring
R = {I :Ule]a,-,b,-”al <b <a---< b,,,nEN}.

Inhalt 11 : R — [0, 0]

H(U7=1]aiy bi]) = Z b; — a;.
i=1

Jede offene Menge O C A lisst sich als abzihlbare Vereinigung
von Mengen aus R darstellen und umgekehrt, folglich gilt
o(R) = o(7) = B(X).

Die Eindeutigkeit einer Fortsetzung von p auf o(R) folgt aus
dem Eindeutigkeitssatz, da R stabil unter ‘N’



Bew: (Forts.)

(Existenz) Behauptung: p ist PramaB, d.h. o-subadditiv auf R.

Sei 0.B.d.A. |a, b] C U,]a, bk].

Sei e > 0.

W3ihle b;( > by, s.d. ,u(]ak, b;(]) < u(]ak, bk]) + 27k,
Wiahle a' > a, so dass u(]a’, b]) > p(]a, b]) — €.

= [a/’ b] € Uk]ak7 b“
Kompaiereityonla'. Bl £ N € N, s.d.
2/, b] C 2/, 6] € Up_ilaw, i
Also
p(la, b)) < 3y n(la, b))
< Sy mllan, bi]) + € 32, 27K < 50 mlak, bu]) + 2¢

= u(la, b)) < 3 pllak, bel) + 3¢ Ve >0
k

Also i(]a, b]) < >, i(Jak, bk]) wie behauptet.

Bemerkung  Analog fiir das mehrdimensionale Lebesgue-MaB A¥ auf RY.



Beispiele, Forts.

Satz 1.7  Jede rechtsstetige nicht-fallende Funktion F : R — R>q mit
F(x) = 0 fiir x - —oc0
definiert ein eindeutgiges (Lebesgue-Stietljes-)MaB p auf
(R, B(R)) vermdége

p(Ja, b]) = F(b) — F(a).
Umgekehrt definiert ein MaB 1 auf (R, B(R)) ein solche
Funktion F gemaB

F(x) := p(] — 00, x]).
Bew: Existenz und Eindeutigeit von ji analog zum Beweis fiir .

Umkehrung folgt aus der Stetigkeit von .
X\ X = ] —00,x)] \(]—o00,x]
= F(xa) = (] = 00, xa]) o (] — 00, x]) = F(x).

Definition 1.10  F(x) := u(] — o0, x]) heiBt Verteilungsfunktion von .



Definition 1.11
|

Definition 1.12

Definition 1.13

Bemerkung

Nullmengen

Es sei i ein MaB auf einer o-Algebra F C 22. Dann heiBt
N C Q eine p-Nullmenge, falls ein F € F existiert mit

N C F und pi(F) = 0.

Die o-Algebra F heiBt p-vollstandig, falls F bereits alle
w-Nullmengen enthilt.

Fiir eine o-Algebra F ist
F:={Ac22|3F € F: AAF ist pu-Nullmenge}

die minimale pi-vollstindige o-Algebra, die F enthilt. F heiBt
die Vervollstdndigung von F (bzgl. u).

Eine Eigenschaft (“Pridikat”) e : Q — {0,1} auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) gilt P—fast sicher falls
N:={weQ|e(w)=0} ist P-Nullmenge.

Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.



Lebesgue-messbare Mengen®

Satz 1.8  Sei i ein Inhalt auf einem Ring R C 2% und p* : 2% :— [0, o0]
das zugeh. duBere MaB, M := {M C 2| M ;i*-messbar}.
Dann ist (Q, M, u*) vollstandig.

Definition 1.14 £9:= {A c R? | AX?"-messbar}
Korollar 1.1 (R?, £7, \¥) ist vollstindig.

Satz 1.9 A c R? ist \9-messbar <
Ve > 03F C RY offen, U C RY abgeschlossen s.d.

FCACUund N(U\F)<e.

Satz 1.10  Fiir A, B C RY mit nichtleerem Innern gibt es eine Folge von
(Banach—Tarski) Mengen C,, C RY und Bewegungen 3« von R?, k € N, s.d.

A= Uka und B = UKﬂk(Ck).

Korollar 1.2 Die Inklusionen B(R?) C £ C P(R9) sind echt.

5Siehe Elstrodt MaB- und Integrationstheorie, Springer Verlag



Bsp.

Bsp.

Bsp.

Bsp.

Bsp.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Wahrscheinlichkeitsraume — Beispiele

Gleichverteilung auf [0,1].
(@, 7,P) = ([0,1], 5([0,1]), A)

Dirac-PunktmaB in m € R auf R

(Qa]:7 'D) = (R7 B(R)7§m(dx))
. 1 fallsmeA
mit om(A) = { 0 fallsm¢A.

Bernoulli-Verteilung auf {0,1} zum Parameter p € [0, 1]
(2, F, P) = ({0,1}, 2% (P({1}) = p, P({0}) = 1~ p))

Gleichverteilung auf {1,... N}.
- _ #E
(Q,F,P)=({1,...,N}, 21Ny Py mit P(E) = %F

Binomialverteilung auf {0,1,..., N} zum Parameter
p € [0,1]
(Q,F,P)=({0,1,...,N},2{1N} p)
mit P(k) = (})p*(1 = p)"*



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.6  Poisson-Verteilung auf Ny zum Parameter \ > 0
(Q7-F7 ’D) - (N072N017T)\)
mit

(k) = e‘Ai‘(—T.

Bsp. 1.7 Exponentialverteilung auf R>, zum Parameter \ > 0
(Q,F,P) = (Rx0, B(R>0), 1)
mit
ux(]a, b)) = )\fab e Mdx = e — e b,
Bsp. 1.8 Normalverteilung auf R mit Parametern m € R und v > 0
(Q,F,P)=(R,B(R),vm.)

mit 2
1 b _(x=m

ttm,v (12, b)) = A [ e 2 dx  fallsv >0

dm([a, b]) falls v = 0.

Bemerkung [, e'/2dx = /27 (siehe Ubungen).



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.9  Gleichverteilung auf [0,1] x [0,1]
(Q,F,P)=([0,1] x [0,1], B([0,1] x [0, 1]), A?)
Bsp. 1.10  Verteilung auf RY mit Dichte
(2, F, P) = (RY, B(RY), 1)
mit p(A) == [, o(x)A%(dx), A€ B(RY)
¢ € C(R; Rxo), fRd o(x)A9(dx) = 1.

Spezialfall Mehrdimensionale GauB-Verteilung

1
(2m)d/2\/det C

wobei m € R? 'Erwartungswert’

dxd ’ . .y
C € Rym ~o 'Kovarianzmatrix

e_% <(X_m)7C71(X_m)>]Rd

ox) =




“Alphabet”
Grundraum
o-Algebra
“Zylindermenge”

Inhalt

Wahrschein-
lichkeitsmal

Beispiele (Forts.)

Konstruktion eines W-Raumes zur Beschreibung der Irrfahrt
zwischen drei Zustanden:

A=1{R,G,B}
Q={w=(wo,w1,...) €{G,R, B}, wp = G} = {G} x AN
F=2%
ZecZC22 < 3INEN, Ay,...,Av C A, sd.

Z=Ax - -Ayx AxA--

= Z Ring mit 0(Z) = F.
Po: Z —0,1]
Po(Ay x - AN X AX A--+) =

> H,,'Vzlpwffl,wr

(wg,wl,...,wN)E{G}xAlx ~~~~~~ An

Py ist PramaB auf Z = definiert eind. Fortsetzung P auf F.



