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Kapitel 1:

Grundlagen



1.1 Die Kolmogorov’schen Axiome



Ein Beispiel

’Zufällige Irrfahrt’ in zwischen drei Kammern/’Zuständen’.

Pro Zeitschritt ein Sprung. Start in G .

’Übergangswahrscheinlichkeiten’ wie angegeben:

∀x , y ∈ {G ,B,R} : pxy ∈ [0, 1].

Aufgabe: Mathematische Beschreibung des zufälligen Verlaufs (bei
unendlichem Zeithorizont)?



Beispiel, Forts.

Menge aller Verläufe

Ω = {ω = (ω0, ω1, . . . ) ∈ {G ,R,B}N, ω0 = G}

Wahrscheinlichkeit für einen einzelnen Verlauf

P(ω) =
∞∏

i=1

pωi−1,ωi <

∞∏
i=1

3

4
= 0

Menge aller Ereignisse

E = {E |E ⊂ Ω}

Beispiel: E = {ω ∈ Ω |ω1 = B, ω2 = G}
Wahrscheinlichkeitsfunktion / Wahrscheinlichkeitsma

P : E → [0, 1]

Beispiel: P({ω ∈ Ω |ω1 = B, ω2 = G}) = 1
2 ·

2
3 = 2

6 .



“Wahrscheinlichkeitsraum” (Kolmogorov
1933)

Definition 1.1 Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Ω,F ,P)
bestehend aus

einer Menge Ω

einer σ-Algebra F ⊂ 2Ω

und einem Maß
P : F → [0, 1] mit P(Ω) = 1.

Bezeichnungen

Ω – Grundraum

ω ∈ Ω – Zufallsparameter

F – Menge der (beschreibbaren/beobachtbaren) Ereignisse

E ∈ F – Ereignis

P – Wahrscheinlichkeitsmaß.

P(E ) – Wahrscheinlichkeit von E



1.2 Wiederholung: Maße und deren
Konstruktion



Mengensysteme

Definition 1.2 Es sei Ω eine Menge und P(Ω) = 2Ω die zugehörige
Potenzmenge.

1 Ein Mengensystem E ⊂ 2Ω heißt σ-Algebra, falls
1) Ω ∈ E
2) A,B ∈ E ⇒ A \ B ∈ E
3) Ak ∈ E ∀k ∈ N⇒

⋃
k∈N Ak ∈ E .

2 Ein Mengensystem E ⊂ 2Ω heißt Ring falls
1) ∅ ∈ E
2) A,B ∈ E ⇒ A \ B ∈ E
3) A,B ∈ E ⇒ A ∪ B ∈ E

Bemerkung Ein Ring E ⊂ 2Ω mit Ω ∈ E heißt Algebra1.

Definition 1.3 Ein Tupel (E , E) aus einer Menge E und einer σ-Algebra E ⊂ 2E

heißt messbarer Raum.

1“+” =̂ “∆”,“·” =̂ “∩”



Definition 1.4 Für E ⊂ 2Ω heißt
σ(E) :=

⋂
E⊂S⊂2Ω

S σ-Algebra

S

die von E erzeugte σ-Algebra.

Satz 1.1 σ(E) ist eine σ-Algebra und für jede andere σ-Algebra S ′ ⊂ 2Ω

mit E ⊂ S ′ gilt σ(E) ⊂ S ′.

Definition 1.5 Es sei (X , τ) ein topologischer Raum, dann heißt B(X ) = σ(τ)
die Borel’sche σ-Algebra auf X .



Maß und Inhalt

Definition 1.6
1 Eine Abbildung µ : E → [0, ∞] auf einer σ-Algebra E ⊂ 2Ω

heißt Maß, falls

µ(
⋃
k∈N

Ak ) =
∑
k∈N

µ(Ak )

für alle Folgen {Ak , k ∈ N} ⊂ E mit Ak ∩ Al = ∅ ∀k 6= l .

2 Eine Abbildung µ : E → [0, ∞] auf einem Ring E ⊂ 2Ω heißt
Inhalt, falls

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) ∀A,B ∈ E ,A ∩ B = ∅.



Prämaß auf einem Ring

Definition 1.7 Ein Inhalt µ : E → [0, ∞] auf einem Ring E ⊂ 2Ω heißt
Prämaß, falls µ σ-additiv auf E ist, d.h.

µ(
⋃
k∈N

Ak ) =
∑
k∈N

µ(Ak )

falls {Ak , k ∈ N} ⊂ E mit Ak ∩ Al = ∅ ∀k 6= l s.d.
⋃

k∈N Ak ∈ E .



Stetigkeit von (Prä-)Maßen

Satz 1.2 Für einen Inhalt µ auf einem Ring E ⊂ 2Ω sind äquivalent

1 µ ist ein Prämaß

2 µ ist σ-subadditiv auf E , d.h. für A =
⋃

k∈N Ak ∈ E gilt

µ(A) ≤
∑
k∈N

µ(Ak ).

3 Für alle Folgen (An)n∈N,An ∈ E mit An ↗ A ∈ E gilt2

lim
n→∞

µ(An) = µ(A).

Falls µ(A) <∞ für alle A ∈ E ist dies äquivalent zu

4 Für alle Folgen (An)n∈N,An ∈ E mit An ↘ A ∈ E gilt3

lim
n→∞

µ(An) = µ(A).

2D.h. An ⊂ An+1 ∀n und ∪nAn = A ∈ E
3D.h. An ⊃ An+1 ∀n und ∩nAn = A ∈ E



Äußeres Maß

Definition 1.8 Eine Abbildung µ : 2Ω → [0,∞] heißt äußeres Maß, falls
1) µ(∅) = 0
2) A ⊂ B ⊂ Ω⇒ µ(A) ≤ µ(B).
3) µ(

⋃
k∈N Ak ) ≤

∑
k∈N µ(Ak )

Definition 1.9 Es sei µ ein äußeres Maß auf 2Ω. Eine Menge C ⊂ Ω heißt
µ-messbar, falls

µ(A) = µ(A \ C ) + µ(A ∩ C ) ∀A ⊂ Ω.

Satz 1.3
(Caratheodory)

Es sei µ ein äußeres Maß auf 2Ω, dann ist die Menge

M = {C ∈ Ω |C µ-messbar} ⊂ 2Ω

eine σ-Algebra und µ :M→ [0,∞] ein Maß.



Fortsetzungssatz

Satz 1.4 Es sei µ : E → [0,∞] ein Inhalt auf einem Ring E ⊂ 2Ω.

Die Abbildung µ∗ : 2Ω → [0,∞]

µ∗(C ) := inf
{∑

k∈N
µ(Ak ) |Ak ∈ E , k ∈ N, C ⊂

⋃
k

Ak

}
ist ein äußeres Maß auf 2Ω.

Die Mengen A ∈ E sind µ∗-messbar, d.h. E ⊂M.

Falls µ : E → [0,∞] ein Prämaß ist, gilt

µ(A) = µ∗(A) ∀A ∈ E .



Eindeutigkeitssatz4

Satz 1.5 Es sei F ⊂ 2Ω eine σ-Algebra und E ⊂ 2Ω ein
durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von F , d.h.

σ(E) = F und A ∩ B ∈ E ∀A,B ∈ E .

Zudem existiere eine Folge En ∈ E , n ∈ N so dass Ω =
⋃

n En.

Dann sind zwei beschränke Maße µ, ν : F → [0,∞[ identisch
genau dann, wenn ν(E ) = µ(E )∀E ∈ E .

Bemerkung Falls µ(Ω) =∞ folgt die Aussage unter der Zusatzannahme,
dass µ σ-endlich ist: Es ex. eine Folge {En} ⊂ E mit

En ↗ Ω und µ(En) <∞∀n.

4Beweis über Dynkin-Systeme: E ⊂ 2Ω heißt Dynkin-System, falls
1) Ω ∈ E
2) A ∈ E ⇒ Ac = Ω \ A ∈ E
3) Ak ∈ E ∀k ∈ N und Ak ∩ Al = ∅ ∀k 6= l ⇒

⋃
k∈N Ak ∈ E.

Das von einer “∩”-stabilen Menge erzeugte D.-System ist eine σ-Algebra.



Beispiel: Lebesgue-Maß auf R

Satz 1.6 Es gibt auf B(R) genau ein Maß λ mit λ(]a, b]) = b − a
(’Lebesgue-Maß’ auf R).

Bew: (Eindeutigkeit) Von halboffenen Intervallen erzeugter Ring

R := {I = ∪n
i=1]ai , bi ] | a1 ≤ b1 ≤ a2 · · · ≤ bn, n ∈ N}.

Inhalt µ : R → [0,∞]

µ(∪n
i=1]ai , bi ]) =

n∑
i=1

bi − ai .

Jede offene Menge O ⊂ A lässt sich als abzählbare Vereinigung
von Mengen aus R darstellen und umgekehrt, folglich gilt

σ(R) = σ(τ) = B(X ).

Die Eindeutigkeit einer Fortsetzung von µ auf σ(R) folgt aus
dem Eindeutigkeitssatz, da R stabil unter ’∩’.



Bew: (Forts.) (Existenz) Behauptung: µ ist Prämaß, d.h. σ-subadditiv auf R.

Sei o.B.d.A. ]a, b] ⊂
⋃

k ]ak , bk ].
Sei ε > 0.
Wähle b′k > bk , s.d. µ(]ak , b

′
k ]) ≤ µ(]ak , bk ]) + ε2−k .

Wähle a′ > a, so dass µ(]a′, b]) ≥ µ(]a, b])− ε.
⇒ [a′, b] ∈

⋃
k ]ak , b

′
k [

Kompaktheit von [a′, b]
=⇒ Ex. N ∈ N, s.d.

]a′, b] ⊂ [a′, b] ∈
⋃N

k=1]ak , b
′
k [

Also
µ(]a′, b]) ≤

∑N
k=1 µ(]ak , b

′
k ])

≤
∑N

k=1 µ([ak , bk ]) + ε ·
∑

k 2−k ≤
∑

k µ(]ak , bk ]) + 2ε

⇒ µ(]a, b]) ≤
∑

k

µ(]ak , bk ]) + 3ε ∀ε > 0

Also µ(]a, b]) ≤
∑

k µ(]ak , bk ]) wie behauptet. �

Bemerkung Analog für das mehrdimensionale Lebesgue-Maß λd auf Rd .



Beispiele, Forts.

Satz 1.7 Jede rechtsstetige nicht-fallende Funktion F : R→ R≥0 mit

F (x)→ 0 für x → −∞
definiert ein eindeutgiges (Lebesgue-Stietljes-)Maß µ auf
(R,B(R)) vermöge

µ(]a, b]) = F (b)− F (a).
Umgekehrt definiert ein Maß µ auf (R,B(R)) ein solche
Funktion F gemäß

F (x) := µ(]−∞, x ]).

Bew: Existenz und Eindeutigeit von µ analog zum Beweis für λ.

Umkehrung folgt aus der Stetigkeit von µ:
xn ↘ x ⇒ ]−∞, xn] ↘ ]−∞, x ]

⇒ F (xn) = µ(]−∞, xn])↘ µ(]−∞, x ]) = F (x). �

Definition 1.10 F (x) := µ(]−∞, x ]) heißt Verteilungsfunktion von µ.



Nullmengen

Definition 1.11
1 Es sei µ ein Maß auf einer σ-Algebra F ⊂ 2Ω. Dann heißt

N ⊂ Ω eine µ-Nullmenge, falls ein F ∈ F existiert mit

N ⊂ F und µ(F ) = 0.

2 Die σ-Algebra F heißt µ-vollständig, falls F bereits alle
µ-Nullmengen enthält.

Definition 1.12 Für eine σ-Algebra F ist

F := {A ∈ 2Ω, |∃F ∈ F : A∆F ist µ-Nullmenge}

die minimale µ-vollständige σ-Algebra, die F enthält. F heißt
die Vervollständigung von F (bzgl. µ).

Definition 1.13 Eine Eigenschaft (“Prädikat”) e : Ω→ {0, 1} auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) gilt P–fast sicher falls

N := {ω ∈ Ω | e(ω) = 0} ist P–Nullmenge.

Bemerkung Abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.



Lebesgue-messbare Mengen5

Satz 1.8 Sei µ ein Inhalt auf einem Ring R ⊂ 2Ω und µ∗ : 2Ω :→ [0,∞]
das zugeh. äußere Maß, M := {M ⊂ 2Ω |M µ∗-messbar}.
Dann ist (Ω,M, µ∗) vollständig.

Definition 1.14 Ld := {A ⊂ Rd |Aλd∗-messbar}

Korollar 1.1 (Rd ,Ld , λd ) ist vollständig.

Satz 1.9 A ⊂ Rd ist λd -messbar ⇔
∀ε > 0∃F ⊂ Rd offen, U ⊂ Rd abgeschlossen s.d.

F ⊂ A ⊂ U und λd (U \ F ) < ε.

Satz 1.10
(Banach-Tarski)

Für A,B ⊂ Rd mit nichtleerem Innern gibt es eine Folge von
Mengen Ck ⊂ Rd und Bewegungen βk von Rd , k ∈ N, s.d.

A =
⋃̇

k
Ck und B =

⋃̇
K
βk (Ck ).

Korollar 1.2 Die Inklusionen B(Rd ) ⊂ Ld ⊂ P(Rd ) sind echt.

5Siehe Elstrodt Maß- und Integrationstheorie, Springer Verlag



Wahrscheinlichkeitsräume – Beispiele

Bsp. 1.1 Gleichverteilung auf [0,1].

(Ω,F ,P) = ([0, 1],B([0, 1]), λ)

Bsp. 1.2 Dirac-Punktmaß in m ∈ R auf R
(Ω,F ,P) = (R,B(R), δm(dx))

mit δm(A) =

{
1 falls m ∈ A
0 falls m 6∈ A.

Bsp. 1.3 Bernoulli-Verteilung auf {0, 1} zum Parameter p ∈ [0, 1]

(Ω,F ,P) = ({0, 1}, 2{0,1}, (P({1}) = p,P({0}) = 1− p))

Bsp. 1.4 Gleichverteilung auf {1, . . . ,N}.
(Ω,F ,P) = ({1, . . . ,N}, 2{1,...,N},P) mit P(E ) = #E

N

Bsp. 1.5 Binomialverteilung auf {0, 1, . . . ,N} zum Parameter
p ∈ [0, 1]

(Ω,F ,P) = ({0, 1, . . . ,N}, 2{1,...,N},P)
mit P(k) =

(
N
k

)
pk (1− p)n−k



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.6 Poisson-Verteilung auf N0 zum Parameter λ > 0
(Ω,F ,P) = (N0, 2

N0 , πλ)
mit

πλ(k) = e−λ λ
k

k! .

Bsp. 1.7 Exponentialverteilung auf R≥0 zum Parameter λ > 0

(Ω,F ,P) = (R≥0,B(R≥0), µλ)
mit

µλ(]a, b]) = λ
∫ b

a
e−λx dx = e−λa − e−λb.

Bsp. 1.8 Normalverteilung auf R mit Parametern m ∈ R und v ≥ 0

(Ω,F ,P) = (R,B(R), νm,v )
mit

µm,v (]a, b]) =

{
1√
2πv

∫ b

a
e−

(x−m)2

2v dx falls v > 0

δm([a, b]) falls v = 0.

Bemerkung
∫
R e−x2/2dx =

√
2π (siehe Übungen).



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.9 Gleichverteilung auf [0, 1]× [0, 1]
(Ω,F ,P) = ([0, 1]× [0, 1],B([0, 1]× [0, 1]), λ2)

Bsp. 1.10 Verteilung auf Rd mit Dichte

(Ω,F ,P) = (Rd ,B(Rd ), µ)

mit µ(A) :=
∫

A
ϕ(x)λd (dx), A ∈ B(Rd )

ϕ ∈ C (Rd ;R≥0),
∫
Rd ϕ(x)λd (dx) = 1.

Spezialfall Mehrdimensionale Gauß-Verteilung

ϕ(x) =
1

(2π)d/2
√

det C
e−

1
2 〈(x−m),C−1(x−m)〉Rd

wobei m ∈ Rd ’Erwartungswert’
C ∈ Rd×d

symm,>0 ’Kovarianzmatrix’



Beispiele (Forts.)

Konstruktion eines W-Raumes zur Beschreibung der Irrfahrt
zwischen drei Zuständen:

“Alphabet” A = {R,G ,B}

Grundraum Ω = {ω = (ω0, ω1, . . . ) ∈ {G ,R,B}N, ω0 = G} = {G} × AN

σ-Algebra F = 2Ω.

“Zylindermenge” Z ∈ Z ⊂ 2Ω ⇔ ∃N ∈ N, A1, . . . ,AN ⊂ A, s.d.

Z = A1 × · · ·AN ×A×A · · ·
⇒ Z Ring mit σ(Z) = F .

Inhalt P0 : Z → [0, 1]

P0(A1 × · · ·AN ×A×A · · · ) :=∑
(ω0,ω1,...,ωN )∈{G}×A1×······AN

∏N
i=1 pωi−1,ωi .

Wahrschein-
lichkeitsmaß P0 ist Prämaß auf Z ⇒ definiert eind. Fortsetzung P auf F .


