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Kapitel 1:
Grundlagen



1.1 Die Kolmogorov'schen Axiome



Ein Beispiel
-//_C
O— @

Y3

m 'Zufillige Irrfahrt’ in zwischen drei Kammern/'Zustanden'.
Pro Zeitschritt ein Sprung. Start in G.

m 'Ubergangswahrscheinlichkeiten’ wie angegeben:

Vx,y €{G,B,R}: py €0,1].

Aufgabe: Mathematische Beschreibung des zufilligen Verlaufs (bei
unendlichem Zeithorizont)?



Beispiel, Forts.
Menge aller Verlaufe
Q= {w = (wo,w1,...) € {G,R, B} wy = G}

Wahrscheinlichkeit fiir einen einzelnen Verlauf

P(w) = pri—hwi < H% =0
i=1 i=1

Menge aller Ereignisse
E={E|ECQ}

Beispiel: E={weQlw =B,w, =G}
Wahrscheinlichkeitsfunktion / WahrscheinlichkeitsmaB

P:€—101]

Beispiel: P{w € Q|wy = B,wy, = G}) = % . % — %.



Definition 1.1

Bezeichnungen

“Wahrscheinlichkeitsraum” (Kolmogorov
1933)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Q, F, P)
bestehend aus

einer Menge Q2
einer o-Algebra F C 2%

und einem MaB
P:F —[0,1] mit P(Q) =1.

Q — Grundraum

w € Q — Zufallsparameter

F — Menge der (beschreibbaren/beobachtbaren) Ereignisse
E € F - Ereignis

P — WahrscheinlichkeitsmaB.

P(E) — Wahrscheinlichkeit von E



1.2 Wiederholung: MaBe und deren
Konstruktion



Mengensysteme

Definition 1.2 Es sei Q eine Menge und P(Q) = 2% die zugehdrige
Potenzmenge.

B Ein Mengensystem £ C 29 heiBt o-Algebra, falls
1)Qeé
2)A,Be&=A\Beé&
3) Ak € EVk eN = Upen A € €.

B Ein Mengensystem £ C 29 heiBt Ring falls
1)be&
2)A,BeE=A\Beé&
3JABeE=AUBe&

Bemerkung  Ein Ring £ C 22 mit Q € £ heiBt Algebra!.

Definition 1.3 Ein Tupel (E, &) aus einer Menge E und einer o-Algebra £ C 2F
heiBt messbarer Raum.

Lugn o wpn wn

I
3



Definition 1.4

Satz 1.1

Definition 1.5

Fiir £ C 2 heiBt
&)= () S

£csc2?
S o-Algebra

die von £ erzeugte o-Algebra.

o(€) ist eine o-Algebra und fiir jede andere o-Algebra S' C 2%
mit £ C S gilt o(E) C S'.

Es sei (X, T) ein topologischer Raum, dann heiBt B(X) = o(7)
die Borel’sche o-Algebra auf X.



MaB und Inhalt

Definition 1.6

B Eine Abbildung 11 : £ — [0, oo] auf einer o-Algebra £ C 2%
heist MaB, falls

w(lJ A =D nlA)

keN keN

fiir alle Folgen {Ax, k € N} C & mit Ay N A = OVk # 1.

B Eine Abbildung i : € — [0, oc] auf einem Ring & C 2 heiBt
Inhalt, falls

(AU B) = u(A) + u(B) VA Be& ANB=1.



PramaB auf einem Ring

Definition 1.7 Ein Inhalt 1 : £ — [0, o] auf einem Ring & C 22 heiBt
PramaB, falls y o-additiv auf £ ist, d.h.

n(lJ A =D u(Ax)

keN keN

falls {Ax, k € N} C € mit Ak N A =0k # 1 5.d. Upen Ax € €.



Stetigkeit von (Pra-)MaBen

Satz 1.2 Fiir einen Inhalt i auf einem Ring €& C 2% sind dquivalent

B st ein PramaBB
B | ist o-subadditiv auf £, d.h. fiir A= J,cy Ak € € gilt

A <> p(Ar)-

keN
B Fiir alle Folgen (Ap)nen, An € € mit A, SN A € € gilt?

lim u(An) = p(A).

Falls i(A) < oo fiir alle A € £ ist dies dquivalent zu
B Fiir alle Folgen (An)nen, An € € mit Ay \ A € € gilt

lim u(An) = u(A).

n—oo

2D.h. Ay C Aps1Vnund UsA, = A€ €
3D.h. Ay D App1Vnund NpA, = A€ E



Definition 1.8

Definition 1.9

Satz 1.3
(Caratheodory)

AuBeres MaB

Eine Abbildung p : 2% — [0, o] heiBt duBeres MaB, falls

1) () =0
2)AC BC Q= p(A) <u(B).

3) iUken Ax) < D ken #(AK)

Es sei 1 ein duBeres MaB auf 2. Eine Menge C C Q heiBt
u-messbar, falls

w(A) = u(A\C)+ (AN C) VYAcCQ.

Es sei u ein duBeres MaB auf 22 dann ist die Menge
M ={C € Q| C p-messbar} C 2

eine o-Algebra und 11 : M — [0, 0] ein MaB.



Fortsetzungssatz

Satz 1.4 Esseip: & — [0,00] ein Inhalt auf einem Ring €& C 25
m  Die Abbildung p* : 22 — [0, o]

pi(C) =inf{> u(A)|Ace £, keN, Cc | JAd}
keN k

ist ein duBeres MaB auf 2.
m  Die Mengen A € & sind p*-messbar, d.h. £ C M.
m Falls p: & — [0,00] ein PréamaB ist, gilt

u(A) =p"(A) VAe&.



Eindeutigkeitssatz*

Satz 1.5 Essei F C 29 eine o-Algebra und £ C 2% ein
durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von F, d.h.

o()=F und ANBe& VABef.

Zudem existiere eine Folge E, € £,n € N so dass Q = |, Ej.

Dann sind zwei beschrinke MaBe p,v : F — [0, co[ identisch
genau dann, wenn v(E) = p(E)VE € €.

Bemerkung  Falls () = oo folgt die Aussage unter der Zusatzannahme,
dass u o-endlich ist: Es ex. eine Folge {E,} C € mit

E, /Q und pu(E,) < coVn.

“Beweis iiber Dynkin-Systeme: £ C 22 heiBt Dynkin-System, falls
1)Qeé
2)AcE=A=Q\Aeé
3) Ak € EVk e Nund Ay N A =@Vk75/:>UkeNAk eé.
Das von einer “N"-stabilen Menge erzeugte D.-System ist eine o-Algebra.



Beispiel: Lebesgue-MaB auf R

Satz 1.6  Es gibt auf B(R) genau ein MaB X\ mit A\(Ja,b]) = b — a

Bew:

('Lebesgue-MaB’ auf R).
(Eindeutigkeit) Von halboffenen Intervallen erzeugter Ring
R = {I :Ule]a,-,b,-”al <b <a---< b,,,nEN}.

Inhalt 11 : R — [0, 0]

H(U7=1]aiy bi]) = Z b; — a;.
i=1

Jede offene Menge O C A lisst sich als abzihlbare Vereinigung
von Mengen aus R darstellen und umgekehrt, folglich gilt
o(R) = o(7) = B(X).

Die Eindeutigkeit einer Fortsetzung von p auf o(R) folgt aus
dem Eindeutigkeitssatz, da R stabil unter ‘N’



Bew: (Forts.)

(Existenz) Behauptung: p ist PramaB, d.h. o-additiv auf R.

Satz

¢ Geniigt zu zeigen:  ist o-subadditiv auf R.

Sei 0.B.d.A. |a, b] C U,]a, bk].

Seie > 0.

W3ihle b;( > by, s.d. ,u(]ak, b;(]) < u(]ak, bk]) + 27k,
Wahle a' > a, so dass u(]a’, b]) > p(]a, b]) — €.

= [3/7 b] € Uk]ak7 b“
Kompaieretyonla'. Bl B N € N, s.d.
Ja', b] C [/, b] € Uy ak, b
Also

(1, Bl) < Sy n(lax, b))
< S0 m[aks be]) + e 3 27F < 50, mlak, bi]) + 2¢

= u(]a, b]) < Z,u(]ak, bk]) +3¢ Ve>0
K

Also p(]a, b]) < >, p(]ak, bk]) wie behauptet.

Bemerkung  Analog fiir das mehrdimensionale Lebesgue-MaB \¥ auf RY.



Beispiele, Forts.

Satz 1.7  Jede rechtsstetige nicht-fallende Funktion F : R — R>q mit
F(x) = 0 fiir x - —oc0
definiert ein eindeutgiges (Lebesgue-Stietljes-)MaB p auf
(R, B(R)) vermdége

p(Ja, b]) = F(b) — F(a).
Umgekehrt definiert ein MaB 1 auf (R, B(R)) ein solche
Funktion F gemaB

F(x) := p(] — 00, x]).
Bew: Existenz und Eindeutigeit von ji analog zum Beweis fiir .

Umkehrung folgt aus der Stetigkeit von .
X\ X = ] —00,x)] \(]—o00,x]
= F(xa) = (] = 00, xa]) o (] — 00, x]) = F(x).

Definition 1.10  F(x) := u(] — o0, x]) heiBt Verteilungsfunktion von .



Definition 1.11
|

Definition 1.12

Definition 1.13

Bemerkung

Nullmengen

Es sei i ein MaB auf einer o-Algebra F C 22. Dann heiBt
N C Q eine p-Nullmenge, falls ein F € F existiert mit

N C F und pi(F) = 0.

Die o-Algebra F heiBt p-vollstandig, falls F bereits alle
w-Nullmengen enthilt.

Fiir eine o-Algebra F ist
F:={Ac22|3F € F: AAF ist pu-Nullmenge}

die minimale pi-vollstindige o-Algebra, die F enthilt. F heiBt
die Vervollstdndigung von F (bzgl. u).

Eine Eigenschaft (“Pridikat”) e : Q — {0,1} auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) gilt P—fast sicher falls
N:={weQ|e(w)=0} ist P-Nullmenge.

Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.



Lebesgue-messbare Mengen®

Satz 1.8  Sei i ein Inhalt auf einem Ring R C 2% und p* : 2% :— [0, o0]
das zugeh. duBere MaB, M := {M C Q| M p*-messbar}.
Dann ist (Q, M, u*) vollstandig.

Definition 1.14 £9:= {A c R? | AX?"-messbar}
Korollar 1.1 (R?, £7, \¥) ist vollstindig.

Satz 1.9 A c R? ist \9-messbar <
Ve > 03F C RY offen, U C RY abgeschlossen s.d.

FCACUund N(U\F)<e.

Satz 1.10  Fiir A, B C RY mit nichtleerem Innern gibt es eine Folge von
(Banach—Tarski) Mengen C,, C RY und Bewegungen 3« von R?, k € N, s.d.

A= Uka und B = UKﬂk(Ck).

Korollar 1.2 Die Inklusionen B(R?) C £ C P(R9) sind echt.

5Siehe Elstrodt MaB- und Integrationstheorie, Springer Verlag



Bsp.

Bsp.

Bsp.

Bsp.

Bsp.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Wahrscheinlichkeitsraume — Beispiele

Gleichverteilung auf [0,1].
(@, 7,P) = ([0,1], 5([0,1]), A)

Dirac-PunktmaB in m € R auf R

(Qa]:7 'D) = (R7 B(R)7§m(dx))
. 1 fallsmeA
mit om(A) = { 0 fallsm¢A.

Bernoulli-Verteilung auf {0,1} zum Parameter p € [0, 1]
(2, F, P) = ({0,1}, 2% (P({1}) = p, P({0}) = 1~ p))

Gleichverteilung auf {1,... N}.
- _ #E
(Q,F,P)=({1,...,N}, 21Ny Py mit P(E) = %F

Binomialverteilung auf {0,1,..., N} zum Parameter
p € [0,1]
(Q,F,P)=({0,1,...,N},2{1N} p)
mit P(k) = (})p*(1 = p)"*



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.6  Poisson-Verteilung auf Ny zum Parameter \ > 0
(Q7-F7 ’D) - (N072N017T)\)
mit

(k) = e‘Ai‘(—T.

Bsp. 1.7 Exponentialverteilung auf R>, zum Parameter \ > 0
(Q,F,P) = (Rx0, B(R>0), 1)
mit
ux(]a, b)) = )\fab e Mdx = e — e b,
Bsp. 1.8 Normalverteilung auf R mit Parametern m € R und v > 0
(Q,F,P)=(R,B(R),vm.)

mit 2
1 b _(x=m

ttm,v (12, b)) = A [ e 2 dx  fallsv >0

dm([a, b]) falls v = 0.

Bemerkung [, e'/2dx = /27 (siehe Ubungen).



Beispiele (Forts.)

Bsp. 1.9  Gleichverteilung auf [0,1] x [0,1]
(Q,F,P)=([0,1] x [0,1], B([0,1] x [0, 1]), A?)
Bsp. 1.10  Verteilung auf RY mit Dichte
(2, F, P) = (RY, B(RY), 1)
mit p(A) == [, o(x)A%(dx), A€ B(RY)
¢ € C(R; Rxo), fRd o(x)A9(dx) = 1.

Spezialfall Mehrdimensionale GauB-Verteilung

1
(2m)d/2\/det C

wobei m € R? 'Erwartungswert’

dxd ’ . .y
C € Rym ~o 'Kovarianzmatrix

e_% <(X_m)7C71(X_m)>]Rd

ox) =




“Alphabet”
Grundraum
o-Algebra
“Zylindermenge”

Inhalt

Wahrschein-
lichkeitsmal

Beispiele (Forts.)

Konstruktion eines W-Raumes zur Beschreibung der Irrfahrt
zwischen drei Zustanden:

A=1{R,G,B}
Q={w=(wo,w1,...) €{G,R, B}, wp = G} = {G} x AN
F=2%
ZecZC22 < 3INEN, Ay,...,Av C A, sd.

Z=A x - AyxAxA--

= Z Ring mit 0(Z) = F.
Po: Z —0,1]
Po(Ay x - AN X AX A--+) =
> H,,'Vzlpwffl,wr

(wg,wl,...,wN)E{G}xAlx ~~~~~~ An

Py ist PramaB auf Z = definiert eind. Fortsetzung P auf F.



1.3 Zufallsvariablen



Beispiel @
Irrfahrt zwischen drei Zustianden h% %
Start in G bei t = 0, Zeithorizont T € N o
Grundraum

Q= {w=(wo,wr,...,wr) €{G,R, B} ™ wy =G}

o-Algebra
F={E|EcQ}=2%

WahrscheinlichkeitsmalB

-
P:F— [07 1]7 P({w}) = Hi:l Puwi_q,wi
Trefferzeit vom Zustand B

7:Q = RU{0}, 7(w):=inf{ke{0,...,T}|wx =B}
Beispiel: Wette auf frithes Treffen von B

C:Q—1[0,1], C(w) = e "),



Messbare Abbildungen

Definition 1.15

m  Eine Abbildung X : E — F zwischen zwei messbaren Riumen
(E,€) und (F,F) heiBt (€/F-)messbar, falls
X7Y(A) € € fiir alle A€ F.

m  Eine F/B(R)-messbare Abbildung®
X: Q=R
auf einem W-Raum (2, F, P) heiBt (reelle) Zufallsvariable
oder (reelle) ZufallsgroBe.

Bemerkung A C Q messbar < Indikatorfunktion 14 ist messbar

1 fallsxe A

mitla: Q- R, La(x) = { 0 fallsx ¢ A.

SR =RU{+oc}, A€ B(R) := ANR € B(R).



Sprechweisen

Definition 1.16  Von einer Abbildung X : E + F in einen messbaren Raum
(F,F) erzeugte o-Algebra
a(X) = {X"YA)|Ac F}

Bemerkung X : E s F £/F-messbar < o(X) C €
Definition 1.17

m  FEine reelle ZV X heiBt endlich, falls X(w) € RVw € Q.

m X heiSt beschrankt, falls ein K > 0 existiert, so dass
[X(w)] < KVw € Q.



Definition 1.18

Satz 1.11

Bew:

Bemerkung

Approximation durch Treppenfunktionen

Eine Zufallsvariable X : (Q, F) — R heiBt einfach, falls
30(1,...,CYNE@, Al,...,ANEJ:ZQ:Uizl’mNA,'
mit (A;) paarweise disjunkt, so dass

X(e) =1 aila(e).

Jede beschrinkte Zufallsvariable X : (Q, F) — R lisst sich
durch eine Folge (X,), von einfachen Zufallsvariablen (X,) auf
Q gleichmaBig approximieren, d.h.

lim sup |[X(w) — Xp(w)| = 0.

n—oo weN

Zu n € N definiere Xp(w) = ez Ty 1(gx ws)y(w). O

Analog: Fiir X > 0 endliche ZV ex Folge (X,) einfacher ZV'n
Xp(w) S X(w)Vw e Q.

Summen, Produkte etc. von einfachen ZV'n sind einfache ZV'n.



Definition 1.19

Schreibweisen

Bemerkung
|
u

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Fiir eine einfache Zufallsvariable X : (2, F, P) — R heift

> ai P(4) = /Q X(w)P(dw)

das Integral von X (bzgl. P) bzw. Erwartungswert.

Jo X(@)P(dw) = Ep(X) = (X)p.

Ep(X) hdngt nicht von der genauen Darstellung von X ab.
EP()\X + ,uY) = )\EP(X) + MEP(Y).
[Ep(X)] < Ep(X]) < supyeq [X(w)|



Satz 1.12

Bew:

Integral fiir beschrankte Zufallsvariablen

Falls X eine beschrankte ZV auf (2, F, P), so ex.

Jim [ Xo(w)P(d) = [ X(w)P(ds

fiir jede gleichmaBige Approximation X, — X von X durch
einfache ZV'en, unabhingig von der genauen Wahl von (X,).

Sei X, — X gleichmaBig und Y,, — X gleichmaBig auf Q
= X, — Y, = 0 gleichmaBig auf 2.

= |E(Xn) - ]E(Yn)| = |E(Xn - Yn)|
< sgp|Xn(w) — Yo(w)| =30

Analog:
m— oo
[E(Xn) — E(Xim)| < supycq [Xn(w) = Xan(w)| "7 0.
= (E(X,))n reelle Cauchy-Folge mit limE(X,) = limE(Y,).



Integral fiir nichtnegative Zufallsvariablen

Satz 1.13  Sei X : (Q,F, P) — Rso messbar und eine Folge (X,) einfacher
ZV'en mit
Xn(w) S X(w)Vw € Q.
Dann ist

/ X(w)P(dw) = sup / X () P(dw) € [0, ]
Q Q

neN
unabhingig von der genauen Wahl von (X,).
Bsp. 1.11 (Q,F, P) = ([0,1],B([0,1]), ),
X, Y:[O 1] = R0, X(w) = 5, Y(w) = §
= [ w 2dw = 2\/|9=h = 2 < o0,
E(Y :fo‘”_ld“’:'n( )[5=5 =0 — (—00) = oo.



Definition 1.20

Bemerkung
|

Integral — Allgemeiner Fall

Eine ZV X : (Q, F, P) heiBt (absolut) integrierbar, falls
EP(X+) < oo und EP(X_) < o0
mit
Xi Q= Rso, Xi(w)=max(£X(w),0).
In dem Fall definiert man das Integral von X (bzgl. P) als
EP(X) = Ep(X_,.) — EP(X_).

Aquivalente Bedingung Ep(]X|) < occ.

Gelegentlich verlangt man nur die einseitige Integrierbarkeit
min(Ep(X+),Ep(X_)) < 00

~ Ep(X) := Ep(X;) — Ep(X_) € R eindeutig definiert.



Definition 1.21

Definition 1.22

Definition 1.23

Bsp. 1.12

Bemerkung

Integral: Nachtrage

Fiir X ZV auf (Q,F,P) und A€ F
Ep(X; A) := [, XdP := [, X(w)La(w)P(dw).
Zwei ZV X, Y auf (2, F, P) heiBen dquivalent, falls X =Y
fast sicher, d.h. falls
{w e Q,|X(w) # Y(w)} ist P-Nullmenge.

X e LP(Q,F,P), p>0, falls X eine ZV auf (Q, F, P) mit
Ep(|X]|P) < oo.
X € L>(Q,F,P), falls
JK >0, s.d. | X| < K P-fast sicher.

X(w) = 5 € LX([0,2], B([0,1]), ) \ L2([0, 1], B([0, 1]), A)

Analog vektorwertige ZV X = (X1,... X9): Q — R4
E(X) = (E(XY), ... E(X9)) € R.



Definition 1.24

Bsp. 1.13

Satz 1.14

Bew:

Definition 1.25

Nachtrdge (Forts.): MaBe mit Dichten auf R

F :R — R heiBt absolut stetig, falls ex. m : R — R messbar
F(a) — F(b) = [ m(s)ds Va,b € R.

x 0 falls t <1
Fo) = (- )= [ mgae mt) = { G Fpet )
3 ==

Sei ju ein W-MaB auf R mit F(x) = u(] — 0o, x]) = [*__ m(t)dt.
Dann gilt
/ f(x)p(dx) = / f(x)m(x)dx
R R
fiir alle messbaren f : R — R.

Klar fiir f = 1y, 1. Fiir allgemeine f folgt die Aussage durch
Approximation mit einfachen Zufallsvariablen.

Ein MaB auf ;v auf R heifit absolut stetig :& F, ist abs. stetig.
In dem Fall heiBt m mit p(dx) = m(x)dx Dichte vom p bzgl. \.



Satz 1.15
(Cauchy—Schwarz)

Bew:

Satz 1.16
(Markov)

Bew:

Satz 1.17
(Jensen)

Bew:

Nachtrage (Forts.): Ungleichungen

E(X - Y) < VE(X?) - VE(Y?) fiir alle X, Y € L2(Q, F, P).

Mit Standardargument, da E[(AX + uY)?] > 0VA, u € R.

Sei X >0 und ¢ : R>o = R>g nicht fallend, dann

P(X = 6) < i5E(e(X)).
P(X > 6) =E(1; X > §) = E(ipg X > 6)
e(X).
SE(OGiX20) < WE(QO(X))

Falls X eine reelle ZV und ¢ : R — R konvex
P(E(X)) < E(p(X))-
Sei m := E(X). Konvexitit von ¢ = 3s € R so, dass
o(x) > p(m)+s(x—m) VxeR
= ¢(X) = ¢p(m) + s(X — m)
= E(p(X)) = p(m) + s(E(X) — m) = p(E(X)).



1.4 Konvergenz von Zufallsvariablen



Fast sichere und stochastische Konvergenz

Definition 1.26  Eine Folge (X,), von ZV'en auf (Q, F, P) konvergiert
P-stochastisch gegen die ZV X, falls

Ve>0 P(X,—X|>¢e) =30

Bemerkung Andere Bezeichnung: Konvergenz im MaB/in
Wabhrscheinlichkeit.

Definition 1.27  Eine Folge (X,), von ZV'en auf (Q, F, P) konvergiert
P-fast-sicher gegen die ZV X, falls
Xa(.) =3 X(.) P-fast sicher,
d.h. 3 P-Nullmenge N, s.d. Xp(w) = X(w) Yw e Q\N.
Bsp. 1.14  Essei (2, F,P) = ([0,1],B([0,1]),A) und (q,) eine Abzihlung
von QN [0, 1]. Dann gilt fiir
Xn : [O, ].] — R, Xn = H]Qn*l7qn+l[
dass (X,) — 0 P-stochastisch, aber nicht P-fast sicher.



Satz 1.18 Falls X,, — X P-fast sicher, so auch P-stochastisch.
Definition 1.28 Limes-Superior einer Folge von Mengen
limsup, Ap := ey Umz" Amn
Bemerkung w € limsup, A, < w liegt in unendlich vielen A,.
Lemma 1.1 P(limsupA,) = 0= lim, P(A,) = 0.

Bew: wmit B, :=J A gilt B, N\ limsup A,

Stetigkeit von P
E——

m>n
P(Bm) < § fiirm=mg > 1
= P(A,) <6 ¥n> my.

Bew: (Satz 1.18)  Folgt aus vorigem Lemma mit
An =A{|Xp = X| > €} ={w € Q|| Xp(w) — X(w)| >} O



Satz 1.19

Lemma 1.2
(Borel-Cantelli)

Bew:

Bew: (Satz 1.19)

Bemerkung

Falls X,, — X P-stochastisch, so ex. Teilfolge X, — X P-fast
sicher.

Falls 3~ 11(An) < 00, so ist u(limsup A,) = 0.

o > Ay <o = > u(Am) — 0 fiir n — oo.
elimsup A, C UmZnAm Vn.

= P(limsup Ap) < P(UpspAm) < 3 s P(Am) =50,

Sei (ex) eine beliebige Nullfolge und (ni)x /* oo so gewdhlt,
dass P({|Xn, — X| > €}) < (3)~.

= (Borel-Cantelli mit A, = {| X5, — X| > ex})

P({|Xn, — X| > exunendlich oft}) =0 0

Analog fiir Folgen (Xp)nen :  — E von ZV'en mit Werten in
einem metrischen bzw. topologischen Raum (E, d) bzw. (E,T).



Satz 1.20 (Dom.

Konvergenz)

Bsp. 1.15

Satz 1.21

(Lemma v. Fatou)

Satz 1.22
(Monotone
Konvergenz)

Bemerkung

Integralkonvergenzsatze

Falls (X,) Folge von ZV'en auf (2, F, P) mit X, — X
P-stochastisch und 3Y € LY(Q, F, P) mit |X,| < Y P-fast
sicher ¥V n € N, dann

Ep(|X — X,]) — 0 fiir n — oo.

Auf ([0,1], B([0,1]), A) sei Xp(w) = w" bzw. Y,(w) = nw", dann
gilt X, — 0 und Y,y — 0 fast sicher, aber nur E(X,) — 0.

Falls X,, > 0 und X, — X P-stochastisch, so gilt
E(X) < liminfE(X,).

Falls X, > 0 und X,, /* X fast sicher, dann gilt
E(X) = imE(X,).

Geringfiigige Verscharfung gegeniiber Standardformulierung: Es
wird nur die stochastische Konvergenz benétigt” .

"Beweise: Z.B. in [Varadhan]



Definition 1.29

Bemerkung

Satz 1.23
(Vitali)

Vitali'scher Konvergenzssatz

Eine Familie von ZV'en (X\)xen heiBt gleichgradig
integrierbar falls

K—oo
SUP)\e/\f\xbe [X)|dP — 0.

X € L' = {X} gleichgr. int'bar,

denn Q(A) = [, |X|dP ist ein endliches MaB und

{IX| > K} \« N := {|X| = oo} mit Q(N) = [, |X|dP = 0.
Analog: Jede endliche Menge {X,... 7X,\,} C LYQ,F,P) ist
gleichgradig int’bar.

Fiir eine Folge (X,) von ZV'en auf (2, F, P) gilt Ep(|X,s|) — 0
genau dann, wenn (X,), gleichgradig int'bar ist und X, — 0
P-stochastisch.



Bew: ("=")

Bew.: ("<")

Stochastische Konvergenz:
P(|Xn| > €) = [o Ljx,|>edP < L [ |Xa|dP = 1Ep(|Xa|) — 0.

Gleichgradige Integrierbarkeit: Sei € > 0.

fIXn|>K | Xn|dP < f‘anK [ Xy — Xin|dP + f‘X"|>K | Xm|dP
fIXn|>K | X — Xin|dP < E(| Xy — Xinl)

SE(X) FE(Xnl) <5 firn>m:= No(e) > 1

Xl dP < ] Xl dP + [ 11 [ Xm|dP

f|X,,|>K Xo|>K, | Xm| <L

Jixpis1 1 XmldP < 5 fiir L = Lo(e, m).
fIXn|>K,\xm|§1_ | Xm|dP < LP(|X,| > K)

< L% sup, E|X,| < 5
fiir K > Ko(L,€),n > No.

Ubungsaufgabe.



1.5 Verteilung von Zufallsvariablen



Satz 1.24

Definition 1.30

Bemerkung
Fall S=R

Bsp. 1.16

Definition 1.31

BildmaB

Es sei (Q, F, P) ein W-Raum, X : (Q,F) — (S, S) messbar.
Dann induziert X ein W-MaB Px auf (S,S) gemiB
Px(A) := P(X"}(A)) AeS.

Px heiBt BildmaB bzw. Verteilung von (P unter) X.

Andere Schreibweisen Px = P o X~ 1 = X, P.

t— Fx(t) = Px(] — oo, t]) = P(X < t) heiBt
Verteilungsfunktion von X.

(2, F,P)=([0,1], B([0,1]),\), X : w = R, X(w) = ﬁ
Fx(t) = Px(] — o0, t]) = P(X < t)

—\{we 0,1 % <1}

0 ft<1 1
:{ Awelo,1]jw>1}) ft>1 }:(1_§)+.

Sei y1 ein W-MaB auf (E,E), dann heiBt eine ZV X : Q — E
u-verteilt, falls Px = p. Schreibweise X ~ p.



Integration bzgl. dem BildmaB
(Integral-Transformationssatz)

Satz 1.25 Sei (Q, F, P) ein W-Raum und X : (Q,F) + (S,S) messbar.
Sei f :(S,S) — (Rxo, B(R)) messbar, dann gilt

Ba(F(X)) = [ F(s)Px(ds)

Bew: Aussage gilt nach Def. von Px, falls f = 14 fiir A€ S, und
somit auch falls f einfach. Durch monotone Approximation
f. / f mit einfachen Funktionen folgt die Behauptung. O

Bemerkung  Analog fiir beliebige Px-integrierbare Abbildungen f : S — R

Bsp. 1.17  Fiir eine ZV X auf (Q, F, P) mit Verteilung u = Px auf R gilt

]EP(X):/RX,U,(dX).



Definition 1.32

Satz 1.26

Bew:

Lemma 1.3
(Tschebyshev
Ungl.)

Bew:

Korollar 1.3

Bew:

Varianz

Die Varianz einer Zufallsvariablen X auf (Q, F, P) ist
V(X) :=E [(X — E(X))?*] € [0, 0]
Falls X € L2(Q, F, P) gilt V(X) = E(X2) — (E(X))?

E[(X = E(X))?] = E[X? — 2X E(X) + (E(X))’]
E(X?) = 2E(X)E(X) + (E(X))* = E(X?) — (E(

Sei X € L%(Q,F, P), dann gilt fiir § > 0
P(IX — E(X)| 2 8) < 5 V(X).

X ||

)’

Markov-Ungleichung fiir | X — E(X)| > 0 und p(x) = x2.
X = E(X) P-fast sicher < V(X) = 0.

=" AX # E(X)) = U {IX = E(X)| = 33, mit
P({|X — E(X)| = 1}) = 0 nach Tschebyshev. “=" kiar.



Beispiele?

Gleichverteilung auf [0, 1]: Erwartungswert %, Varianz 75.
Binomialverteilung auf [0, 1]: Erwartungswert np, Varianz
np(1 - p)

Poissonverteilung zum Parameter A > 0: Erwartungswert A,
Varianz \.

Normalverteilung zu den Parametern m € R, v > 0:

Erwartungswert m, Varianz V.

Cauchy-Verteilung zum Parameter a > 0 auf R:
pra(dx) = 2(a? + x?)A(dx).

Erwartungswert «, Varianz oo.

8Rechnung an der Tafel, bzw. [Bauer] etc.



Definition 1.33

Satz 1.27

Bew:

Gemeinsame Verteilung

Es seien X1,..., Xy : Q — B Zufallsvariablen auf dem W-Raum
(Q,F, P), dann heiBt mit X = (X1,..., X9) e R?

Py : B(RY) w5 [0,1], Pg(A) := P(X"1(A))
die gemeinsame Verteilung von (X1, ..., X,).

Py ist eindeutig bestimmt durch
F)? ‘RY — [0, ].], F)-e(tl,--- ,tn) = P(X1 <t -, Xg < td).

B(RY) = o(E) mit E= Ring der endlichen Vereinigungen von
Mengen der Form |s, t1] X - - - X]sq, tq] (vergl. Stieltjes-MaB).

(Q,F,P) = (B C R?,B(By), A*(dx))
(Gleichverteilung auf dem Einheitsball By C R?
) X(w) :=wx  (x-Koordinate)
X, Y Q=R Y(w) :=|jw|| (Abstand zum Urspung)
Dann gilt fir X = (X, Y) € R2, mit o(t,s) = arccos( %)
0 f. t < min(—1, —s)
Ps (] — o0, t]x] — o0, s]) = { mA=2a)strssina g g0 1], ]t < s
min (s%,1) f.t>s.



Definition 1.34

Bemerkung
u

Bsp. 1.19

Bew:

Kovarianz

Die Kovarianz von zwei ZV'en X und Y auf (Q,F, P) ist
Kov(X, Y) := E[(X — ECO)(Y — E(V))]

Kov(X, X) = V(X)
Kov(X,Y) = Kov(X + c1, Y + o) = E(X, Y)

mit X := X — E(X), Y =Y — E(Y)
Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

= [ g xv1ux.v)(dxdy) — [o xux(dx) [ ypy(dy)
mit

Hx,y) — Gemeinsame Verteilung von (X, Y)
px, py — ('Rand’-)Verteilung von X bzw. von Y

Fiir X = X € RY mit X ~ vy, ¢ (Gauss-Verteilung in RY)
KOV(X,',)(j) = C/_]

CeRI¥ = 3ScRI*d. C =585t

symm,>0

Transftc

amatens2 Behauptung durch Integration nach y := S~ 'x.



Definition 1.35
Bsp. 1.20

Definition 1.36

Bemerkung

Lemma 1.4
(Bienamé)

Bew:

Gleichheit von Bienamé

Zwei ZV'en X, Y heiBen unkorrelliert, falls Kov(X,Y) = 0.

Falls X=x— Koordinate und Y= Radius einer By-gleichverteilten
ZV X € By C R? (vergl. Beispiel 1.18), so ist Kov(X,Y) = 0.

Korrelation zweier Zufallsvariablen

_ Kov(X,Y)
p(X.Y) 1= el

Cauchy-Schwarz-Ungleichung = p(X,Y) € [-1,1]
Fiir X1, -+, Xy, paarweise unkorrelliert (d.h. Kov(X;, X;) = 0 fiir

i #J)
V(Z7:1 Xi) = 27:1 V(Xi)-

V(ZX) [(Z X) )]—E[ Z, D2 X1 = B[ Xi X))
= 2 BOXiX)) = 22, 05 E(X; Xj) = 225 V(X))



Kapitel 2:

Gesetze der GroBen Zahlen und
Unabhangigkeit



Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Satz 2.1 Essei Xi,Xa, ... eine Folge von paarweise unkorrellierten
indentisch verteilten reellen ZV'en mit X1 € L2, dann gilt fiir
n— 0o

1 . stochastisc
EZX,- tochastseh (X ).
i=1

Bew: 0.b.d.A E(X;)=0.
Tschebyshev fiir S, = Y, X; und Bienamé:
1 1
P(-Sil > 8) = P(Si] > n6) < - V(S))

1 1 2
= =5 Z V(X)) = —5E(X?) = 0.

Bemerkung  Es folgt i.A. nicht, dass 1S, — E(X,) fast sicher. Insbesondere
gilt i.A. nicht , dass die Approximation 1S,(w) von E(X;) fiir
n — oo immer besser wird.



2.1 Unabhangigkeit



Definition 2.1

Bsp. 2.1

Bemerkung

Unabhangige Ereignisse

Eine Familie von Ereignissen (Ax)aea im W-Raum (Q, F, P)
heiBft unabhangig, falls fiir jede endliche Teilmenge N C A gilt
P(NaenAx) = [Taen P(AN).

Die Ereignisse Eine Familie von Ereignissen (Ax)xen heiBlen
paarweise paarweise unabhangig, falls

P(A)\ N AX) = P(A)\) . P(A)\/)V/\ =N,

Von den vier Ziffernfolgen 112, 121, 211, 222 wird eine zufillig
ausgewdhlt. Dann sind die Ereignisse A; := "i-te Stelle ist 17,
i =1,2,3 paarweise unabhingig aber nicht unabhiangig.

Ai,..., A, unabhingig < A5, ..., A5 unabhingig.



Borel-Cantelli: Umkehrung
Satz 2.2 Seien (A,)nen unabhingige Ereignisse in (Q, F, P) mit
> P(An) = o0, dann gilt P(limsup A,) = 1.
Bew: B, := Um>nAm \ limsup A,. Zeige P(B,) = 1.
P(By) = P(Nm=nAn) = lim P(Ma<m<iAm)
= lim II P = lim I1 a-Pan)

n<m</ n<m</

= Ii,n exp|[ Z log(1 — P(Am))]

n<m<l/

<limexp[~ D P(An)] =0,

n<m</
weil log(1 —x) < —x und >, o P(An) — oo fiir | — oo. O
Bsp. 2.2 Unendliche Wiederholung unabh. Miinzwiirfe mit p €]0, 1].
= P( “unendlich hiufig Kopf”) = 1.

Korollar 2.1 P(limsup A,) € {0, 1} fiir jede unabh. Folge {A,} C F.
(0—1—Gesetz
von Borel)



Satz 2.3
(Chung)

Bew:

Korollar 2.2
(0—1—Gesetz
von Chung)

Borel-Cantelli: Umkehrung (II)

Seien (Ap)nen paarw. unabhiangige Ereignisse in (2, F, P) mit

> P(An) = o0, dann gilt P(limsup A,) = 1.

Zeige P(S=00) =1 mit S =1im,S,, Sp:=> 1, 1,
1 ) Monot. Konvsrgenz 5 ) ( ) — .

2) =5 V(S,) = 3 V(La) < X7 E(13) = E(Sh)

)und2) V(S
Ez(( )) — 0.

T P(Sn 2 1E(S) 2 P, — E(S)I < FE(S)

> 1— 452 > 15, falls n > No(5).

= P(S > 1E(S,)) > 1-6, falls n > No(9).
I (S =00) >1—6V6>0

O

P(limsup A,) € {0,1} fiir jede paarw. unabh. Folge {A,} C F.



Definition 2.2

Lemma 2.1

Bew:

Unabhangige Mengensysteme

Eine Familie {E€x C F | X € A} von Ereignismengen heiBt
unabhéangig, falls jede endliche Teilauswahl von Mengen
{Ai€ &\, i=1,...,N, X\ # )\ fiir i # j} unabhéngig ist.

Fiir eine unabh. Familie (Ex)xen von N-stabilen
Mengensystemen ist auch {o(Ex)}ren unabhangig.

(Ex)ren unabh. = Zugeh. Dynkin-Systeme (6(€x))aen
unabhangig. Wegen N-Stabilitat von &y ist §(Ex) = o(Ex)V A.



Definition 2.3

Bemerkung
|

Satz 2.4
| ]
[ |

Korollar 2.3

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Eine Familie von (E,E)-wertigen Zufallsvariablen (X\)xea heiBt
unabhdngig falls fiir alle N € N, {\1,..., An} CA,
Bi,...By€€&

A1 :={X), € B1},...,An = {X), € By} unabhingig.

X1, , Xn unabhangig < o(X1),...,0(X,) unabhangig.

X1,y Xn = 01(X1), ... on(X,) unabhingig,
falls o1, ..., messbar E — E'

Fiir reelle ZV’en X, ..., Xy sind dquivalent
Xi,...,Xq unabhingig

Vi, oot €R Fy(ty, oo tg) = T2y g Fx(ti).
pg = @ pux (ProduktmaB auf R?):

dh. yz(lar, bil .. Jag, ba]) = é ix (i, bi]).

Fiir X1, ..., X, unabhingig ist E([]_, Xi) = 11—, E(X).



2.2 Starkes Gesetz der groBen Zahlen



Satz 2.5

Bew:

Starkes Gesetz — Einfacher Fall

Falls (X,)n eine Folge von unabhingigen identisch verteilten
ZV'en auf einem W-Raum (Q, F, P) mit E(X?) < oo, so gilt mit
m = E(X1), dass

n—oo .
% Z7=1 X; — m fast sicher.

0.b.d.A m=0.
Mit S, =37 X gilt
E(Sn) = 327 ket E(XiXiXiX))
= nE(X{) + (5) Q) (E(XD))* = nE(XY) +
PR P(AISal > 8) = P(ISa| > nd) <
=3, P(EIS, > 6) <
Borgl-Captell P(lim sup, %|5n| >4)=0.
= P(limsup, +|Ss| # 0) < P(U,cnflimsup ;]Ss| > £}) = 0.

(n —1)(E(X}))* < Cn’.
Cn =L

— 4n2?




Satz 2.6

Bew:

1. Schritt

Satz von Etemadi (1981)

Es sei (X,)n eine Folge von ident. verteilten, paarweise unabh.
ZV'en auf einem W-Raum (Q, F, P) mit E(|X1]) < oo, so gilt
mit m = E(X1), dass

— .
150 X =5 m fast sicher.

0.b.d.A. X; > 0, andernfalls behandle X, und X_ separat.

Sei Yi=Xillx<i, S;=>",Y: a>1undk,:=|a"].
Tshebyschev Z P(lsk” ESk"| Z E) S % Z V(Sz:n)
neN € neEN n
kn
e & Z Q2 Z VIY) < ZX 6 L E(Y) = ZNllkmsz(Y )
n "i=1 i,n€
2
—522(2 ) (Y2) < 3 % 5ite BE(Y?) = cle,a) ¥ 550
PEN Nkp>i ieN ieN
i—1
= CZ z f =c %2 > f:ﬂ xzdF(x)
iEN iEN' k=0
k+1 k+1
<c keN = fj x*dF(x) < ; [ xdF (x) = cE(X1) < oo.
0

Borel-Capteli ki,,( Si, — E(Sk)) — O fast sicher.



Bew. (Forts.)
2. Schritt e E(X1) = lim, E(Y,) = lim, 1E(Sy) = E(X1)

= Skin" — E(X1) fast sicher.

e > P(Xn# Yy = ;P(X >n) = ;fnoo dF(x)

neN
=22 [MdF(x) = i [T dF(x) < E(X1) < oo
n i>n ieN
= Xa # Y, nur fiir endlich viele n fast sicher.

= Skin" — E(X1) fast sicher.

3. Schritt  Wegen X; > 0 ist S, monoton.
= Fiir eine beliebige Teilfolge m — oo gilt

Sny S, S i1 =
—tm L 2m L —kndl falls ki so gewadhlt, dass m € [ny,,, Nk, 1]

m
n n,
= %o > 1 ynd Tt < g

= éE(Xl) < liminf %5,, < limsup %5,, < alE(X) fast sicher

Wegen a > 1 beliebig folgt die Behauptung.



Satz 2.7

Lemma 2.2

Bew:

Bew: (Satz 2.7)

Satz von Etemadi: Umkehrung

Falls (X,) Folge von paarw. unabh. ident. verteilten ZV'en, so
dass lim, % 27:1 X; =: Y ex. fast sicher, so ist X; € L}(Q) und
Y = E(X) fast sicher.

Fiir eine ZV Z > 0 gilt E(ZP) = p [s° tP"'P(Z > t)dt.

E(ZP)=E(p [ tP~rdt)=p [ [ tP~'1,<7dtP(dw)
QRZO
=p [ tPr [Li<zP(dw)dt = p [ tP7IP(Z > t)dt
Q

R>o R>o

%5,, —Y. fs = %X,, = %5,, — ";1 nils,,_l — 0 fs.
= P(limsup A,) = 0 mit A, = {|X,| > n}
S P(AR) < oo
P(An) = P(|X1] = n)

T E(IX)) < X P(IX] = n) < oo
neNp

Etemadi /i %Sn = E(Xl) fast sicher.



2.3 Satz von Sanov (GroBe Abweichungen)



Entropie

Definition 2.4  Sei (S,S) ein messb. Raum.
m P(S):={u|p ist W-MaB auf (S,S)}
m  Fiir p € P(S) heiBt Ent,, : P(S) = RU {oo}
JIn(p(x)) v(dx) falls v(dx) = @(x)p(dx)
Ent,(v) =< s
+00 sonst.

relative Entropie (von v) bzgl. 1

Bemerkung < Ent,(v) = [In(p (x) p(dx) falls v(dx) = p(x)u(dx).

Lemma 2.3 i) Ent,(v) > 0 mit Ent,(v) =0 u=v.
i) Ent,(trn + (1 — t)n) < tEnt,(1n) + (1 — t)Ent,(v2)

Bew: Ent,(v) = fsn )u(dx) mit s — n(s) ;= sln(s) konvex

22 Ent,(v) = [sn( p(dx) > n( [ e(x) )) =n(1) = 0.
nsen? Entu( )=0<:>gp(x Js e(x)u(dx) ufs<:>z/_;¢w1)
P 1 (x) £ (1~ £)pa(x)) < tnlp(3)) + (1~ nlipa(x) ~ i)

9Jensen*: Fiir : R — R konvex ist Ep(n(X)) > n(Ep(X))
mit “=" genau dann, wenn X = Ep(X) P-fast sicher.




Definition 2.5

Bemerkung

Satz 2.8
(Sanov)

Bemerkung

Satz von Sanov (1957)

Fiir (S,S) messb. Raum und (Xy,...,X,) =: X e §" heiBt
pixo = 3 211 0x € P(S)
empirische Verteilung von (X) = (Xq,..., X,).
Falls S endliche Menge ~+ P(S) Standard-Simplex in RI°!
P(S)={ (1, -+, ys)) € RLg | ZSM(S) =1} =4,,CRF
se
[ —vlps) = 1 — Vs

Sei S endliche Menge, 1 € P(S) und (X,) eine Folge unabh.
u-verteilter ZV'en. Dann gilt fiir offenes A C P(S)

LonP(uxm € A) — — inf4 Ent,(v).
ve

~» Exponentielle Konvergenz der empirischen Verteilungen:
P(uxm = v) =~ exp(—n Ent,(v))



Lemma 2.4 FiirveP,:={ne€P(S)|n-u(s) e NVs e S} gilt
(ﬁ)w\e—nEnt”(v) < ’D(/’('X(”) —_ V) < e—nEntH(y).

Bemerkung [P, < (n+1) x (n+1) x--- x (n+1) P (n41)I5].

Bew: &, := (nuxw(s))ses € RISl ist (n, p)-multinomialverteilt

(Lemma 24) (vl == Plluxin = v) = ralv) - [Les(p(s))™
mit

kn(v) = [{x") € " | = v} = o) (m(ss)))!
[Les(u(s)™ = exp[n 3= v(s) In(u(s))]] =: "1

SES
o = Kk, (v)e™M) = 1 (V) <1
= kp(v) < e~ "HlW)
(DY) < ma(v|v) Vv, 0 € P,
=1= 3 (D) < [Palma(vlv) < (n+ D)SIm,(v]v).
vEP,
= kp(v) = ean(v\u)ﬂn(yhj) > e~ HvIY) . (n+ 1)*\SI

Multinomialverteilung

= Behauptung, da H(v|v) — H(v|p) = Ent,(v).



Bew: (Satz2.8) A cC P(S)
Lemma 2.4

L4 P(Mx(n) S A) = Z T‘—n(’/lﬂ) < E e—nEan(V)
VEANP, VEANP,

< |ANP,| exp(—nljréfA Ent,(v))
< (n+ 1) exp(—nuireni\ Ent,(v))

im 151 _
Jim 2l +1) =0

= limsup £ In P(pxm € A) < — inf Ent,(v)
n—o00 VEA
o P(uxm € Ay= > ma(v|n)
veANP,
Lemma 2.4 (n + 1)7‘S| Z eanntM(V)
veANP,

> (n+1)"1Slexp(—n ei/r\]rfw Ent,(v))

liminf 1n P n €A) > —Ii inf  E
= liminf ZIn (xm € A) > imsup inf nt,(v)

e Ent, : AN{Ent,(.) < co} — R stetig, A C P(S) offen
= limsup IRrEP,, Ent,(v) = Vn;]; Ent,(v) O

n—oo V€

Korollar 2.4 liminf 2 log P(pixm € O) > —info Ent,,  fiir O C P(S) offen
limsup L log P(uxwm € A) < —infa Ent, fiir AC P(S) abg.

Bemerkung Kor. 2.4 <+ "Prinzip der groBen Abweichungen’ fiir (jix() )n



Definition 2.6

Satz 2.9
(Cramér 1938)

Bemerkung
u

Satz von Cramér

Sei X ~ v eine reelle ZV mit Vertei/ung L.

AR = [0,00], Au(t) := E(e™) = [ e™u(dx) heiBt

Laplace-Transformierte von X (bzw. von p).

I, : R —[0,00], I,(x) = suﬂg(tx —log A, (t)) heiBt
te

Cramér-Transformierte von .

Sei (X,) Folge unabh. ident. verteilter ZV'en mit X1 ~ p, dann
gilt fiir S, :=>""_, X;, x > E(X1)

lim Llog P(1S, > x) = —1,(x).
n— o0

Tausch X gegen —X ~ Analog fiir P(1S, < x) f. x < E(Xy).
t = A,(t) :=log \,(t) 'Log-Laplace-Transformierte’.
l,(x) = sup,(tx — A(t)) 'Legendre-Transformierte’ von A.



Satz 2.10

Bew:

Entropieungleichung

Fiir p,v € P(S)
Ent,(v) = sup E, (1)) — log E,.(e¥).
:S—R messb.

Schreibweise E, (1)) := (1, )
o Falls v = pu:
() = Ent,,(v) = (1 — log p, ) = (log(%), V)
L < log (<, v) = log(e?, ).
= Ent,(v) > E,(¢) — log E,(e¥) V1.

AuBerdem gilt =" falls 1) := log ¢.
e Falls nicht v = pp fiir ein gewisses ¢
=3JAe S, sd v(A) >0 und u(A) =0.
= mit i = tll, gilt

E,(¢) — log E(e?) = tr(A) — log E,(1) = tv(A) "=5°



Lemma 2.5

Bew:

Fiir U, = {p € P(S) | Eu(x) > z} ist |,,(z) = inf ey, Ent,(v).
Schreibweise E,,(X) = (x, ) bzw. E,(e™) = (™, u).

Entropieungleichung

o Seiv e U,
Ent,(v) > (t-x,v) — log(e™, u) > tz — log(e™, i)

Def. von Iy, ianGUz Ent#(l/) 2 I,U«(z)

o Umgekehrt gilt fiir t* = argmax, pz(t) =
pz( ) =0ez= et* < v

= v(dx) =

(tz —log(e™, 1))
5 )

et’ X,u(dx) neues W-MaB,

1
(e ©
S 72
= Ent,(v) = po(t) = 1,(2).



Bew: (Satz 2.9)

Im Spezialfall, dass u(S) =1 mit S C R endlich:
® lxn € Pn(S) - 73(5)

e P(S) = R, pr— E,(X)= > su(s) ist stetig.
seS

= U, = {u € P(S)| E.(X) > z} C P(S) offen
° £ (X)) = 1S, und 1S, >z & pym € U,
2% lim, Llog P(S, > z) = —inf,cu, Ent,(v) “"2% —1,(2).
eVz< x< 2
1,(z') = lim, L log P(S, > 2') < liminf, % log P(S, > x)
< limsup, 1 log P(S, > x) < lim, L log P(S, > z) = I,(2)
= Beh. folgt aus Lemma 2.5, da z — 1,(z) stetig.



Bezeichnungen

Definition 2.7

Bsp. 2.3

Satz 2.11

(Kolmog. Kon-
sistenzsatz)

Korollar 2.5

Nachtrag: W-MaBe auf Q = RY

Q:=RN = {w = (w)en|wi € R}

prn: Q= R" pro(w) = (w1, ..., wn)

prif :R™ 5 R (w1,...,wm) = (w1,...,w,) flir m>n.
Z={ZcQ|Z=pr;YB),neN,BeB(R")},
F=0(2)c2%

Eine Folge von W-MaBen auf p, auf (R", B(R™)), n € N, heiBt
konsistent, falls (prl").pim = pn fiir alle m > n.

~ ~~

pn(dxy ..., dxy) == @ u(dx;) (n-faches ProduktmaB).

Eine Familie ({1n)n von W-MaBen ist konsistent genau dann
wenn ein (eindeutiges) W-MaB ji, auf (RN, F) ex., so dass
tn = (Pr)epioo Vn € N.

Fiir ein W-MaB p auf (R, B(R)) ex. genau ein W-MaB 1, auf
(Q,F) = (RN 0(2)) so dass X, : Q > R, X,(w) =w,, n€N,
eine unabh. Folge von u-verteilten ZV'en definiert.



Beweis von Satz 2.11

Lemma 2.6  Sei n ein W-MaB auf (R", B(R")) und A € B(R"), so ex. zu
€ > 0 ein K. C A kompakt, s.d. n(A\ K) <e.

Bew: Mengen A mit dieser Eigensch. bilden ein N-stabiles
Dynkin-System, welches die Mengen A = % lai, bi] enthdlt. O
i=1

Bew: e Z ist ein Ring. Definiere Inhalt auf Z: j1o(Z) := p,(B) falls
(Satz 2.11) Z = pr;Y(B) € Z, B € B(R"). "= 115 wohldefiniert.

e Zeige: jig PramaB auf Z: Z, = pr;Y(B,) \, EN to(Zn) \y 0.

Angen. 36 > 0: po(Z,) > 6 >0VneN.

Sei Ky C By kp. mit (1n(Bn \ Kn) < 521 und C, == pry 'K, € Z.

Sei D, =N"_,CG =D, = prLF, fiir F, C K, abgeschlossen.

NO(Dn)25_Z,{7:1% 2%2>F,,7é(0.
Wihle w(" € D,Vn e N. "2 3(w("),, & = (@1,...) € Q
sd. ()W) 2 (@, @) Ym e N

2 (D1, @Om) € FpVm = @ € DpVm = NpyDpy # 0.

Wegen D, C Z, mit Z, \,® = D, \, ) ~ Widerspruch. O



2.4 Reihen unabhangiger Zufallsvariablen



Definition 2.8

Bsp. 2.4

W
[

Bsp. 2.5

Terminale o-Algebra

Fiir eine Folge von o-Algebren F,,n € N ist die terminale
o-Algebra gegeben durch

T = Nno(Um>nFm)-

Q= {w=(wo,w1,...) € {G,R,B}N, F =29
E={R.G,B}, &= 2E,

Xy Q= E,  Xo((wi)ien) = wn, Fn = 0(Xp)
= {w S Q| Z:il ]lX,,(w):G = OO} eT.

Sei X, eine Folge von ZV'en auf (2, F, P) und F, := o(X,),
dann ist

E={weQ| ZXn(w) konvergiert} € T.
neN



Kolmogorov'sches 0-1-Gesetz

Satz 2.12  Falls (F,)nen eine Folge von P-unabh. o-Algebren, so gilt
P(E)  {0,1} fiir alle E € T

. Lemma2.1
Bew: (Satz 2.12) (]—',,,kgm}'k) unabh. ¥V m > n 22 (fn,a(kgm}'k)) unabh.

= (Fn,T) unabh. ¥ n= (IL>J f,,T) unabh. = (T,T) unabh.

= E unabh. von E VE €T
d.h. P(E) = P(ENE) = P(E)? = P(E) € {0,1}. O
Korollar 2.6 Fiir eine Folge (X,) von unabh. ZV'en auf (Q, F, P) ist
P({>_,en Xn konvergiert}) € {0,1}.

Definition 2.9  Fiir eine Folge (X,) heiBt >

P(>> X, konv. ) =1.
neN

nEN X, konvergent, falls



Kolmogorov'sche Ungleichung

> V(X))

i=1
s,
i

Nls o

P(maxi<k<n | 31y Xi| > 1) <
“Tschebyshev-Ungl. fiir Maximum” T, := maxi<k<n | Zle Xi|

Bemerkung
Ek = {|51|<Ia' a|5k71‘</7|Sk|2/}:>{Tn2/}:UkEk

Lemma 2.7  Fiir Xy,--- , X, unabh. mit E(X;) =0 und s? :

Bew:
P(Ek) < 3E(SZ; Ex) < 2E(S? + (S» — Sk)?: Ex)

I LE(SE 4 25k(Sn — Sk) + (S — Sk)% Ex) = FE(SE; Ex).

= P(Ty > ) = ¥, P(E) < X0, HE(S3: E) = HE(SD)



Satz 2.13
Lemma 2.8

Bew:

Bew: (Satz 2.13)

Kolmogorov'scher Reihensatz

Fiir eine Folge unabh. ZV'en X1, X, ..., mit E(X;) =0 und
>.i V(Xi) < oo konvergiert S =3, .\ X; fast sicher.

Eine Folge von (S,) von ZV'en konvergiert fast sicher genau
dann, wenn P(sup,<<m Sk — Sa| > 0) — 0 fiir m > n — oo.

Siehe Ubungen.

Ko/m(gUngl. P(SUankSm |5k - 5n| Z 6)
n,m— oo
< 5*12 jm:n+1 V(X) — 0.

Aussage folgt mit Lemma 2.8.



Satz 2.14

Bew:

Kolmogorov'scher Reihensatz: Umkehrung

Fiir (X,) Folge unabh. ZV'en mit E(X,) =0 und |X,| < C f.s.
fiir alle n € N, folgt aus )~ X, konv., dass ) V(X,) <

Seio?2:=V(X,), Sn:=>1 1 X, So:=0

o Fiir L >0 sei Fp(L) :={|S1]| < L,...,|S,| < L}.
%:X,, ex. fs. = P(LLGJNQF,,(L)) =1
= IL>0:P(F,(L))>d6>0VneN.

o E(S2; F, ) = E(S2_; +2XnSp_1 + X2 Fo_1)
— E(S2 i Foe1) + E(XR) - P(Fa1) > E(S2_3; Fat) + 026

oE(S Foo1) = (52 )4—E(52 Foo1\ Fn)
<E(S2 )+ (L+ C)?P(F,\ Fn_1)

= 002 < E(S2;,F,) — E(S?_1,Fn1)+(L+ C)?P(F,_1\ Fp)

(Teleskopsumme, S? < L auf F,)
=0Y 02< 2+ (L+C)? O
neN



Satz 2.15 Y

Kolmogorov'scher Drei-Reihen-Satz

neN
i) Fiir ein C >0 ist Y P(|Xp| > C) < o0.
ii) Fiir Y, := X1 |x,1<c konvergiert 3 E(Yn)

iii) Fiir Y, wie in i) ist ) V(Ya) < oco.

Yo=Y, — E(Y,) <t SN, konvergiert fs.
= Y, = (Y, + E(Y,)) konvergiert f.s.

> P(Xy # Yn) = 50 P(1Xa| > €) <00
SoCwl X, = Y, fiir schlieBich alle n € N f.s.

= > X, konvergiert f.s.

X, ist konvergent fiir (X,) unabh. < i) & ii) & iii)



Beweis (Forts.)

e > X, ex. = |X,| < C fiir schlieBich alle n mit W-keit 1.
ST P(|Xn] > €) < 00 i)

. x)&nganteui Z Yn konv.
Sei Y/ ~ Y, eine unabh. Kopie von X, d.h.

Q=0xQ={0=(,w) |, weQ}
P(d(w',w)) = P(dw'") ® P(dw)
VU(3) 1= Yalw), Val@) = Vo)
= {Y,, Y/, n € N} unabh.
= P(3XY! konv.) = P(3 Y, konv.) = P(3_ Y, konv.) = 1.
= " Z, konvergiert f.s. fiir Z, .= Y, — Y!
E(Z,) =0und |Z,| <2C fs.
LA STV (Z,) =23 V(Y,) < oo~ i)
DRI S, konv. mit Y, = Y, — E(Y,)
= STE(Y,) = 2 (Ya — V) konv. ~ i)



Levy'sche Ungleichung

Lemma 2.9  Falls Xy,..., X, unabh. ZV mit P(| >} _. X;| > 1) < 6 fiir alle
i=1,...,n, so folgt

P(maxick<n | S0, Xi| > 1) < 2.

Bew: e Sei Ey = {|51| </,...,|5k,1‘ </,|5k| 2/} )
= Mit T, := maxi<k<n | Y1y Xi| folgt {T, > 1} = U, Ex

o P(Ty > 1[Sa| < 5) = k; P(Exn{ISa] < 5})

<3 PEN{IS,— Si
k=1
<OP(T,>1)

> 1) = él P(EQ)P({|Sn — S| > 11)

o Wegen P(T, > 1,S,| > 1) < P(|Sa| > §) <6
P(T,>1)<éP(T, > 1)+ 6 = Behauptung. O



Satz von Levy

Satz 2.16  Fiir S, := .1, X; mit (X,) unabh. gilt
S, konvergiert fast sicher < S, konvergiert stochastisch.
Bew: ‘=" Klar.
“<":S, konvergiere stochastisch
= P(|S, — Sm| > 0) — 0 fiir n,m —

:>V€,5 >0 dNMNy: P(‘Z:‘-’;k+1Xi| > 5) <e Vm>k > Ny.
M e § >0 INg 1 Vm > k > N

P( max |5 — Spm| > 26)

I€k,...;m

m
= P( gnax 12z Xil > 2€) < 5

Aussage folgt mit Lemma 2.8.



Kapitel 3:

Zentraler Grenzwertsatz



Definition 3.1

Schreibweise

Bemerkung
|
u

Schwache Konvergenz

Sei (S, 1) topologischer Raum, Borel’sche o-Algebra S = o(T).

Eine Folge von W-MaBen auf (S,S) konvergiert schwach

gegen das W-MaB u, falls fiir alle ¢ : S — R beschrankt stetig
Js o(X)mn(dx) — [5o(x)p(dx) -

Eine Folge (X,) von S-wertien ZV'en X, : Q, — S konvergiert

schwach gegen X : Q2 — S, falls

sch wach

Vertx, Vertx.

o = W bzw. X, = X.
‘=" erzeugt die 'schwache Topologie’ auf P(S) .

(Xn = X) <= E[p(Xn)] = E[p(X)]V ¢ € Cp(S).
(05, = 05) < s, — s, fiir n — 0.



Zentraler Grenzwertsatz

Satz 3.1 (ZGS)  Fiir eine unabh. ident. vert. Folge (X,), von ZV'en mit
E(X1) = m und V(X1) = 02 gilt fiir S, :=_7_; X;, dass

Sp—nm
— p,1.
\no

Bemerkung 5%’;’" beschreibt 'Fluktuationen’ beim GGZ 1S, "= m.



Bew: (Stein, '72) e O.B.dA. m=0,c =1. Zu zeigen: V f € Cp(R):

E[F(32)] — fR )p(x)dx mit p(x) = ﬁe**z/?

~ ObdA f]R )dx_O

o h(x) = ;65 f()( ff

= H(x) = F(x) — S8 [*F(£)e(t )dt s f( ) + xh(x).

o Mit M = supxeR |f( )| und x >0

09 = gty [ () < oty [ Loty =

Analog |h(x)| < 2 fiir x <0 ~ |h(x)| < {7 furx € Ryo.
Sup,er X - A(x)] < M = h' € G(R) mit supxe]R [h (x)| < 2M.



Beweis von ZGS (Forts.)
Sovi  ri Suvi ot Se . S
E[f(%)]—f[h(\/ﬁ)] E[ﬁh(\f)]

- E[h/(j"ﬁ)] — \/EE[th(\S'f)]

jnﬁ)]*\/ﬁE[th(S + X1

= E[h/(j"ﬁ

i, unabh. E[hl(

= E[H( )l mit 5, =327, X;

5 + sX1
Vvn

)ds]

)] - VRE[X, E[XE [

5 + sX1
Vn

h(jﬁ)] )ds]

})} EX 2 (
E[h’(%) —H(
5 + sXi
—EIX [y ( N (7)) ds]
= E(U,) — E(V2)
= E(Un; Ank) — E(Vi; Ank)
+ E(Un; AS ) — E(Vi; AS ) mit Ap i = {|5,/+/n| < k}.

X und

e

E(x}) =1

=)l

§




Beweis von ZGS (Forts.)

o Uy Ta,,(w) = (W(2) 4 X)) UG R

h" gleichm. stetig auf [—k, k] = U, - 4,, — 0 f.s. fiir n — oo.
Ferner |U, - 1, ,| < |Ua| < 4M ™" Kongreen: E(Un; Ank) — 0.

e Analog V,14,, — 0 f.s.

|Valla,,| < 4MX2 € L1(P) "5 E(V,; Ank) — 0.

Tscheb. & .
o [E(Unllag, )| < 4MP(AS,) "E" 4 v(Sg) e thd o

o [E(Vallac )| < AMP(XZ1ac ) "2 AME(XZ) - P(AS ) < 44

= limsup, . [E[f(3%)]| < 3% Vk €N~ Beh.




3.1 Schwache Konvergenz



Satz 3.2

Lemma 3.1

Bew: (Satz 3.2)

) =)

“i) = i)

Yl = iv)":

Portmanteau Theorem

Sei (S,7) ein top. Raum mit S = o(7). Dann sind. dquivalent
fin = 1t

A) > limsup, un(A) YA C S abgeschlossen

<liminf, u,(O)VO C S offen

1(
wo
w(G) =lim, pun(G)VG € S mit n(8G) = 0.

\/v

G

Fiir AC S abg. p(A) = inf{ [ ¢(x)p(dx) | d € Cp(S), ¢ > La}.

Schreibweise (p, 1) = [ o(x)p(dx).

Sei p € Cb(5)780 > La. (¢, pin) > sup<<p,um> > ;L;r;um(A)
5 (pup) 2 imsup, nlA) " (A) > lmsu, (A,
Folgt durch Ubergang zu Komplementmengen.

w(G) = pu(G) < liminf p, (&) < liminf 1, (G)
< limsup pn(G) < limsup pn(G) < p(G) = p(G).



Bew: (Forts.)

Yiv) = )"

Satz 3.3

Bew:

Satz 3.4
(Skorokhod)

Bew:

€ Cp(S), t = Fy(t) = pu({¢ > t}) rechtsstetig
=- hat nur abzihlbar viele Spriinge
= u({y > t}) = p({yp > t}) fiir dx-fast alle t € R.

T v0m(es) " > )
2 flimo ({0 > £))dt " lim, [ a0 > 1)t

Fiir eine Folge (1n)n von W-MaBen auf (R, B(R)) gilt pun = 1
gdw. F,, (x) = F,(x) fiir alle x € R, in denen F,(.) stetig.

Folgt aus Satz 3.2 iv), da p({x}) = Fu(x) — Ii;n F.(y)¥x € R,
v/ x
d.h. p([a, b]) = u((a, b)), falls F, in a und b stetig. O

Falls X, = X fiir eine Familie von R?-wertigen ZV'en, so ex. ein
WRaum(Q]—"P)undXX Q=R mit X ~ X, X, ~ X,
s.d. X, — X P-fast sicher.

Ohne Beweis. Ansonsten [Durrett], Kap. 8. O



Korollar 3.1

Bew:

Bemerkung

Bsp. 3.1

Anwendung vom ZGS

Falls (X,)n Folge unabh. id. vert. reeller ZV'en mit m = E(X)
und 02 = V(Xy), so gilt fiir alle t € R

b Xi— £l
lim P (M < t) = i/ e ”2/2du = (1)
oo Vno V21 J oo

Folgt aus ZGS und Satz 3.3, da t — F(t) := ﬁ f_too e~ /2duy
stetig.

t— ®(t) = ﬁ f_too e=“"/2du 'Verteilungsfunktion der

Standard-Normalverteilung’.

X; unabh. Bernoulli-verteilt mit Parameter p

= E(X1) =p, V(X1) = p(1—p).

(= Y1, X; ist B(n, p) binomialverteilt. )

= P, X <

= P32y Xi = np)/v/np(1 = p) < (s = np)/+/np(1 = p)]
~ ®[(s — np)/\/np(1 — p)], falls n groB.



Definition 3.2

Bemerkung

Satz 3.5
|
]

Bsp. 3.2

Charakteristische Funktionen

Sei X ~ i eine R9-werige ZV, dann heiBt ¢x : RY — C,
ox(€) = E(&16X)) = [, & u(c)
charakteristische Funktion von X (bzw. von p).
f e’ yy(dx) == fcos (&, x))pu(dx) + i [ sin((&,x))u(dx) € C,
Rd
mlt x — cos((¢, >) x — sin((€,x)) € Cp(RY) = px(.) wohldef.

Eigenschaften von px:

lpx (&)l < 1 und px(0) =1

ox(.) ist gleichmiBig stetig auf R9:

ox (& +1) = x(€)] < [ |eEHm) — &6 u(dx)

— [ 1) 1]u(dx) TS 0 figr g - 0.

pax+b(€) = €0 ox(ak), p-x(€) = x(9),

Fiir X und Y unabhingig ist ox1+v(&) = ox(&) - vy (&).

itm— % vt?

@um,v(t) =¢€



Inversionsformel

Satz 3.6 Falls p = ¢, : R — C fiir p W-MaB auf (R, B(R)), so gilt
lim L [T e e (1) dt = p((a, b)) + LUEIuUED

Tosoo 2™ =T it

—iat _ 7/bt

Bew: o | |_|f e’stds| <|a— b|.

—iat _ _—ibt T —iat eflbt

f e b= | © J (o)
T

T _ o —
t — cos Ct) gerade f f sin t 5 a) sin t(S b) dt,u(ds)
R

:ﬁ[ u(T,s —a) —u(T,s — b)] u(ds)

T
mit U(T,z) = [ =& gt
-T



Korollar 3.2
[Eindeutigkeitssatz)

Bew:

Bew. (Forts.)

o U(T.z)= [ 50le=) gy — =T sine gy
-7
=239 sign(z) ofo snt gt = sign(z)m,
0
mit sign(z) := 1,50 — L,<o0.
e 3C>0:|U(T,2)| < CVT,z
Do%gnv. % _TT e*’ta;e*’tbso(t)dt
— %é[sign(s — a) — sign(s — b)]u(ds)
= 31(R>,) — 1(Re<s) — (u(R>p) — 1(R<b))]
= 3lu(la, b]) + p([a, bI)]
= u(la, bl) + 3(u({a}) + n({b}))

Ein W-MaB v auf (R, B(R)) ist duch ¢,(.) eindeutig bestimmt.

Fiir F = F, stetig in a,b = F(b) — F(a) = u(]a, b[) =" F(b).
Fyy rechtsst.

224 F (x) durch p,, festgelegt falls in x stet. "= in x € R.



Satz 3.7

Bew:

Satz 3.8

Levy'scher Stetigkeitssatz

Es gilt i, = 1 genau dann wenn ¢, (t) — ¢, (t) fir alle t € R

“=": Klar, da x — €™ = cos(tx) + isin(tx) € Co(R) + i Cp(R).
“<" Folgt aus Satz 3.8 unten.

Sei wn eine Folge von Borel’'schen W-MaBen auf R mit
©u, (t) = @(t) fiir alle t fiir eine Folge von Borel’schen
W-MaBen auf R und ¢(.) stetig in 0, so gilt ¢ = ¢, fiir ein
Borel’'sches W-MaB p auf R und p, = p.



Lemma 3.2  Sei (F,) Folge von Funktionen mit F, : R — [0, 1] rechsttet.
nichtfallend. Dann ex. Teilfolge n' und F : R — [0,1], rechtsstt.
nichtfallend s.d. F,(t) — F(t), falls F in t stet.

Bew: (Idee) (Fn(q))nen €[0,1] Vq € Q "2 Ex. Teilfolge n’, s.d
H(q) :=limy Fr(q) ex. VY q € Q. Setze F(t) := limgsq~¢ H(q).

Lemma 3.3 Fiir o(.) = p,u(.) und F = F, und T >0

osu— F(2)+F(—=2)] <201 -2 [T, o(t)dt]
Be : 1 Fubini itx sin( TX)
W 7 | t)dt "= /2_’_/ e dtu(dx) A T wu(dx)

sin( Tx)

L2 ) < {1 < 1)+ ldlx] > 1)

S/R

1o L / p(t)dt > p({[x] > 1Y) — u({Ix] > 1))

=(1- i)u({|><| 21} =0- *)[F( +1-F()]

Beh. folgt fiir | := =



Bew: (Satz3.8) Sein’ Teilfolge und F gemaB Lemma 3.2, so dass

Fo(t) = F, falls F stet. in t.

Sei T so gewishlt, dass F stet. in % und in —2

T.
A0 < [1- Fy

2 2 2 [T
B PG . [ ARG
"= o< 1o A2+ F(-2) <201 - 2 / (£)d]
< T 7= T).%
T=200 < [1— F(oo) + F(—o0)] € 21— ¢(0)] = 0
= F(+00) — F(—o0) =1
= F = F, fiir ein W-MaB p.
= Un = W
= O =Pu
D.h. p durch ¢ eind. bestimmt, und jede Teilfolge 1, enthilt
eine Teilfolge n”, s.d. pn, = p.

= un, = p fiir die gesamte Folge u,,.



Satz von Lindeberg-Feller

Satz 3.9 Es sei (X(")),-:L__A’mn, n € N eine Doppelfolge von reellen ZV'en,
sd {xI", .., (")} unabh. fiir alle n € N,

S E(X) 23 und ST V(X)) S 62,
Dann sind dquivalent:

) Xy = Zn Xi(") = X~v,2und  sup  V(X;
i=1 i€{L,c,nm}

ii) Fiir alle e > 0
S EIX — E(X)2 X — E(X) > =5 0
i=1

Bemerkung Die Eigenschaft ii) heiBt Lindeberg-Bedingung.



Lemma 3.4

Bew:
Lemma 3.5

Bew:

Lemma 3.6

Bew:

Bew. von Lindeberg-Feller: Vorbereitung

Seizi,...,zn,2,...,2y € C mit|z],|z| <1, dann

%z =TT 2] < X |z - |
Duch Induktion nach n (Ubung}.

n
kOkl

2|t|n ‘t‘n+l )

Firt € R, n € Np. |eit— ) (nf1)!

| < min(=;

Induktion nach n.
n=0:|e" — 1| =| [ e*ds| < |t| und |e — 1| <2 ~+ Beh.

Ind.Schritt folgt aus e’ — S 170 ’B = [, [e" =S h o (ii?k]ds.

Fiir X ~ vmy v, Y ~ Vmyv, unabh. ist X +Y ~ Vit my vi4v

ox+v(t) = ox(t)pv(t)

_ eimlt—%tzeimzt—%ztz _ eit(m1+m2)—¥t2



Bew. von Lindeberg-Feller: ii) = i)

e ObdA E(X)=0und o2 =1
) _ X" -Ex™) )

(Andernfalls argumentiere mit )A(,(" i

e Bezeichnungen
02 = V(X"), 02 = S 0210 enilt) == oy (D).
e Seie>0

sup cfi,— <&+ sup E[(Xi("))z; \X,-(")\ > €)

ie{1,..., nm} e{1,..., nm}
mnp
<@+ 3 EXE X > 0 T ¢
i=1
= lim sup o2, =0.
n—ee i€{l,....;nm} ,
2 (n) (n)
®Sei Z,:= ) Z"W mit ;") ~ 1y, i =1,...,m, unabh.
i=1

Mit @n,i(t) = wz_(")(t)'
' 2 oo 12

= 0z7,(t) = 17 Bni(t) = e 2908 "2 =3 dh. Z, = vp;.



Bew. von Lindeberg-Feller: ii) = i) (Forts.)
o [Tlent- ﬂsan,i(r)‘ S omi(t) ~ i)

S 1220 N" s 1.2 2
< leni(t) =1+ Stonil+ D |ni(t) =1+ St 00l
i=1 i=1
=1+

e Taylor & SUPUE,:‘ <oo=3C=C >0sd.

n,i

m mp
H<CY, 0%, <C sup 02,5 02, =F0.
i i=1

n
O-n7l . .
i=1 i=i,...,m,

o It Mit K, := 3|t[2 min(|t],1)
mp 1 T n . n
Z|<Pn,i(t) -1+ §t20n,f|§Kt Z E[|Xi( )|2 min(L, [X/"[)]
i=1 i=1

<Kee Y oni+ Ke Y EIXTPIXT| > =S e
i=1 i=1

Wegen € > 0 beliebig lim px, (t) — e~2t = Beh.



Bew. von Lindeberg-Feller: i) = ii)
o T qup P(IX|>e) < sup Ze X0

€

ie{l,- ,my} i€{1l,-,my}
o “Z2°  sup |pni(t) =11 < sup  E[min(2,[t X|)]
[6{17...7,"”} [6{17...’,77"}
<2 sup P(|X,-(")\ > €) + €|t X0
ie{l,--- ,my}

= log ¢, i(t) definiert fiir log : C\ R<g — C, falls n groB.
o E(X(") =0 "= |, (8) — 1] < CJe202.

= |log(n,i(t)) — (n.i(t) — 1)

log(1 — (¢n.i(t) = 1)) = (ni(t) —1)|

Taylor-Entw. von z — log(z) inz =1 C|(<pn7l(t) _ 1)‘2 S Ct40_ﬁ’i

mp my, my
o 3 logpni(t) = X (pni(t) —1)| < C 3 tho7;
i=1 i=1 i=1

m,
<CtH( sup 02;) Y02, 0.
ie{l,-,m} =1
mp 5
o logo,(t) =Y. logwni(t) =3 —% nach Voraussetzung
i=1

m, n 5
= ;(@n,i(t) -1) e -5



Bew. von Lindeberg-Feller: i) = ii) (Forts.)

.« %ﬁlRe(%J( )—1) = zl(Re(san (£) - 1)
— Z(E[cos(tX N —1) =P Re(—L) = -&
. Wegen 0<1-cos(f) < —%, fire>0

lim sup>>7, E[(X(™)%: 1X(7] > €]

=timsup (o — L E(X7) X7 < )

n—oo
=limsupl — > " E[(X ) |,-(")|§E]
n— oo
<limsup1 — 22 E[l—cos(tX )|X,-(")|§€]

2
=limsup ZUEL - cos(tX™); |X7| > ¢]
<limsup —Zm" P(IX"| > €) < limsup izm” oni= L
n— oo ! IS €2t? =17 €t?

Mit t — oo folgt die Lindeberg-Bedingung.



Satz 3.10

Bemerkung

Satz von Berry-Esseén

Fiir Sp == Y"1, X; mit (X,)nen unabh. ident. verteilt mit
E(X1) =0, V(X1) =1 und E(|X|*T®) < oo fiir ein a > 0 ex.
C>0,0>0,sd.

1 1 o —£2)2 s
sup P—SnZa——/ e dt| < Cn?.
oo PO =)o ), |

e Quantitative Fehlerabschatzung im Zentralen Grenzwertsatz
* 0= 555 (siehe Beweis unten).



Lemma 3.7

Bew:

Bemerkung

Lemma 3.8

Bew:

Berry-Esseén: Vorbereitungen

Falls f € C(R), f>0unde x)dx < oo gilt
x) = 5r Ja €™ pr(y)dy

mit pf(t) == [ e ’tXf( )dx.

O.B.dA. [, f(x)dx =1.

~ Def. W-MaB n(]a, b)) : f f(x)dx = n({a}) =0VaeR
Beh. folgt durch Ableiten der /nverSIonsforme/ (Satz 3.6) nach b.

. n(t) @f(t) heiBt 'Fourier-Transformierte’ von f.
¢\ 2 f]R M or(y)dy
f ( 2x Je @ r(y)dy = [y €™ pr(—y)dy

Fiir —oo < a< b < +00,0< h< 252 und f, 5 : R = R,
fabn(x) =
o ho)(X) + Lfaep g nf ()2 + Dy iy (1 — 25D gilt

_ 1 ixy e T —e T sin(hy)
fab.n(x) = o fRe Y iy hy dy.

Phon(—y) = %ﬂsm(hy (Nachrechnen).



Lemma 3.9
R|emann Lebesgue)

Bew:

Lemma 3.10

Bew:

Berry-Esseén: Vorbereitungen (Forts.)

n— o0

Fiir f € LY(R, dx) gilt [, e™f(x)dx — 0.

Fiir f(x) = L[, ) ist | [5 €™ F(x)dx| = L]eM — e/ma| < 2.
Hieraus fiir f € L*(R, dx) durch Approximation (s. Ubung).

Fiir pi,v W-MaBe auf R mit [, xu(dx) = [ xn(dx) = 0 ist

Ji () = 1)) = 3= lony) + o ()] 55 8y,
mit f5: R = R, f55(X) = Ljathoc)(X) + Ljaep a+h[( x)x=2th a+h

Lemma 3.8 und Fubini ergeben

AMWMW%WM)

e~ _ =ity sin(hy)d

= 5 [let) =1 ===

Wegen [, xp(dx) = [ xn(dx) = 0 ist [0 (y) — @n(v)| < Cly| nahe
bei 0, somit y — [pu(y) — @n(y)]#% € LY(R, dx).
Behauptung ergibt sich aus Riemann-Lebesgue mit b — oc.



Satz 3.11
(Esseén—UngI.)

Bew:

Berry-Esseén: Vorbereitungen (Forts.)
Fiir p,v W-MaBe auf R mit [, xu(dx) = [ xn(dx) = 0 und
falls3C >0, s.d. p([a, b]) < C|b— a|Va < b, dann

zuralu([éh o0)) = v([a, 0))|

/Iw(y) %(y)lsm(hy)d +2hC

® Liooo) < forhh S Lahoo) =
n([a,o00) — p([a,00) < [i fanndn — (Jg famnndp — 2hC)
hd ﬂ[a,oo) > fa+h,h > l[a+2h,oo) =

(2. 0) — n([a.00) < (Jy fasnndpt +2hC) — [, Fasnnd

= suplr([a, 00) — ji([2, 00)| < sup| / fan(x)d(p — n)(x)| + 2hC

Lemma 3.10

sup / loa(x) — (u(x )\s'“( Y) g + 2hC.

O



Lemma 3.11

Bew:

Bemerkung

Korollar 3.3

Bew:

Berry-Esseén: Vorbereitungen (Forts.)

Sei X ZV mit E(X) =0, V(X) =1 und E(|X|**®) < oo fiir ein
a >0, dann
ox(t) = 1= L 4 r(t) mit limsup,_o |r(t)]/|t2T* < .

Folgt aus Lemma 3.5 fiir n = 2. (s. Ubung).
Alternative Formulierung: px(t) =1 — % + O(Jt|**®).

Falls (X,)n unabh. Folge von ident. verteilten ZV'en mit
E(X1) =0, V(X1) =1 und E(|X1]**®) < oo fiir ein o > 0, so
ex. C>0,sd fiirS,=3",X

s, (£) — exp(—t2/2)] < L2 falls |¢] < nafe
vn

5.(t) = ox(t/V/n)" = exp(nlog wx, (t/v/n)).

Beh. folgt aus Lemma 3.11 mit Taylor-Entw. fiir exp und log.



Berry-Esseén: Beweis

Esseén-Ungl. fiir n = n, = Verteilung von S,/+/n und u =151

= :ggP(ST > a) — vo,1([a, 00))

< f|cps,, (t)—e”|Mdt+ Ch

mit 0 .= 37~
Sg/ des & ...dt+ Ch
h ‘t|§n9 h |t|2n9
s C It € —dt+ Ch
ltj<n0 D% h |¢|>n® t?

< C( (a+1)0—«
~ h

= — 4 on

hna+2

Die Behauptung folgt durch Wahl von h = h, = n~ (]



Gesetz vom lterierten Logarithmus

Satz 3.12  Sei (X,)nen eine unabh. Folge von ident. verteilten
Zufallsvariablen mit E(X1) = 0 und V(X1) = 1, dann gilt fiir

Sni=>11 X, dass
lim su =2
Prooc V/niog(log n) v2 fast sicher.

S, -2

HmMﬂaw;ﬁﬁﬁgﬁ

Bemerkung limsup %Sn = oo und Ii_}m msn =0 (s. Ubung 9).

n— o0



Satz vom lterierten Logarithmus —
Vorbereitungen

Lemma 3.12  Fiir a > 0 hinreichend groB gilt
(1+a

\/%e <1/01([a OO))S \/—ﬂ_ 7.

Bew: 15,1([a, 00))= \/ [Fdt< L[ > te=t'/2dt = ﬁie"’/z

Fiir a hinreichend groB ist e *(t + 1) < 1 fiir alle t > a, somit
Vot ([a, OO))Z \/% faoo e_t2/2e—t(t + ]_)dt = \/%e—(1+a)2/2. 0
Lemma 3.13  Fiir Xy, ..., X, unabh. ZV'en, S := Y5 X; und n, e > 0 gilt
\Ottaviani—Skorokhod) P( max |51| >n+e€)- min P(‘Sj — S, <€) < P(|S,| > 1)
m<j<n m<j<n

bzw.
P(max5>77+e) min P(S; — S, <€) < P(S,> 1)
m<j<n m<j<n

Bew: Analog zum Beweis der Levy-Ungleichung (Lemma 2.9).



Iterierter Logarithmus — Beweis

1) Obere Schranke: limsup ” < V2

Bemerkung  Zusatzbed. fiir Bew. hier: E(|X1|>T®) < oo fiir ein a > 0.

Sei ¢(n) := /nlog(log n)
e Zeige fiir alle A > /2 ex. Folge n, /o0, s.d.
220 P(maxk,_,<jck, 5 = Ad(kn-1)) < o0
Falls richtig, 228" limsup, " =1520 % < X fast sicher.
7228 Jimsup,, 57 < )\ fast sicher VA > /2 ~ fiir A = /2.
o 2 P(maxk,_,<j<k, S = A) < 2P[Sk, = (A — 0)d(kn-1)]
falls supy, | <i<, P[Sj = 0d(ka—1)] fiirein 0 <o < \.

Letzteres gilt fiir hinreichend groBe n, denn
sup  PIS > oo(ky )] < sup PS> od(kn 1)

kn—1<i<kn kn—1<i<k,
Tschebyshev P
< 1<5UP PlISj| =z op(kn-1)] < 2wy
I
_ ky 1

%1 oZlogloglo) O falls limsup, kn/kn—1 < 00



e Bleibt zu zeigen: Y\ > /2 ex. Folge k, /* 0o mit
limsup, kn/kn—1 < 00, s.d.

>n P(Sk, > N¢(kp-1)) < 0.
e Wihle k, := |p"| mit p > 1, dann k,/k,—1 — p und

k)  _ Le"] log log| p" |
) = \ o7\ Togloglom 1] 7 VP
Wegen X' > V2 ist X := X'/,/p > v/2 falls p > 1 hinr. nahe 1.
= genliigt zu zeigen: Fiir A > 1 und p > 1 ist

> P(Sk, = Ao(kn)) < 0o. mit k, = [p"].
o "= P(Sk, > Ap(kn)) < vo,1([an, 00)) + Ck;y 0
mit a, := A¢(kn)/vkpund 6 > 0= 3" k9 < o0,

1.2 2 n
: -1 —22/2log|
o 32 ([an, 00)) < Ce 2% = Ce N /2loeloele”

7 —X2/2log log p" —22/2
< Cle /2loglog p" _ ~p=A"/

= >, 0,1([an,00)) < 00 ~» Beh.



Bew. Iterierter Logarithmus (Forts.)

2) Untere Schranke: limsup =25 > V2
o Mit k, = |p"] sei Y, —SkM—Sk.

SR > Akl =S (ks — k) + Z v([bn, )

n

Lemma 3.12 i
> Z(kn+1 — k) + Zexp[—§(1 b
wobei b, = \>¢( kni1) _ )\\/m

— oo fiir n — oo
\/kn+1_k

n+1_k

o (1+b,)? = b2(1+ bn) < (1 + €)b? fiir € > 0, fiir n groB.
Analog b, < \y/log log p"t1, /%1(1 + €) fiir n groB.

A 2
22 S ek > O3 o zﬁ:oo,fans%ﬁa.

Borel-Cantelli & A — 4/ 2(2=1)

. - " limsup, ke

Yo > 2(p—1)
+1) = P
e = limsup, ¢(k 5= = limsup,(Y, + ¢ ey )7

obere Schranke
limsup,, Yn—llmsupm pe g \/@_\/%
e = limsup, qu) > ,/72(’);1) - \/g f.s. fiir alle p > 1° =" Beh.




Exkurs zu groBen Abweichungen: Satz von
Erdos-Renyi

Satz 3.13  Sei (X,) eine Folge von ident. vert. ZV'en, S, = >"7_, X; und
A B(R) s.d.
es existiert Iy := —lim, 1P(22 € A) €]0, 00|,
dann gilt fiir

R :=max{l — k [0 < k < | < m; 2= € A}

dass

Rm
log m

lim = ,i fast sicher.
A
Korollar 3.4  Fiir eine Folge (X;) von unabh. Bernoulli-p-Variablen gilt
lim IO’?H = m fast sicher, wobei R,, : = Maximale Anzahl
aufeinanderfolgender 1-en in den ersten m Versuchen.

Bew: Folgt aus Erdés-Renyi mit A = {1} und Cramér, I{1, = log(1/p).



Bew. Erdos-Renyi — Untere Schranke

Fir T, := min{/| 5,’:fk € Afirein0< k </[—r}ist
{Rm>r}={T, <mj}.
Fiir Cp,p := {272 € A} st
{T, <m}cUi—y U k+er/CUk U/ ktr G
= P(T, <m) < mY2, P(S: € A).
Mit m = [e"4=) |, wobei 0 < € < 2/, folgt

iP(Tr < ef(lA7€)) < Ci ella—e) iefn(lAfé) < Ciefreﬂ < oo.
r=1 —1 —r —

Pt p(fim sup, . { T, < e4=9)}) =0
= P(limsup,_, o {R| a0 = r})
Mit r=r, = L'°g"J folgt wegen LeL’A ‘

dass

1Ua E)J = n fiir n groB,

P(limsup,_, . {R, > 'jgg}) =0
somit limsup,, Icf% > i fast sicher.



Bew. Erdos-Renyi — Obere Schranke

Sei B := {5" S e AY. = ULml/rJ By C{T, < m}.
(B)); sind unabh, mit P(B)) = P(> € A)

Lm/r]
= P(T,>m)<1-— U B) = (1 — P(By))t™/")

< e LPE)  exp(—m/r P(Y € A).

Mit m = [era+e)]

o0 oo
r(late) G r(late) ,—r(Ia+5)
D_P(Tr =) <) Jexp(——ehtdem )
r=1 r=1
< Ze p(—coesr) < oco.
r=1

BoretCagell T < e’(’”e) fiir schlieBlich alle r, fast sicher.

=2 liminf, £ o > ,1 fast sicher.



Kapitel 4:

Bedingte Erwartung



Definition 4.1

Bemerkung

Bsp. 4.1

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei (Q, F, P) ein W-Raum und A € F mit P(A) > 0, dann heifit
Pa: F— [0, 1]

PA(E) = PoE)

bedingte Wahrscheinlichkeit (von E) gegeben A.

o Py ist ein W-MaB auf (Q, F).
e Alternative Notation Pa(E) = P(E|A)

(2, F, P)= W-Raum fiir zweifachen unabh. Miinzwurf mit
Erfolgsparam. p €]0,1].

A : = Mindestens ein Mal Erfolg,

E : = Erster Miinzwurf erfolgreich

_ 2
ﬁPA(E):%:ﬁ



Satz 4.1
(“Satz von Bayes”)

Satz 4.2

(“Satz v. d. totalen
Wahrsch'keit”)

Bemerkung

Bsp. 4.2

Elementare Anwendungen

Falls E C A ist P(E) = Pa(E)P(A).

Falls Q = U A; fiir Aj € F mit Aj N Aj = 0 fiir i # j, dann gilt
furEe]:

P(E) = 5Ly Pa(E) P(A).
Haufige Darstellung im “Baumdiagramm” ... (s. Tafel).

Wenn es regnet, nimmt Herr L seinen Schirm mit Wkeit 70%
mit. Wenn es nicht regnet, lisst Herr L seinen Schirm mit Wkeit
90% zu Hause. Die Wkeit von Regen ist 30%.

Wie wahrscheinlich regnet es, wenn Herr L seinen Schirm dabei
hat?



Definition 4.2

Bemerkung

Bsp. 4.3

Bedingter Erwartungswert

Sei (Q,F, P) ein W-Raum und A € F mit P(A) >0, XQ — R
eine ZV'’e. Dann heiBt

Ea(X) == E(éjl)/‘)

bedingter Erwartungswert von X gegeben A.
fQ PA dw)

(Forts.) (2, F, P)= W-Raum fiir zweifachen unabh. Miinzwurf
mit Erfolgsparam. p €]0,1].

A : = Mindestens ein Mal Erfolg,

X : = Anzahl der Erfolge

_ _ 2
> Ea(X) = MU — 2




Definition 4.3

Bsp. 4.4

Satz 4.3

Bew:

Notation

Bedingte Erwartung

Sei (Q,F, P) W-Raum und X : Q — R eine ZV'e
sowie G C F Unter-o-Algebra, dann heiit Z : Q — R
integrierbar mit

1) Z ist G-messbar

2) [ ZdP = [ XdP VG € G.

bedingte Erwartung von X gegeben G,

Falls Q = U A; fiir Ay € F mit AN A; =0 fiir i # j, und
g —O'{AHI—]_ ., N}
FurX.Q—)RZVeseiZ:Q%E,
n
Z:= Z EA;(X) L,
i=1

= Z ist bed. Erwarung von X gegeben G.
Fiir Z und Z' bed. Erw. von X geg. G ist Z = Z' fast sicher.

[ZdP = [ XdP = [ Z/dP¥G € G " 72" P(Z £ Z') =0
G G G

Z = E(X|G) ( 2%’ eindeutig fast sicher, falls ex.)



Bedingte Erwartung — Eigenschaften

Satz4.4 1)X>0= Z=E(X|G) >0 fs.

Bew:

2) X integrierbar und Zy = E(X4|G) = Z, — Z_ = E(X|G)
3) X1, Xa integrierbar und Z; = E(X;|G) =
Z =21+ 2, = E(X1 + X2|G)

1){Z <0G = [ 5.0 ZdP = [17_q, XdP >0
= P({Z < 0} =0, weil andernfalls [, _o, ZdP < 0.

2) X int'bar < min(E(X,), E(X_)) < 0c0. =% Zy > 0 und
[ZedP = [ XydP = min(E(Z.,Z_)) < o
Q Q

=>Z7Z=27Z,—-Z € R wohldefiniert u. integrierbar, G-messbar mit
[ZdP = [Z,— [Z_dP = [X. — [X_dP = [ XdPVG €G.
G G G G G G

3)Z € Y(Q,G,P)=Z =27+ Z, € L}(Q,G, P) mit

fG ZdP = fG(Zl + 2Z5)dP = fG(Xl + X2)dPVG € G.



Bedingte Erwartung — Existenz

Satz 4.5 Sei (Q,F,P), G C F Unter-o-Algebra und X : Q — R

Bew:

integrierbar, dann ex. E(X|G).

1. Schritt — falls X € L*(Q, F, P):

PRIt Mt U = 12(Q,G, P) C L2(Q, F,P) =: V sei Z die
orthogonale Projektion von X auf U

= Z G-messbar. Fiir G € G ist 1¢c € U

= 0=E((Z—X) 1g) = [ ZdP — [ XdP .
= Z = E(X|9).
2. Schritt — falls X > 0:
Fiir k € N sei Xy := min(X, k) = Xk € L2 = Z; := E(Xk|G) ex
X1 — X 2 0= Zipy — Zie = E(Xpq1 — Xi|G) > 0.
"SST Fiir Z = lim Z G-messbar, G € §

deP = lim [ ZdP = lim [¢ XcdP = [ XdP = Z = E(X|G)

3 Schritt — falls X integrierbar: Setze Z := E(X4|G) — E(X_|G).
= Z wohldefiniert, G-messbar, fG ZdP = fG XdPVG € G. O



Projektionssatz

Definition 4.4  Ein Vektorraum (V,K) mit Skalarprodukt {.,.) : V x V — K,
welches eine vollstindiger Metrik auf V' definiert gemaB

d(vi,va) = |lvi — vally := \/<v1 — Vo, V1 — Vo)
heiBt Hilbert Raum.

Bsp. 4.5 e V=R"mit (x,y) = >.7_; xiyi.
o V =1[2Q,F,P) mit (X,Y) = E(X-Y). (Fischer-Riesz)

Satz 4.6 Sei U C V ein (bzgl. der Metrik d(.,.) = ||. —.||)
abgeschlossener linearer Unterraum eines Hilbert-Raumes V.
Dann ex. zuv € V ein eind. u € U, s.d.

lu—vll = infueull — vl.

Bemerkung  Fiir ¢ € U ist € — ¢(€) := ||u + €£ — v||> minimal in e = 0,
=0=5p(0)=(u—v,§ VEeU.

Bemerkung u heiBt orthogonale Projektion von v auf U.



Beweis Projektionssatz

W =0€eu
e 0 < m:=infycylu—v| < lv]| < oo.
e Wihle Folge ux € U, k € N, s.d. ||ux — v|| = m.

e Beh.: Dann ist (uk)x ist Cauchy-Folge in U C V/, denn sonst
ex. € > 0 und Teilfolge (ux,)n s.d. ||tn, — Un,.,|| > €Vn € N.

R Up, +Up
= FUI’ unp ::% € U

- 21 2
l[an = V" = Z11(un = v) + (tny = V)l

1 2 1 2 1 2
= 1, = VI + 5 s = I = e, =) = (s = V)]
1 2, 1 > 1 2
= St = VI + 5ty = VI = i, =t |
1 1
< Emz + Emz — 562 < m?

falls n hinreichend groB = Widerspruch zu m = infj lu—v].
ue

V vollstindig U abgeschl.

=" Ju=limu = uveU=|v—u|=m
e u eindeutig, da andernfalls [|“32 — v|| < m (s.0.). O



Satz 4.7

Bew:

Bedingte Erwartung — Weitere Eigenschaften

1)E
2)E

X|G) = X, falls X G-messbar.

aX + BY|G) = aE(aX|G) + BE(Y|G)

3) E(XY|G) = XE(Y|G), falls X G-messbar.

4) E(X|G) = E(X), falls X unabhingig von G.

5) E(E(X|9)|H) = E(X|H) falls H C G

6) (E(X|G)) < E(o(X)|G), falls ¢ : R — R konvex

7) E(XY|G) < E(IX|PIG)/PE(|Y|9|G)M9 , falls & + L = 1.

~—~ A~~~

Folgt entweder direkt aus der Def. von E(.|G) bzw. analog zu
den Eigenschaften vom Erwartungswert (s. Ubung. )



Kapitel 5:

Markovketten



Definition 5.1

Bezeichnungen

Bsp. 5.1

Definition 5.2

Bemerkung

Eine Fam. (X;)ic; von ZV'en X; : Q — E auf (Q, F, P) mit
Werten im messb. Raum (E,E) heiBt Stochastischer Prozess.

e £ — 'Zustandsraum’
e f : E — R messbar — "Observable’

o X,: =" &, neN, mit& unabh. id. vert. reelle ZV'en.
~ E=R.

e X,= Sitzanordung der Studierenden im Hérsaal in der n-ten
Sitzung. ~~ E= Menge aller méglichen Sitzanordungen.

Sei | total geordnete Menge und (X;),c; stoch. Prozess mit
abzihlbaren Zustandsraum (E,E = 2F), s.d. fiir alle
H<bh< - <iy< iN+1 undA,-Eé',eE E
P(XiN+1 € AN+1|Xi1 €A, ... 77X"N71 € AN—17XiN = e)
= P(XiN+1 € AN+1|X"N =e)

so heiBt (X;);c; Markov-Prozess.

(Xi)ier Markov := Xi,., (‘kiinftiger Zustand') hangt nur von Xi,
('Aktueller Zustand’) ab, nicht von der weiteren Vergangenheit.



Definition 5.3

Lemma 5.1
: “Markov-Lemma” )

Bew:

Bemerkung

Vereinbarung

Sei (Q,F,P) und A, B, C € F. Dann heiBen A, B bedingt
unabhingig gegeben C, falls P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C).

Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir A, B, C € F
1) A, B bedingt unabhingig gegeben C

2) P(A|IBN C) = P(AIC)

3) P(ANC|B) = P(A|C)P(C|B)

Ubung.

Markov Eigenschaft < Zukunft und Vergangenheit bedingt
unabhingig gegeben die Gegenwart.

Im folgenden ist stets (falls nicht anders bezeichnet)
e E abzihlbar mit £ = 2F.
o | = Ngy ~» (Xk)ken, 'Markov-Kette’.



Definition 5.4

Satz 5.1

Bew:

Bemerkung

Sei (Xk)ken, eine Markov-Kette auf E.

P = P(Xoy = jIXyo = i), i,j € E, m>n >0, heibt

(m, n)-Ubergangskern von (Xj).

e (Xx) heiBt (zeitlich) homogen, falls P,-(’;-"’") = P,-(777+k’"+k) fiir
alle k € Np.

o )\ = Vert(Xo) heiBt Startverteilung von (Xi)x

Eine Markov-Kette (Xi)ken, ist homogen < P,-(’T’") = (P™");
(Matrixprodukt) mit P = P (1-Schritt Ubergangskern).

< klar.
Beweis von ‘=" durch Induktion nacht = m—n. Fallst =1
k/ar Fur t+41:
PO = pUFLO) = p(X, iy = j1Xo = i)
= ter Xt+1 =j,X1=0|Xo=1)
e 37 ee P(Xew1 = j1X1 = 0)P(X1 = o|X;) = (P" - P);.

P =: (pjj)i jeexe 'stochastische Matrix’, d.h. p;j > 0 und
> jce P =1Vi€ E.



Definition 5.5

Satz 5.2

Bew:

Endlich-Dimensionale Verteilungen

Sei (X;)iei ein stoch. Prozess mit Werten in E, dann heiBt die
Familie die W-MaBe (P,'hm’,'N),'13,'2’...S,'N€[

Pl'17~~-7iN(A17 - ,AN) = :D()<,'1 c Al, - ,X,'N S AN), A €€
die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X;);¢;.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen einer homog.
Markovkette (Xy)ken, sind durch \ (Startverteilung) und P
(Ubergangskern) eindeutig bestimmt.

P(Xn = e,,,...,Xo = eo)

= P(X,, = en\X,,,l = €n—1,y--- ,Xo = eo)P(Xn,1 =

€n—1,y--- 7)(0 = eo)

= Pe,,,l,e,,P(Xn—l = €n—1,y--- 7)(0 = eo)

= =][[L; Peye, s P(X1 = €1, X0 = )

= [I7-1 Peye, s P(X1 = 1] Xo = €0) P(Xo = eo)

= [17_¢ Pey,er_1 A(€0). ~ eind. bestimmt durch P und .

Wegen P(Xy € An, ..., X0 € A0) = X(e, . ep)eAnx...a P(Xn =
€n,...,Xo = &) folgt hieraus der allgemeine Fall. O



Definition 5.6

Satz 5.3

Bew:

Bemerkung

Satz 5.4

Realisierung auf dem kanonischen Pfadraum

Q:=E = {w = (wj,i € No)|w; € E} heiBt 'kanonischer
Pfadraum’, X; : Q — E, Xj(w) := w; 'Koordinatenabbildung’.

Zu X W-MaB auf E und P = (P; )i jeexe Stochastische Matrix
ex. genau ein MaB auf (2,29), s.d. (Xk)k>0 mit Xk : Q — E,
k-te Koordinatenabbildung eine Markov-Kette auf E definiert
mit Ubergangskern P und Startverteilung .

e Def. Inhalt Po(Z) auf 'Zylindermengen’ der Form
Z=A1 X...AN X EXE... durch

N—1
PO(Z) = Z(EQ,...,EN)EA1><...AN )\(eo) Hi:O Pe,-,e,-+1

e Py is PramaB auf Z = {Z|Z Zylindermenge}

= Py eindeutig fortsetzbar als MaB auf o(Z) = 2. O

(Xk)ken, mit Xi : Q = ENo — E heiBt Koordinatenprozess.

Zu X\ und P gibt es eine im Sinne der endl. dimensionalen
Verteilungen eindeutige homog. Markov-Kette (Xk)ken, auf E
mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung \.



Definition 5.7

Bemerkung

Definition 5.8

Bemerkung

Satz 5.5

Ausblick: Messbarer Zustandsraum (E, &)

Sei | eine geordnete Menge und (X;);c; ein stochastischer
Prozess mit Werten im messbaren Raum (E,E). Dann heit
(X;); Markov'sch, falls Vf : E — R messbar beschrinkt,
i>jel,

E[f(X)|o(Xk, k < j)] = E[f(Xi)]o(X))].

Aquivalent zu Def. 5.2, falls E abzihlbar (wihle f = 1;).

Eine Familie (Px)xer von W-MaBen auf (E,E), s.d. x = P,(A)
messbar fiir A € £, heiBt Markov-Kern auf (E, ).

Interpretation P, (A) = P(Xy € AlXp = x).

Zu einem Markovkern (Py)xeg und einer W-MaB X auf E ex.
eine (im Sinne der endl. dim. Verteilungen) eind. Markov-Kette
(Xk)ken,, so dass Xo ~ A und fiir f : E — R messbar
E[f(Xk+1)‘o—(X17 Ce 7Xk)] = fE f(Z)PXk(dZ) fiir alle k € Ny.



Definition 5.9

Bsp. 5.2
(Ruinproblem)

Satz 5.6

Bemerkung

Trefferzeiten und -wahrscheinlichkeiten

Sei (Xk)k>o ein stoch. Prozess auf E und A C E, dann heit

Ta = |nf{k > O|Xk € A}
Trefferzeit von A.
Fiir i € E heiBt h* := E(Ta < 00| Xo = i)
Trefferwahrscheinlichkeit.

(Xk)« Irrfahrt auf Ng mit Py = p falls j =i + 1, bzw. P;j = q
fallsj=i—1, p+q=1undi>1, sowie Poyo =1, anonsten
Pj =0. Mit A= {0} ~ Ty0y= “Ruinzeit”.

E > i+ h? €10,1] ist die minimale nichtnegative Lésung von
ht =1 firi e A
ht = Z p,-jij fiir i € A°.
JEE
(h?)ice minimale nichtnegative Lsung :< g; > h? fiir alle
i € E, falls g > 0 ebenfalls Lésung.



Lemma 5.2

Bew:

Bew:
(von Satz 5.6)

Falls (X )x Markov-Kette auf E und f : ENo — R messbar

E[f(Xo, Xni1,--. )| Xo € Agy- .., Xo1 € A1, Xn = i]
—E[F (X, Xoi1, - )Xo = 1) 7 CL ™ E[F(Xo, Xa, .. )| Xo = ).

Firf =17y mitZ={e1} x...{en} x EX E--- € Z ergibt sich
Beh. durch Nachrechnen. ~~ Fiir allg. f durch Approximation.

Fiiri € Aist P(TA=0|Xo = i) = 1, also hf* = 1.
Fiiri € A¢ist P(TA>1|Xo = i) =1
W =P(Ta<oolXo=1i)=P3En>1:X,€cAXo=1i)
=> PEn>1:X €A X =j|Xo=1i)

JEE
=> P@En>1:X, € AXq =j,Xo = i)P(X; = j|Xo = 0)
JEE
terz2 22N " P(En > 1: X, € AlXa = j)P(Xq = j|Xo = 0)
JEE
(Xg) homog

> PEn>0:X, € AXo=))ps = _h'py.
JEE JEE



Bew:
(Satz 5.6, Forts.)

Minimalitat von h?:
Sei g; > 0,i € E weitere Lésung. Fiiri € Aist1=h'>1=g.
Fiir i € A°

g =Y gpi=y pil+ ) pig

JEE JEA JEAC
= Zpij + Z PUZijgk
JEA JEAC keE
= Zpij + Zpyijk + Z pij Z Pik8k
JEA JEAS keA JEAC keAc
=P(Ta=1X =) +P(Ta=2[Xo=0)+ > pj > Pia

JEA®  keAc

+ Z Z Z Pijy Piviz « - - Pin—1in Bin

J1EAC pEAC JNEAS
g2>0
> P(TA<NIXo=1i) VNeN.

Mit N — oo und monton. Konvergenz
:>g,'ZP(TA<OO|X0:I'):h}4. U



Bsp. 5.2
(Forts.)

Anwendung — Ruinwahrscheinlichkeit

hi = P(T{% < 0o Xy = i), i € Ny ist die minimale nichtnegative
Losung von hg = 1 und h; = ph;11 + gh;_1 fir i € N,

eFalls p#q = h=A+ B(%)i fiir i € No.

Falls p < g folgt aus h; € [0,1], dass B = 0 und wegen

A= hg =1, dass h; =1, d.h. Ruin fast sicher in endlicher Zeit.
Falls p > q, folgt wegen hg =1 dass A+ B =1, d.h.

hi = (%)i +A(1 - (%)i), und wegen h > 0, dass A > 0. =
Minimale Lésung gegeben durch h; = ().

D.h. Ruinwahrscheinlichkeit echt kleiner eins, eponentiell fallend
mit dem Anfangskapital /.

e Falls p=q: = h; = A+ Bi, wobei wegen 0 < h <1 gelten
muss, dass B=0und A=1= h; = 1VIi.



Mittlere Trefferzeit
Definition 5.10  Fiir A C E heiBt k{* := E(Ta|Xo = i) mittlere Trefferzeit.

Satz 5.7 k#,i € E ist die minimale nichtneg. Lésung von

kA =0 fiir i € A
k=143 pyki*  fiiri € A°.
jEE

Lemma 5.3  Fallsi,j € E, pj >0, i € A, dann
E(TalXe =j, Xo = i) =1+ E(Ta|Xo = ).
Bew: (Satz5.7) Falls kA =0 falls i € A. Falls i € A° ist Ta > 1 P(.|Xo = i)- fs.

K= E(TalXo = 1) = 3 E(Taly (%) 1X0 = )

JEE
=D E(TalXy =j,Xo = )P(Xa = j|Xo = i)
JEE
=Y E(TalXu =, Xo = N)py “"=°7 Y " py(1+ E(TalXo = )
JEE JEE

jeE



Bew: Falls j € A:

(Lemma 53) E(TalXo =i, Xi=j)=EQQXo=iX1=j)=1=
1+ E(TalXo =) .
Falls j € A€ und E(Ta|Xo = j) = 00:
E(TalX1 =4, Xo=1)>14 p;E(TalXo =j) = o0, also Beh.
Falls j € A und E(TalXo = j) < 0o
E(TalXo =i, X1 =j)=3_,5onP(Ta=n|Xo =i,X1 =) und
fiirn>?2

P(Ta=n|Xo=i,X1 =)
=P(X1 €A°,..., Xac1 €A X, €AX =i, X1 =)
emme 22 p(Xo € A, ..., Xpeo € AS, Xam1 € AlXo = J)
=P(Ta=n—1X =)



Bew: =E(TalXo=iX=j)= nP(Ta=(n—1)|X =)
(Lem. 5.3, Forts.) n>2

=Y (n=)P(Ta=(n=1)Xo=j)+ Y P(Ta=n—1X =)

= E(TalXo =Jj) + P(Ta < 00| Xo = j) = E(Ta|Xo =) + 1,
weil E(Ta<oo|Xg=1)<oo=P(Ta<oo|Xp=i)=1 O

Bsp. 5.3 E={0,1,2,3}, poo =1, pr2 = p23 = p, pro = P21 = G, P33 = 1,
p+qg=1 A=1{0,3}.
ki = k? fiir i € {0,1,2,3}.
ki = 0 fiir i = 0, 3.
ki =1+ pkit1 + gki—1 fiiri =1,2.
= k1:1+pk2 undk2:1+qk1

1+ _ 1+
:>k]_:177;)qundk2—ﬁ.



Transienz und Rekurrenz

Definition 5.11  Sei (Xx)x eine homog. Markov-Kette auf (E, ).
e i € E heiBt rekurrent, falls P(X, = i fiir unend|. viele n) = 1.
e i € E heiBt transient, falls P(X,, = i fiir unend|. viele n) = 0.

Definition 5.12  Fiir A C E heiBt T4 := inf{k > 1|Xi € A} Eintrittszeit von A.

BSp. 54 E= No, Pii+1 = i, A= {0}
= Ta=0und TA = oo P(.|Xo = 0)-fs.

Definition 5.13  Fiir A= i setze 7, :== T} bzw.
0 falls k=0
FA0 ) g falls k = 1
inf{I > %V 41X =i} fallsk>2
k-te Eintrittszeit sowie
5,-(k) = T,.(K) - T(k)l k-te Exkursion, k > 1.

i—



Vereinbarung

Lemma 5.4

Bew:

Im folgenden P;(.) := P(.|Xo = 1)
(Wahrscheinlichkeiten fiir die MK bei Start in i € E.)
Es sei (Xk) eine homog. MK und i € E, dann ist

P(SI™Y < oolrt™ < ool) = Pi(7; < o0).
Fiir k, | € N:

( (m+1) m):k):
= ({Hlkl,...,k,,,1<k-Xk:'}
N{Xk=i}N{X;£Vj=k+1,....k+1 -1, X1 =1i})

—P(X-;é/VJ:k+1,‘..,k+/—1,Xk—/\{Elkl,.. ckm—1 <k X
N{Xxk =1})- P({ﬂ!kl,...,km_1<k:Xk it N{Xc=1i})

temma s p(X: £ Nj=k+1,..., k+1—1,Xez) = i|Xx = 1)
P({3ks, .. km1 < k= Xig = i} N {Xe = i})

= Pi(ri = 1) - P(r{™ = k).

(m)

ZkeN (S(m+1 _/ 7

<o0) = Pi(r;i = 1) - P(r{™ < o).
— P(S™ = |7 (m 00) = Pi(ri = I) 2= Beh. O



Definition 5.14
Definition 5.15

Satz 5.8

Bemerkung

fi = P,'(T,' < OO)
Wiederkehrwahrscheinlichkeit des Zustands / € E.

Fiiri € E heiBt V; =}, cn, L{i}(Xk) Aufenthaltszahl des
Zustands |.

Unter P; ist V; geometrisch verteilt mit Parameter p = f;.

Z € NU{oo} geometrisch verteilt mit Parameter p € [0, 1]
(1—p)p™?t firp<1
0 firp=1 [MEN
sowie P(Z = 00) =0 fiir p <1 bzw. P(Z = o0) =1 fiir p = 1.
<= P(Z > m) = p™ fiir m € Ny.

:<:>P(Z:m):{



Bew:
(v. Satz 5.8)

Korollar 5.1

Bew:

Zeige P;i(V; > m) = " fiir alle m € Ny durch Induktion: m = 0:
Unter P; ist Xo = i fs., d.h. P,(V; >0) =1— f0.
Induktionsschritt m ~» m + 1:
Unter P; ist {V; > m} ={V; > m+1} = {r(™ < oo} fast
sicher, da Xo = i f.s.

= Pi(V; > (m+1)) = Pi(r{™™ < )

= P(S'™ < oo|r{™Y < 00) - P(rI™ < o)

Lemma 5.4 fl . P(T(m) < OO) Ind_Beh. f; Lfm— f‘erl.

o i€ E rekurrent & Y, (pF)i=c0 & fi=1
e i€ E transient & Y, (p¥)i < oo & f; < 1.
Insbesondere ist jeder Zustand entweder transient oder rekurrent.

Z:=3 ren, Ly (Xk) unter P; geom. vert. mit Param. p = f;,
h

.h. )
E(Z) = Yuen, E( L5y (X)) = Yyen, Py < 00 & p = fi < 1
& Z < 00 Pi-f.s = Pi(Xy =i fiir unend|. viele k) =0 bzw.

k
E(Z) = Yy, B (X)) = Cpen, Pl = 00 65 pi= fi =
1< Z =00 Pi-f.s = Pi(Xx = i fiir unend|. viele k) = 1.
D.h. falls i nicht rekurrent = > "(p¥)i < oo = i transient. [



Definition 5.16
Satz 5.9

Bew: (Skizze)

Beispiel — Irrfahrt auf Z¢

(Symmetrische) Irrfahrt in Z9: Markov-Kette auf E = 79, mit
pij = 2%, falls i und j Nachbarpunkte in 7.9.

Fiir d = 1,2 ist jeder Zustand i € 79 rekurrent, in d > 3 ist
Jjeder Zustand transient.

Wegen der Verschiebungsinvarianz von 79 reicht es aus, den
i =0¢Z9 zu betrachten:

2n\(1\n(1ly\n —
e Fallsd =1: Pé‘o—{ én)(2) (3) Z‘Z)//{:Sstkizn
s:ir/ing'sg;mme/ (2:)(%)"(%)" ~ \% fiir n — oo, d.h

NPl =c>, \% = 0o = 0 rekurrent.

e Falls d = 2: Gleichverteilung auf den Eckpunkten des
Einheitsquadrates in Z? ist die um 7 -gedrehte Gleichverteilung
auf den Diagonalpunkten = Irrfahrt auf 7 entspricht

% -Drehung von Xy = (;:) mit (xx) und (yx) unabh. Z-Irrfahrten.
= P(Xk =0) = P(xk =0, yx = 0) = P(xc = 0)P(yx = 0) ~

(%)2 =D ply =~ n % =00 = 0 rekurrent in d = 2.

o d>3:pfy (ﬁ)d = >4 Pbo = Zn(\%)d < oo, fallsd >3
= 0 transient fiir d > 3.



Irreduzibilitat

Definition 5.17  Sei (Xx) MK auf E mit Ubergangsmatrix p, und i,j € E.
oi~j =3 eNg:pf>0.
o> jii~sjundj i
e Die durch <> definierten Aquivalenzklassen auf E heiBen
(kommunizierende) Klassen.
e Eine Menge K C E heiBt abgeschlossen, falls K + E \ K,
dh. i jfiralleie K, € E\K

Bemerkung  Fiir K C E abgeschlossen ist (pjx) = (pij)ijek wieder eine
stochastische Matrix.

Definition 5.18 (Xx) heiBt irreduzibel, falls i <+ jVi,j € E.



Satz 5.10 Falls i <+ j ist i rekurrent genau dann, wenn j transient ist.

I+k+1"

Bew:  Folgt fiir pj; > 0 und pg > 0 aus aus p;; > p},pf}p’f Vk.

i
Bemerkung = Transienz/Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft.
Satz 5.11  Jede rekurrente Klasse ist geschlossen.
Bew: Ubungsaufgabe.
Satz 5.12  Jede endl. geschlossene Klasse ist rekurrent.

Bew: Ubungsaufgabe.

Korollar 5.2  Jede irreduzible Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum
ist rekurrent.



Definition 5.19

Bemerkung

Satz 5.13

Bew:

Lemma 5.5

Bew:

Invariante MaBe und Verteilungen

Sei p eine stoch. Matrix auf E. Dann heift \; > 0,i € E mit

Aj=2iceipy Vi€ E
P-invariantes Ma@3,
bzw. P-invariante Verteilung, falls zudem ), \; < oco.

Falls \; inv. Verteilung = OBdA >, \; =1, denn sonst mit
Z =73 icpAilst N o= %)\,- auch invariant mit > N=1

Falls X eine inv. Verteilung fiir p und (Xy) eine (A, P)-MK, so
gilt P(Xx = i) =\ forall k € Ny, i € E.

Fiir k = 1 < Def. von Invarianz. Fiir k > 2 durch Induktion.

Falls ;v und v invariante MaBe mit p; > viVi € E und pj, = v,

fiir ein iy € E, so ist v = p, falls P irreduzibel.

n = u—v > 0 invariant
=>0="7,=2; njpjffo > nipg = ni =0, falls pf > 0.



Inv. MaB — Existenz bei Rekurrenz

Satz 5.14  Sei (Xk) eine homog. MK auf E und k € E rekurrent, dann ist
(k) == E[>_ 5 Li(X)], i € E eininv. MaB (mit v, =1).

Bew:  Erinnerung 7 := inf{l € N|X; = k}.

i = Ek[z LX) =Y Pu(Xi =il <)

I>1
—ZZPk :I,X/_lzj,lg’rk)
I>1 jeE
=S N PXi=i X=X £k, X # k)
I>1 jeE
Ln NS PUX = i1Xiy = J)P(Xicn = i1 < )
I>1 jeE
= ZPJ!Ek Z Ly (X)) = ZPJI’YJ U
JEE JjEE

Korollar 5.3  Falls P irreduzibel und k € E rekurrent, so gilt 0 < ~y; < c0.

Bew: =2 Piv=P k)1>0und1—7k ijk%>PJ(,)%-

JjEE JEE



Bsp. 5.5
("Fluchtkette’)

Bemerkung

E =Ny, piiy1 = pi furi>1, pio = q;i =1— p;, wobei (pi)ien,
so gewdhlt, dass p := [[;=q pi > 0.

Ti>0 invarignt & Mg = Z,ENO mip; und w; = pi_17; fiiri > 1.
= m = [)Z5 Pimo _

= To = ZieNO(l - PI)H;;é pimo = (1 — p)mo. = mo =0,

d.h. es ex. nur die triviale Lésung m; =0V i € E.

Kein Widerspruch zu Satz 5.14, da (Xy)«x zwar irreduzibel aber
nicht rekurrent (s. Ubung).



Inv. MaB: Eindeutigkeit bei Irreduzibilitat

Lemma 5.6  Falls P irreduzibel und X inv. MaB mit A\, = 1, so gilt A > ().
Bew: Fljrk:j)\k:12’yk:fk:Pk(Tk<OO).
Fiir k # j:
A= Aapai =) AP+ Py
L€E i #£k
=3 XoPoipij+ Y PriPaj + Pi
i1 #k ir#£k 17k
= Z NipPinin_1 " * " Pirj
i1k, ... inFk
+ P + Z Pki Pij + -+ + Z Pkiy_q - - - Piiy Pirj
h#k Myeeny in

fiir j # k
12 PiXi=/)+Pc(Xo=4,7c >22)+ -+ P(Xo=j, 7k > n)
n—aoo (k)
=379
Korollar 5.4  Falls P irreduzibel und rekurrent, so ist v := +\¥) das einzige inv.
MaB mit v = 1.

Bew: Folgt aus Lemma 5.5 und Lemma 5.6.



Definition 5.20

Bemerkung

Satz 5.15

Bsp. 5.6

Positive Rekurrenz und Nullrekurrenz —
Existenz einer invarianten Verteilung

Ein Zustand k € E heiBt positiv rekurrent, falls Ex (1) < oo.
Ein rekurrenter Zustand mit Ex(1y) = oo heiBt null-rekurrent.

Ex(mk) < 0= 74 < 00 Px-fs., d.h. k dann auch rekurrent.

Sei P eine irreduzible Ubergangsmatrix auf E, dann sind
aquivalent

i) k positiv rekurrent fiir alle k € E.

ii) k positiv rekurrent fiir ein k € E.

ii) Es ex. eine invariante Verteilung m auf E.

Ferner ist ™ dann eindeutig gegeben durch m; = E_(IT_), i€E.

Symmetrische Irrfahrt auf 7.9 fiir d < 2 ist null-rekurrent, denn
eind. inv. MaB gegeben durch \; = 1, i € Z9 und D iczd Ai = 00.



Beweis Satz 5.15

i = ii: klar. ii = iii: Fiir k pos. rekurrent ist

Yo = Z Ek[Z Ly (X0)]

i€E

_ZEk 1) = E(7x) < o0,

d.h. 'yfk),i € E, ist eine inv. Verteilung.

il = i ZJGEWJ—1=> dj € E mit 7; > 0.
Fiir k € E sei | € Ny, so dass pk) > 0, dann
Tk = ZJEE kaTrJ > 0

Setze \; 1= )\(k) =

e

= X invariant und A\, = 1 “mme® )\( ) > (k) Vie E

= Ec(mi) = Tiee N < & Yieemi = ;k
Zusatzbehauptung

test ) :> Ek(Tk) L.

Tk Tk



Satz 5.16

Bemerkung

Lemma 5.7

Bew:

Langzeitverhalten (1) — Ergodensatz

i) Sei (Xk)k irreduzible homog. MK auf E, dann gilt

limp_yoo 1 "k (X)) = T = ﬁ fast sicher.

i) Falls (Xi)x zudem pos. rekurrent und f : E — R beschrankt
iMnyoo 23071 F(X)) = ;cp mifk fast sicher.
o Aussage: “Zeitmittel” = “Raummittel” bzw.

o 77 := L3771 14y (X)) emp. AufenthaltsmaB == 7 fs.
e (Xk) mit der Eigenschaft wie in ii) heiBt ergodisch.

Sei (Xk) homog. MK auf E, k € E, dann sind die Exkursionen
S = 20D _ 2K i > 0 i mit E(SK) = Ex(7).

1

Einfache Konsequenz der Markov-Eigenschaft (s. Ubungen).



Beweis Satz 5.16

i): Falls k transient lim, o0 2 570 Ly (X)) = 0 = £2
Falls k rekurrent
lim, Z/ 0 ]l{k}(Xl) = lim, : V(k) V(k Z/ 1 ]l{k}(Xl)

Def. von T

(k)<nund7') >n+1
V V+

(k) (k) (k)
n+1 (\:S, < V,7 < \?L)
n r (k) n Tk

+1 v,

BO)
=4 To i Z’ . i n—>oo Ek(Tk) f.s.

Ferner V(()) % % f.s, da k rekurrent
k

(k) n—)oo vk n~>oo

v, 1

= — Ei(7x) f.s. bzw. 22 - —3 Ex(7x) fs.
( )1

ii): Folgt aus i) falls f = ZJ 1ol
Allgem. f: Wahle A C E endlich, s.d. u(A) >1—¢, f:=1af.
£, ) = (£, < F = F, A -+ (P, ) = B )| +1(F = o)
= Behauptung folgt aus |(f,7) — (f,7)| < €||f|loc und
[(F = F, )] < [[Flloo(L = Fa(A) =5 | Flloo(1 = 7(A)) < el|flloc-



Definition 5.21

Bemerkung

Satz 5.17

Bemerkung

Bsp. 5.7

Langzeitverhalten (1) - Mischen

e Fiir (Xy) homog. MK auf E mit Ubergangsmatrix P = (p;),
k € E heift
di :==ggT{n]| p,E")k > 0}
Periode vom Zustand k.
o Falls dy =1 fiir alle k € E heiBt (Xx) aperiodisch.

“Periode” ist eine Klasseneigenschaft, da dy = dy+, falls k + k'.

Sei P irreduzibel aperiodisch auf E und mit inv. Verteilung .
Dann gilt fiir jede (A, P)-MK und (X) eine auf E mit bel.
Startverteilung A

lim P(X,=k)=m, VkeE. (%)

n—oo

Eine MK (Xk) mit der Eigenschaft (x) heiBt mischend.

E ={1,2}, p1p = p21 = 1 = P irreduzibel, pos. rekurrent,
periodisch mit Periode 2. Falls z.B. \y == 1, :=0
= P(X, =1) =0, falls n ungerade bzw. = 1, falls n gerade.



Lemma 5.8

Bew:

Korollar 5.5

Bew:

Beweis von Satz 5.17 — Vorbereitungen

Sei M C N abgeschlossen unter Addition und mit ggT (M) =1,
dannex. meN, s.d N5, C M.

Ubungsaufgabe.

Falls P aperiodisch irreduzibel, so ex fiir i,j € N ein

m = m(i,j), s.d. p,g-") > 0 fiir alle n > m.

Sei pfj/) und n, s.d. p}jk) > 0 fiir k > n, dann gilt firm> n+ |

™ > plpi" " > 0.



Lemma 5.9

Bew:

1) Seien (Xk)k und (Yi)k zwei unabhangige (A, P)-MK auf E,
dann ist Wk = (Xk, Yx) eine (A @ N, Q)-MK auf E x E, mit
Q""/:J:I./ = P— P P/ i,

H JJ
2) Q ist irreduzibel und pos. rekurrent, falls P pos. rekurrent,
irreduzibel und aperiodisch.

o PWoi =G )Wa= (]
=" P(Xot1 =j|Xo =) P(Yor1 =j'|Xn =) = Pijpitj’ -
Analog P[W = (i,i")] = \iX\,,

o Fiir (i, ") und (4,j")

remmess Q(, G > 0 fir M= max[m(i, ), m(i’, j')].

e Falls 7 inv. Verteilung fiir P

= 7w ® m Invariante Verteilung auf E x E fiir @ .= P® P
= Q pos. rekurrent.



Beweis von Satz 5.17

e Sei Wy := (Xy, Yx) Paar von zwei unabh. P-MK auf E mit
Startverteilungen A bzw. «
= (W)« irreduzibel und (pos.) rekurrent auf E x E
Sei e € E bel. und T :=inf{k > 0| Wi = (e, €)}.
e Wiahle e € E bel. und T :=inf{k > 0| W) = (b, b)}.
= Beh.: T < oo fast sicher.
Denn andernfalls ex. wegen
P(T = 00) = > (i jyeexe AiAiPij(T = 00) > 0 ein
(i,j) € Ex E, sd. P (T = o0) >0 und dann
P(e,e)(T(e,e) = OO) > P(e,e)(T = OO)
O] _
> Qi j).(e.e) Pli) (T = 00) >0,
(!
falls Q(,.J)7(b7b) > 0. f
o, X falls k< T .
e Sei Z; = Y, fallsk>T = (Zk)x ist (A, P)-MK
o |P(Xn = k) — mi| = |P(Xn = k) = P(Yn = k)|
= |P(X,=k,n< T) = P(Yo=k,n< T)|
<P(n<T)™=3 s
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