Kolmogorov'sche Ungleichung

> V(X))

i=1
s,
i

Nls o

P(maxi<k<n | 31y Xi| > 1) <
“Tschebyshev-Ungl. fiir Maximum” T, := maxi<k<n | Zle Xi|

Bemerkung
Ek = {|51|<Ia' a|5k71‘</7|Sk|2/}:>{Tn2/}:UkEk

Lemma 2.7  Fiir Xy,--- , X, unabh. mit E(X;) =0 und s? :

Bew:
P(Ek) < 3E(SZ; Ex) < 2E(S? + (S» — Sk)?: Ex)

I LE(SE 4 25k(Sn — Sk) + (S — Sk)% Ex) = FE(SE; Ex).

= P(Ty > ) = ¥, P(E) < X0, HE(S3: E) = HE(SD)



Satz 2.13
Lemma 2.8

Bew:

Bew: (Satz 2.13)

Kolmogorov'scher Reihensatz

Fiir eine Folge unabh. ZV'en X1, X, ..., mit E(X;) =0 und
>.i V(Xi) < oo konvergiert S =3, .\ X; fast sicher.

Eine Folge von (S,) von ZV'en konvergiert fast sicher genau
dann, wenn P(sup,<<m Sk — Sa| > 0) — 0 fiir m > n — oo.

Siehe Ubungen.

Ko/m(gUngl. P(SUankSm |5k - 5n| Z 6)
n,m— oo
< 5*12 jm:n+1 V(X) — 0.

Aussage folgt mit Lemma 2.8.



Satz 2.14

Bew:

Kolmogorov'scher Reihensatz: Umkehrung

Fiir (X,) Folge unabh. ZV'en mit E(X,) =0 und |X,| < C f.s.
fiir alle n € N, folgt aus )~ X, konv., dass ) V(X,) <

Seio?2:=V(X,), Sn:=>1 1 X, So:=0

o Fiir L >0 sei Fp(L) :={|S1]| < L,...,|S,| < L}.
%:X,, ex. fs. = P(LLGJNQF,,(L)) =1
= IL>0:P(F,(L))>d6>0VneN.

o E(S2; F, ) = E(S2_; +2XnSp_1 + X2 Fo_1)
— E(S2 i Foe1) + E(XR) - P(Fa1) > E(S2_3; Fat) + 026

oE(S Foo1) = (52 )4—E(52 Foo1\ Fn)
<E(S2 )+ (L+ C)?P(F,\ Fn_1)

= 002 < E(S2;,F,) — E(S?_1,Fn1)+(L+ C)?P(F,_1\ Fp)

(Teleskopsumme, S? < L auf F,)
=0Y 02< 2+ (L+C)? O
neN



Satz 2.15 Y

Kolmogorov'scher Drei-Reihen-Satz

neN
i) Fiir ein C >0 ist Y P(|Xp| > C) < o0.
ii) Fiir Y, := X1 |x,1<c konvergiert 3 E(Yn)

iii) Fiir Y, wie in i) ist ) V(Ya) < oco.

Yo=Y, — E(Y,) <t SN, konvergiert fs.
= Y, = (Y, + E(Y,)) konvergiert f.s.

> P(Xy # Yn) = 50 P(1Xa| > €) <00
SoCwl X, = Y, fiir schlieBich alle n € N f.s.

= > X, konvergiert f.s.

X, ist konvergent fiir (X,) unabh. < i) & ii) & iii)



Beweis (Forts.)

e > X, ex. = |X,| < C fiir schlieBich alle n mit W-keit 1.
ST P(|Xn] > €) < 00 i)

. x)&nganteui Z Yn konv.
Sei Y/ ~ Y, eine unabh. Kopie von X, d.h.

Q=0xQ={0=(,w) |, weQ}
P(d(w',w)) = P(dw'") ® P(dw)
VU(3) 1= Yalw), Val@) = Vo)
= {Y,, Y/, n € N} unabh.
= P(3XY! konv.) = P(3 Y, konv.) = P(3_ Y, konv.) = 1.
= " Z, konvergiert f.s. fiir Z, .= Y, — Y!
E(Z,) =0und |Z,| <2C fs.
LA STV (Z,) =23 V(Y,) < oo~ i)
DRI S, konv. mit Y, = Y, — E(Y,)
= STE(Y,) = 2 (Ya — V) konv. ~ i)



Levy'sche Ungleichung

Lemma 2.9  Falls Xy, ..., X, unabh. ZV mit P(| >, _. X;| > 1) < 6 fiir alle
i=1,...,n, so folgt

P(maxick<n | S0, Xi| > 1) < 2.

Bew: e Sei Ey = {|51| </,...,|5k,1‘ </,|5k| 2/} )
= Mit T, := maxi<k<n | Y1y Xi| folgt {T, > 1} = U, Ex

o P(Ty > 1[Sa| < 5) = k; P(Exn{ISa] < 5})

<3 PEN{IS,— Si
k=1
<OP(T,>1)

> 1) = él P(EQ)P({|Sn — S| > 11)

o Wegen P(T, > 1,S,| > 1) < P(|Sa| > §) <6
P(T,>1)<éP(T, > 1)+ 6 = Behauptung. O



Satz von Levy

Satz 2.16  Fiir S, := .1, X; mit (X,) unabh. gilt
S, konvergiert fast sicher < S, konvergiert stochastisch.
Bew: ‘=" Klar.
“<":S, konvergiere stochastisch
= P(|S, — Sm| > 0) — 0 fiir n,m —

:>V€,5 >0 dNMNy: P(‘Z:‘-’;k+1Xi| > 5) <e Vm>k > Ny.
M e § >0 INg 1 Vm > k > N

P( max |5 — Spm| > 26)

I€k,...;m

m
= P( gnax 12z Xil > 2€) < 5

Aussage folgt mit Lemma 2.8.



Kapitel 3:

Zentraler Grenzwertsatz



Definition 3.1

Schreibweise

Bemerkung
|
u

Schwache Konvergenz

Sei (S, 1) topologischer Raum, Borel’sche o-Algebra S = o(T).

Eine Folge von W-MaBen auf (S,S) konvergiert schwach

gegen das W-MaB u, falls fiir alle ¢ : S — R beschrankt stetig
Js o(X)mn(dx) — [5o(x)p(dx) -

Eine Folge (X,) von S-wertien ZV'en X, : Q, — S konvergiert

schwach gegen X : Q2 — S, falls

sch wach

Vertx, Vertx.

o = W bzw. X, = X.
‘=" erzeugt die 'schwache Topologie’ auf P(S) .

(Xn = X) <= E[p(Xn)] = E[p(X)]V ¢ € Cp(S).
(05, = 05) < s, — s, fiir n — 0.



Zentraler Grenzwertsatz

Satz 3.1 (ZGS)  Fiir eine unabh. ident. vert. Folge (X,), von ZV'en mit
E(X1) = m und V(X1) = 02 gilt fiir S, :=_7_; X;, dass

Sp—nm
— p,1.
\no

Bemerkung 5%’;’" beschreibt 'Fluktuationen’ beim GGZ 1S, "= m.



