
Satz von Cramér

Definition 2.6 Sei X ' ν eine reelle ZV mit Verteilung µ.

λ : R→ [0,∞], λµ(t) := E (etX ) =
∫
R etxµ(dx) heißt

Laplace-Transformierte von X (bzw. von µ).

Iµ : R→ [0,∞], Iµ(x) := sup
t∈R

(tx − log λµ(t)) heißt

Cramér-Transformierte von µ.

Satz 2.9
(Cramér 1938)

Sei (Xn) Folge unabh. ident. verteilter ZV’en mit X1 ' µ, dann
gilt für Sn :=

∑n
i=1 Xi , x > E (X1)

lim
n→∞

1
n log P( 1

n Sn ≥ x) = −Iµ(x).

Bemerkung
Tausch X gegen −X  Analog für P( 1

n Sn ≤ x) f. x < E (X1).

t → Λµ(t) := log λµ(t) ’Log-Laplace-Transformierte’.
Iµ(x) = supt(tx − Λ(t)) ’Legendre-Transformierte’ von Λ.



Entropieungleichung

Satz 2.10 Für µ, ν ∈ P(S)

Entµ(ν) = sup
ψ:S→R messb.

Eν(ψ)− log Eµ(eψ).

Bew: Schreibweise Eµ(ψ) := 〈ψ, µ〉
• Falls ν = ϕµ:

〈ψ, ν〉 − Entµ(ν) = 〈ψ − logϕ, ν〉 = 〈log( eψ

ϕ ), ν〉
Jensen=⇒ ≤ log〈 eψ

ϕ , ν〉 = log〈eψ, µ〉.

⇒ Entµ(ν) ≥ Eν(ψ)− log Eµ(eψ) ∀ψ.
Außerdem gilt “=” falls ψ := logϕ.
• Falls nicht ν = ϕµ für ein gewisses ϕ
⇒ ∃A ∈ S , s.d. ν(A) > 0 und µ(A) = 0.
⇒ mit ψ = t 11 A gilt

Eν(ψ)− log Eµ(eψ) = tν(A)− log Eµ(1) = tν(A)
t→∞→ ∞.



Lemma 2.5 Für Uz = {µ ∈ P(S) |Eµ(x) > z} ist Iµ(z) = infν∈Uz Entµ(ν).

Bew: Schreibweise Eµ(X ) = 〈x , µ〉 bzw. Eµ(etX ) = 〈etx , µ〉.

• Sei ν ∈ Uz
Entropieungleichung

=⇒
Entµ(ν) ≥ 〈t · x , ν〉 − log〈etx , µ〉 ≥ tz − log〈etx , µ〉

Def. von Iµ
=⇒ infν∈Uz Entµ(ν) ≥ Iµ(z)

• Umgekehrt gilt für t∗ = argmax t ρz (t) := (tz − log〈etx , µ〉)
ρ′z (t∗) = 0⇔ z = 1

〈et∗x ,µ〉 〈xet∗x , µ〉

⇒ ν(dx) := 1
〈et∗x ,µ〉e

t∗xµ(dx) neues W -Maß,

ν ∈ Uz
Einsetzen=⇒ Entµ(ν) = ρz (t∗) = Iµ(z).



Bew: (Satz 2.9) Im Spezialfall, dass µ(S) = 1 mit S ⊂ R endlich:
• µX (n) ∈ Pn(S) ⊂ P(S).
• P(S) 7→ R, µ 7→ Eµ(X ) =

∑
s∈S

sµ(s) ist stetig.

⇒ Uz = {µ ∈ P(S) |Eµ(X ) > z} ⊂ P(S) offen

• Eµ
X (n)

(x) = 1
n Sn und 1

n Sn > z ⇔ µX (n) ∈ Uz

Sanov=⇒ limn
1
n log P(Sn > z) = − infν∈Uz Entµ(ν) Lemma 2.5= −Iµ(z).

• ∀ z < x < z ′:
Iµ(z ′) = limn

1
n log P(Sn > z ′) ≤ lim infn

1
n log P(Sn ≥ x)

≤ lim supn
1
n log P(Sn ≥ x) ≤ limn

1
n log P(Sn > z) = Iµ(z)

⇒ Beh. folgt aus Lemma 2.5, da z → Iµ(z) stetig.



Nachtrag: W-Maße auf Ω = RN

Bezeichnungen Ω := RN = {ω = (ωi )∈N |ωi ∈ R}
prn : Ω→ Rn, prn(ω) = (ω1, . . . , ωn)
pr m

n : Rm → Rn : (ω1, . . . , ωm)→ (ω1, . . . , ωn) für m ≥ n.

Z = {Z ⊂ Ω |Z = pr−1
n (B), n ∈ N,B ∈ B(Rn)},

F = σ(Z) ⊂ 2Ω.

Definition 2.7 Eine Folge von W-Maßen auf µn auf (Rn,B(Rn)), n ∈ N, heißt
konsistent, falls (pr m

n )∗µm = µn für alle m ≥ n.

Bsp. 2.3 µn(dx1 . . . , dxn) := ⊗n
i=1µ(dxi ) (n-faches Produktmaß).

Satz 2.11
(Kolmog. Kon-

sistenzsatz)

Eine Familie (µn)n von W-Maßen ist konsistent genau dann
wenn ein (eindeutiges) W-Maß µ∞ auf (RN,F) ex., so dass

µn = (prn)∗µ∞ ∀ n ∈ N.

Korollar 2.5 Für ein W-Maß µ auf (R,B(R)) ex. genau ein W-Maß µ∞ auf
(Ω,F) = (RN, σ(Z)) so dass Xn : Ω→ R, Xn(ω) = ωn, n ∈ N,
eine unabh. Folge von µ-verteilten ZV’en definiert.



Beweis von Satz 2.11

Lemma 2.6 Sei η ein W-Maß auf (Rn,B(Rn)) und A ∈ B(Rn), so ex. zu
ε > 0 ein Kε ⊂ A kompakt, s.d. η(A \ Kε) ≤ ε.

Bew: Mengen A mit dieser Eigensch. bilden ein ∩-stabiles

Dynkin-System, welches die Mengen A =
n
×

i=1
]ai , bi ] enthält. �

Bew:
(Satz 2.11)

• Z ist ein Ring. Definiere Inhalt auf Z: µ0(Z ) := µn(B) falls
Z = pr−1

n (B) ∈ Z, B ∈ B(Rn). Konsistenz=⇒ µ0 wohldefiniert.

• Zeige: µ0 Prämaß auf Z: Zn = pr−1
n (Bn)↘ ∅ !⇒ µ0(Zn)↘ 0.

Angen. ∃ δ > 0: µ0(Zn) ≥ δ > 0 ∀ n ∈ N.
Sei Kn ⊂ Bn kp. mit µn(Bn \Kn) ≤ δ

2n+1 und Cn := pr−1
n Kn ∈ Z.

Sei Dn = ∩n
i=1Ci ⇒ Dn = pr−1

n Fn für Fn ⊂ Kn abgeschlossen.
µ0(Dn) ≥ δ −

∑n
i=1

δ
2i+1 ≥ δ

2 ⇒ Fn 6= ∅.
Wähle ω(n) ∈ Dn ∀n ∈ N.

Diagonalfolge
=⇒ ∃ (ω(n′))n′ , ω̄ = (ω̄1, . . . ) ∈ Ω

s.d. (ω
(n′)
1 , . . . , ω

(n′)
m )

n′→∞−→ (ω̄1, . . . , ω̄m)∀m ∈ N.
Fm abgeschl.

=⇒ (ω̄1, . . . , ω̄m) ∈ Fm∀m⇒ ω̄ ∈ Dm ∀m ⇒ ∩mDm 6= ∅.
Wegen Dn ⊂ Zn mit Zn ↘ ∅ ⇒ Dn ↘ ∅  Widerspruch. �



2.4 Reihen unabhängiger Zufallsvariablen



Terminale σ-Algebra

Definition 2.8 Für eine Folge von σ-Algebren Fn, n ∈ N ist die terminale
σ-Algebra gegeben durch

T = ∩nσ(∪m≥nFm).

Bsp. 2.4 Ω = {ω = (ω0, ω1, . . . ) ∈ {G ,R,B}N, F = 2Ω,

E = {R,G ,B}, E = 2E ,
Xn : Ω 7→ E , Xn((ωi )i∈N) = ωn, Fn := σ(Xn)

⇒ {ω ∈ Ω |
∑∞

n=1 11 Xn(ω)=G =∞} ∈ T .

Bsp. 2.5 Sei Xn eine Folge von ZV’en auf (Ω,F ,P) und Fn := σ(Xn),
dann ist

E := {ω ∈ Ω |
∑
n∈N

Xn(ω) konvergiert} ∈ T .



Kolmogorov’sches 0-1-Gesetz

Satz 2.12 Falls (Fn)n∈N eine Folge von P-unabh. σ-Algebren, so gilt
P(E ) ∈ {0, 1} für alle E ∈ T .

Bew: (Satz 2.12)
(
Fn, ∪

k≥m
Fk

)
unabh. ∀m > n Lemma 2.1=⇒

(
Fn, σ( ∪

k≥m
Fk )
)

unabh.

⇒ (Fn, T ) unabh. ∀ n⇒
(
∪

l≥n
Fl , T

)
unabh. s.o.⇒ (T , T ) unabh.

⇒ E unabh. von E ∀E ∈ T
d.h. P(E ) = P(E ∩ E ) = P(E )2 ⇒ P(E ) ∈ {0, 1}. �

Korollar 2.6 Für eine Folge (Xn) von unabh. ZV’en auf (Ω,F ,P) ist

P({
∑

n∈N Xn konvergiert}) ∈ {0, 1}.

Definition 2.9 Für eine Folge (Xn) heißt
∑

n∈N Xn konvergent, falls
P(
∑

n∈N
Xn konv. ) = 1.


