Definition 2.6

Satz 2.9
(Cramér 1938)

Bemerkung
u

Satz von Cramér

Sei X ~ v eine reelle ZV mit Vertei/ung L.

AR = [0,00], Au(t) := E(e™) = [ e™u(dx) heiBt

Laplace-Transformierte von X (bzw. von p).

I, : R —[0,00], I,(x) = suﬂg(tx —log A, (t)) heiBt
te

Cramér-Transformierte von .

Sei (X,) Folge unabh. ident. verteilter ZV'en mit X1 ~ p, dann
gilt fiir S, :=>""_, X;, x > E(X1)

lim Llog P(1S, > x) = —1,(x).
n— o0

Tausch X gegen —X ~ Analog fiir P(1S, < x) f. x < E(Xy).
t = A,(t) :=log \,(t) 'Log-Laplace-Transformierte’.
l,(x) = sup,(tx — A(t)) 'Legendre-Transformierte’ von A.



Satz 2.10

Bew:

Entropieungleichung

Fiir p,v € P(S)
Ent,(v) = sup E, (1)) — log E,.(e¥).
:S—R messb.

Schreibweise E, (1)) := (1, )
o Falls v = pu:
() = Ent,,(v) = (1 — log p, ) = (log(%), V)
L < log (<, v) = log(e?, ).
= Ent,(v) > E,(¢) — log E,(e¥) V1.

AuBerdem gilt =" falls 1) := log ¢.
e Falls nicht v = pp fiir ein gewisses ¢
=3JAe S, sd v(A) >0 und u(A) =0.
= mit i = tll, gilt

E,(¢) — log E(e?) = tr(A) — log E,(1) = tv(A) "=5°



Lemma 2.5

Bew:

Fiir U, = {p € P(S) | Eu(x) > z} ist |,,(z) = inf ey, Ent,(v).
Schreibweise E,,(X) = (x, ) bzw. E,(e™) = (™, u).

Entropieungleichung

o Seiv e U,
Ent,(v) > (t-x,v) — log(e™, u) > tz — log(e™, i)

Def. von Iy, ianGUz Ent#(l/) 2 I,U«(z)

o Umgekehrt gilt fiir t* = argmax, pz(t) =
pz( ) =0ez= et* < v

= v(dx) =

(tz —log(e™, 1))
5 )

et’ X,u(dx) neues W-MaB,

1
(e ©
S 72
= Ent,(v) = po(t) = 1,(2).



Bew: (Satz 2.9)

Im Spezialfall, dass u(S) =1 mit S C R endlich:
® lxn € Pn(S) - 73(5)

e P(S) = R, pr— E,(X)= > su(s) ist stetig.
seS

= U, = {u € P(S)| E.(X) > z} C P(S) offen
° £ (X)) = 1S, und 1S, >z & pym € U,
2% lim, Llog P(S, > z) = —inf,cu, Ent,(v) “"2% —1,(2).
eVz< x< 2
1,(z') = lim, L log P(S, > 2') < liminf, % log P(S, > x)
< limsup, 1 log P(S, > x) < lim, L log P(S, > z) = I,(2)
= Beh. folgt aus Lemma 2.5, da z — 1,(z) stetig.



Bezeichnungen

Definition 2.7

Bsp. 2.3

Satz 2.11

(Kolmog. Kon-
sistenzsatz)

Korollar 2.5

Nachtrag: W-MaBe auf Q = RY

Q:=RN = {w = (w)en|wi € R}

prn: Q= R" pro(w) = (w1, ..., wn)

prif :R™ 5 R (w1,...,wm) = (w1,...,w,) flir m>n.
Z={ZcQ|Z=pr;YB),neN,BeB(R")},
F=0(2)c2%

Eine Folge von W-MaBen auf p, auf (R", B(R™)), n € N, heiBt
konsistent, falls (prl").pim = pn fiir alle m > n.

~ ~~

pn(dxy ..., dxy) == @ u(dx;) (n-faches ProduktmaB).

Eine Familie ({1n)n von W-MaBen ist konsistent genau dann
wenn ein (eindeutiges) W-MaB ji, auf (RN, F) ex., so dass
tn = (Pr)epioo Vn € N.

Fiir ein W-MaB p auf (R, B(R)) ex. genau ein W-MaB 1, auf
(Q,F) = (RN 0(2)) so dass X, : Q > R, X,(w) =w,, n€N,
eine unabh. Folge von u-verteilten ZV'en definiert.



Beweis von Satz 2.11

Lemma 2.6  Sei n ein W-MaB auf (R", B(R")) und A € B(R"), so ex. zu
€ > 0 ein K. C A kompakt, s.d. n(A\ K) <e.

Bew: Mengen A mit dieser Eigensch. bilden ein N-stabiles
Dynkin-System, welches die Mengen A = % lai, bi] enthdlt. O
i=1

Bew: e Z ist ein Ring. Definiere Inhalt auf Z: j1o(Z) := p,(B) falls
(Satz 2.11) Z = pr;Y(B) € Z, B € B(R"). "= 115 wohldefiniert.

e Zeige: jig PramaB auf Z: Z, = pr;Y(B,) \, EN to(Zn) \y 0.

Angen. 36 > 0: po(Z,) > 6 >0VneN.

Sei Ky C By kp. mit (1n(Bn \ Kn) < 521 und C, == pry 'K, € Z.

Sei D, =N"_,CG =D, = prLF, fiir F, C K, abgeschlossen.

NO(Dn)25_Z,{7:1% 2%2>F,,7é(0.
Wihle w(" € D,Vn e N. "2 3(w("),, & = (@1,...) € Q
sd. ()W) 2 (@, @) Ym e N

2 (D1, @Om) € FpVm = @ € DpVm = NpyDpy # 0.

Wegen D, C Z, mit Z, \,® = D, \, ) ~ Widerspruch. O



2.4 Reihen unabhangiger Zufallsvariablen



Definition 2.8

Bsp. 2.4

W
[

Bsp. 2.5

Terminale o-Algebra

Fiir eine Folge von o-Algebren F,,n € N ist die terminale
o-Algebra gegeben durch

T = Nno(Um>nFm)-

Q= {w=(wo,w1,...) € {G,R,B}N, F =29
E={R.G,B}, &= 2E,

Xy Q= E,  Xo((wi)ien) = wn, Fn = 0(Xp)
= {w S Q| Z:il ]lX,,(w):G = OO} eT.

Sei X, eine Folge von ZV'en auf (2, F, P) und F, := o(X,),
dann ist

E={weQ| ZXn(w) konvergiert} € T.
neN



Kolmogorov'sches 0-1-Gesetz

Satz 2.12  Falls (F,)nen eine Folge von P-unabh. o-Algebren, so gilt
P(E)  {0,1} fiir alle E € T

. Lemma2.1
Bew: (Satz 2.12) (]—',,,kgm}'k) unabh. ¥V m > n 22 (fn,a(kgm}'k)) unabh.

= (Fn,T) unabh. ¥ n= (IL>J f,,T) unabh. = (T,T) unabh.

= E unabh. von E VE €T
d.h. P(E) = P(ENE) = P(E)? = P(E) € {0,1}. O
Korollar 2.6 Fiir eine Folge (X,) von unabh. ZV'en auf (Q, F, P) ist
P({>_,en Xn konvergiert}) € {0,1}.

Definition 2.9  Fiir eine Folge (X,) heiBt >

P(>> X, konv. ) =1.
neN

nEN X, konvergent, falls



