Satz 2.6

Bew:

1. Schritt

Satz von Etemadi (1981)

Es sei (X,)n eine Folge von ident. verteilten, paarweise unabh.
ZV'en auf einem W-Raum (Q, F, P) mit E(|X1]) < oo, so gilt
mit m = E(X1), dass

— .
150 X =5 m fast sicher.

0.b.d.A. X; > 0, andernfalls behandle X, und X_ separat.
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Borel-Capteli ki,,( Si, — E(Sk)) — O fast sicher.



Bew. (Forts.)
2. Schritt e E(X1) = lim, E(Y,) = lim, 1E(Sy) = E(X1)

= Skin" — E(X1) fast sicher.

e > P(Xn# Yy = ;P(X >n) = ;fnoo dF(x)

neN
=22 [MdF(x) = i [T dF(x) < E(X1) < oo
n i>n ieN
= Xa # Y, nur fiir endlich viele n fast sicher.

= Skin" — E(X1) fast sicher.

3. Schritt  Wegen X; > 0 ist S, monoton.
= Fiir eine beliebige Teilfolge m — oo gilt

Sny S, S i1 =
—tm L 2m L —kndl falls ki so gewadhlt, dass m € [ny,,, Nk, 1]

m
n n,
= %o > 1 ynd Tt < g

= éE(Xl) < liminf %5,, < limsup %5,, < alE(X) fast sicher

Wegen a > 1 beliebig folgt die Behauptung.



Satz 2.7

Lemma 2.2

Bew:

Bew: (Satz 2.7)

Satz von Etemadi: Umkehrung

Falls (X,) Folge von paarw. unabh. ident. verteilten ZV'en, so
dass lim, % 27:1 X; =: Y ex. fast sicher, so ist X; € L}(Q) und
Y = E(X) fast sicher.

Fiir eine ZV Z > 0 gilt E(ZP) = p [s° tP"'P(Z > t)dt.

E(ZP)=E(p [ tP~rdt)=p [ [ tP~'1,<7dtP(dw)
QRZO
=p [ tPr [Li<zP(dw)dt = p [ tP7IP(Z > t)dt
Q

R>o R>o

%5,, —Y. fs = %X,, = %5,, — ";1 nils,,_l — 0 fs.
= P(limsup A,) = 0 mit A, = {|X,| > n}
S P(AR) < oo
P(An) = P(|X1] = n)

T E(IX)) < X P(IX] = n) < oo
neNp

Etemadi /i %Sn = E(Xl) fast sicher.



2.3 Satz von Sanov (GroBe Abweichungen)



Entropie

Definition 2.4  Sei (S,S) ein messb. Raum.
m P(S):={u|p ist W-MaB auf (S,S)}
m  Fiir p € P(S) heiBt Ent,, : P(S) = RU {oo}
JIn(p(x)) v(dx) falls v(dx) = @(x)p(dx)
Ent,(v) =< s
+00 sonst.

relative Entropie (von v) bzgl. 1

Bemerkung < Ent,(v) = [In(p (x) p(dx) falls v(dx) = p(x)u(dx).

Lemma 2.3 i) Ent,(v) > 0 mit Ent,(v) =0 u=v.
i) Ent,(trn + (1 — t)n) < tEnt,(1n) + (1 — t)Ent,(v2)

Bew: Ent,(v) = fsn )u(dx) mit s — n(s) ;= sln(s) konvex

22 Ent,(v) = [sn( p(dx) > n( [ e(x) )) =n(1) = 0.
nsen? Entu( )=0<:>gp(x Js e(x)u(dx) ufs<:>z/_;¢w1)
P 1 (x) £ (1~ £)pa(x)) < tnlp(3)) + (1~ nlipa(x) ~ i)

9Jensen*: Fiir : R — R konvex ist Ep(n(X)) > n(Ep(X))
mit “=" genau dann, wenn X = Ep(X) P-fast sicher.




Definition 2.5

Bemerkung

Satz 2.8
(Sanov)

Bemerkung

Satz von Sanov (1957)

Fiir (S,S) messb. Raum und (Xy,...,X,) =: X e §" heiBt
pixo = 3 211 0x € P(S)
empirische Verteilung von (X) = (Xq,..., X,).
Falls S endliche Menge ~+ P(S) Standard-Simplex in RI°!
P(S)={ (1, -+, ys)) € RLg | ZSM(S) =1} =4,,CRF
se
[ —vlps) = 1 — Vs

Sei S endliche Menge, 1 € P(S) und (X,) eine Folge unabh.
u-verteilter ZV'en. Dann gilt fiir offenes A C P(S)

LonP(uxm € A) — — inf4 Ent,(v).
ve

~» Exponentielle Konvergenz der empirsichen Verteilungen:
P(uxm = v) =~ exp(—n Ent,(v))



Lemma 2.4 FirveP,:={ne€P(S)|n-u(s) e NVs e S} gilt

Bew:

(ﬁ)w\e—nEnt”(u) < ’D(/’LX(") —_ V) < e—nEntu(y).

En = (npixo (5))ses € RISV ist (n, u)-multinomialverteilt
 muli) = Pl = ) = £a(0) - Taes(p(s))™

mit

kn(v) == [{x") € " | o = v}| = W
[es(u(s)™ = eXP[nS;S v(s) Inu(s))]] =: e" W)
o = ky(v)e™t M) = 7 (V) <1

= l‘in(V) < e—nH(v|v)
(D) < ma(viv) Vv, 0 € Py,
= 1= 3 m(@v) < [Palma(vlv) < (n+1)Plm(v]v).

vEP,
= kp(v) = e "MV (v|y) > e="HWIY) L (n 4 1)~ 18]

Multinomialverteilung

= Behauptung, da H(v|v) — H(v|p) = Ent,(v).



Bew: (Satz2.8) A cC P(S)
Lemma 2.4

° P(Mx(n) S A) = Z ﬂ—l‘l(ﬂa 7/) < Z e—nEntu(V)
veANP, vEANP,

< |ANP,| exp(—nljréfA Ent,(v))
< (n+ 1) exp(—nuireni\ Ent,(v))

im 151 _
Jim 2l +1) =0

= limsup £ In P(pxm € A) < — inf Ent,(v)
n— o0 vEA
o Pluxm €A)= > malp,v)
veANP,
Lemma 2.4 (n + 1)7‘S| Z eanntM(V)
veANP,

> (n+1)"1Slexp(—n ei/r\]rfw Ent,(v))

liminf 1n P n €A) > —Ii inf  E
= liminf ZIn (xm € A) > imsup inf nt,(v)

e Ent, : AN{Ent,(.) < co} — R stetig, A C P(S) offen
= limsup IRrEP,, Ent,(v) = Vn;]; Ent,(v) O

n—oo V€

Korollar 2.4 liminf 2 log P(pixm € O) > —info Ent,,  fiir O C P(S) offen
limsup L log P(uxwm € A) < —infa Ent, fiir AC P(S) abg.

Bemerkung Kor. 2.4 <+ "Prinzip der groBen Abweichungen’ fiir (jix() )n



