Definition 1.34

Bemerkung
u

Bsp. 1.19

Bew:

Kovarianz

Die Kovarianz von zwei ZV'en X und Y auf (Q,F, P) ist
Kov(X, Y) := E[(X — ECO)(Y — E(V))]

Kov(X, X) = V(X)
Kov(X,Y) = Kov(X + c1, Y + o) = E(X, Y)

mit X := X — E(X), Y =Y — E(Y)
Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

= [ g xv1ux.v)(dxdy) — [o xux(dx) [ ypy(dy)
mit

Hx,y) — Gemeinsame Verteilung von (X, Y)
px, py — ('Rand’-)Verteilung von X bzw. von Y

Fiir X = X € RY mit X ~ vy, ¢ (Gauss-Verteilung in RY)
KOV(X,',)(j) = C/_]

CeRI¥ = 3ScRI*d. C =585t

symm,>0

Transftc

amatens2 Behauptung durch Integration nach y := S~ 'x.



Definition 1.35
Bsp. 1.20

Definition 1.36

Bemerkung

Lemma 1.4
(Bienamé)

Bew:

Gleichheit von Bienamé

Zwei ZV'en X, Y heiBen unkorrelliert, falls Kov(X,Y) = 0.

Falls X=x— Koordinate und Y= Radius einer By-gleichverteilten
ZV X € By C R? (vergl. Beispiel 1.18), so ist Kov(X,Y) = 0.

Korrelation zweier Zufallsvariablen

_ Kov(X,Y)
p(X.Y) 1= el

Cauchy-Schwarz-Ungleichung = p(X,Y) € [-1,1]
Fiir X1, -+, Xy, paarweise unkorrelliert (d.h. Kov(X;, X;) = 0 fiir

i #J)
V(Z7:1 Xi) = 27:1 V(Xi)-

V(ZX) [(Z X) )]—E[ Z, D2 X1 = B[ Xi X))
= 2 BOXiX)) = 22, 05 E(X; Xj) = 225 V(X))



Kapitel 2:

Gesetze der GroBen Zahlen und
Unabhangigkeit



Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Satz 2.1 Essei Xi,Xa, ... eine Folge von paarweise unkorrellierten
indentisch verteilten reellen ZV'en mit X1 € L2, dann gilt fiir
n— 0o

1 . stochastisc
EZX,- tochastseh (X ).
i=1

Bew: 0.b.d.A E(X;)=0.
Tschebyshev fiir S, = Y __, X; und Bienamyé:
1 1
P(-Sil > 8) = P(Si] > n6) < - V(S))

1 1 2
= =5 Z V(X)) = —5E(X?) = 0.

Bemerkung  Es folgt i.A. nicht, dass 1S, — E(X,) fast sicher. Insbesondere
gilt i.A. nicht , dass die Approximation 1S,(w) von E(X;) fiir
n — oo immer besser wird.



2.1 Unabhangigkeit



Definition 2.1

Bsp. 2.1

Bemerkung

Unabhangige Ereignisse

Eine Familie von Ereignissen (Ax)aea im W-Raum (Q, F, P)
heiBft unabhangig, falls fiir jede endliche Teilmenge N C A gilt
P(NaenAx) = [Taen P(AN).

Die Ereignisse Eine Familie von Ereignissen (Ax)xen heiBlen
paarweise paarweise unabhangig, falls

P(A)\ N AX) = P(A)\) . P(A)\/)V/\ =N,

Von den vier Ziffernfolgen 112, 121, 211, 222 wird eine zufillig
ausgewdhlt. Dann sind die Ereignisse A; := "i-te Stelle ist 17,
i =1,2,3 paarweise unabhingig aber nicht unabhiangig.

Ai,..., A, unabhingig < A5, ..., A5 unabhingig.



Borel-Cantelli: Umkehrung
Satz 2.2 Seien (A,)nen unabhingige Ereignisse in (Q, F, P) mit
> P(An) = o0, dann gilt P(limsup A,) = 1.
Bew: B, := Um>nAm \ limsup A,. Zeige P(B,) = 1.
P(By) = P(Nm=nAn) = lim P(Ma<m<iAm)
= lim II P = lim I1 a-Pan)

n<m</ n<m</

= Ii,n exp|[ Z log(1 — P(Am))]

n<m<l/

<limexp[~ D P(An)] =0,

n<m</
weil log(1 —x) < —x und >, o P(An) — oo fiir | — oo. O
Bsp. 2.2 Unendliche Wiederholung unabh. Miinzwiirfe mit p €]0, 1].
= P( “unendlich hiufig Kopf”) = 1.

Korollar 2.1 P(limsup A,) € {0, 1} fiir jede unabh. Folge {A,} C F.
(0—1—Gesetz
von Borel)



Satz 2.3
(Chung)

Bew:

Korollar 2.2
(0—1—Gesetz
von Chung)

Borel-Cantelli: Umkehrung (II)

Seien (Ap)nen paarw. unabhiangige Ereignisse in (2, F, P) mit

> P(An) = o0, dann gilt P(limsup A,) = 1.

Zeige P(S=00) =1 mit S =1im,S,, Sp:=> 1, 1,
1 ) Monot. Konvsrgenz 5 ) ( ) — .

2) =5 V(S,) = 3 V(La) < X7 E(13) = E(Sh)

)und2) V(S
Ez(( )) — 0.

T P(Sn 2 1E(S) 2 P, — E(S)I < FE(S)

> 1— 452 > 15, falls n > No(5).

= P(S > 1E(S,)) > 1-6, falls n > No(9).
I (S =00) >1—6V6>0

O

P(limsup A,) € {0,1} fiir jede paarw. unabh. Folge {A,} C F.



Definition 2.2

Lemma 2.1

Bew:

Unabhangige Mengensysteme

Eine Familie {E€x C F | X € A} von Ereignismengen heiBt
unabhéangig, falls jede endliche Teilauswahl von Mengen
{Ai€ &\, i=1,...,N, X\ # )\ fiir i # j} unabhéngig ist.

Fiir eine unabh. Familie (Ex)xen von N-stabilen
Mengensystemen ist auch {o(Ex)}ren unabhangig.

(Ex)ren unabh. = Zugeh. Dynkin-Systeme (6(€x))aen
unabhangig. Wegen N-Stabilitat von &y ist §(Ex) = o(Ex)V A.



Definition 2.3

Bemerkung
|

Satz 2.4
| ]
[ |

Korollar 2.3

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Eine Familie von (E,E)-wertigen Zufallsvariablen (X\)xea heiBt
unabhdngig falls fiir alle N € N, {\1,..., An} CA,
Bi,...By€€&

A1 :={X), € B1},...,An = {X), € By} unabhingig.

X1, , Xn unabhangig < o(X1),...,0(X,) unabhangig.

X1,y Xn = 01(X1), ... on(X,) unabhingig,
falls o1, ..., messbar E — E'

Fiir reelle ZV’en X, ..., Xy sind dquivalent
Xi,...,Xq unabhingig

Vi, oot €R Fy(ty, oo tg) = T2y g Fx(ti).
pg = @ pux (ProduktmaB auf R?):

dh. yz(lar, bil .. Jag, ba]) = é ix (i, bi]).

Fiir X1, ..., X, unabhingig ist E([]_, Xi) = 11—, E(X).



2.2 Starkes Gesetz der groBen Zahlen



Satz 2.5

Bew:

Starkes Gesetz — Einfacher Fall

Falls (X,), eine Folge von i.i.d. ZV'en auf einem W-Raum
(Q,F, P) mit E(X*) < oo, so gilt mit m = E(X;), dass

1 n n—oo .
2311 Xi — m fast sicher.

O0.b.dAm=0.
Mit S, =37, X; gilt
E(Srlwl) = Z?,j,k,l:l E(XfXijX/)
= nE(X{) + (5) 5)(E(XD))* = nE(X{) + 3n(n — 1)(E(X}))* < Cn’.
P p(L1S,| > §) = P(ISs] > nd) < A Cn? = 55
= 2, P(;1Si| > 8) < 00

Forerel P(limsup,, £|S,| > 6) = 0.

= P(limsup, 1[S,| # 0) < P(U,en{limsup 2|S,| > }) = 0.




